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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛНЫХ КОНИЧЕСКИХ ОТНОШЕНИЙ
ПРЕДПОРЯДКА

In this paper we introduce the new class of step-liner function and show that a total conic preoder 
can be analytical represented by step-liner function.

Пусть X  —  вещественное векторное про- 
i гранство, и пусть V совокупность всех век- 
трных подпространств из X. Отношение 
включения определяет на V частичный поря­
док, относительно которого V —  полная ре­
шетка, при этом точная верхняя и нижняя 
||)ани любого семейства векторных подпро- 
1 гранств из V есть, соответственно, их ли­
нейная оболочка и их пересечение. Подсе­
мейство £  c V  называется цепью векторных 
подпространств, если для любых L,L <=£ вы­
полняется либо L с  L , либо L с  L . Любая 
цепь £ с  V —  подрешетка в V, однако может 
не быть прлной подрешеткой. Цепь £ c V ,  
которая как подрешетка является полной, 
пудем называть полной цепью. Наименьшая 
полная цепь, содержащая заданную цепь £ , 
мтывается пополнением цепи £ . Говорят, что 
нспь £  c V  максимальна в подмножестве W  
н I V, если £  cz W  и для любой другой цепи 
/"с W включение £ с £ '  возможно лишь то- 
| ни, когда £  = £ ’. Если подмножество W  яв- 
тегся полной подрешеткой в V, то любая 
шч1Ь, максимальная в W, является полной, но 
не наоборот.

11усть Е0 и Е —  заданные векторные под­
пространства из Ху причем Е0 с  Е . Отрезок 
| /'.ц ;£]:= {L е V| Е0 с  L cz Е} —  полная подре- 
И1. гка в V с наименьшим элементом Е0 и наи­
большим Е . Так как [jEq ; ] —  полная подре- 
нн гка в V, то любая цепь из [Е0;А] обладает в 
| / ч11 fi] точной верхней гранью. Следовательно, 
но теореме Хаусдорфа (см., например, [4]), лю- 
ли цепь из [Е’о̂ ]  может быть вложена в цепь, 
щксимальную в [Е0;Е\.

Пирамидой векторных подпространств в X  
ни ювем любую полную цепь £  из V.

Пекторные подпространства

E0 := f]{L \LeC }  и £  := (J  {£ I £  £ £ }

пнем называть соответственно вершиной и 
тчншанием пирамиды £ . Из свойства полноты 
< |едует, что как вершина Е0, так и основание 
I принадлежат пирамиде.

О любой пирамиде £  векторных подпро­
странств £  с вершиной Е0 и основанием Е будем 
говорить, что она является пирамидой над Е .

Нетрудно видеть, что любая конечная 
цепь £:=  {£(,,£,,■••,£„,} из V — пирамида, при 
этом если £ ,0 с £ 1с . . . с £ и , то Е0 и Ет —  
вершина и основание пирамиды соответст­
венно.

Любое одноэлементное семейство С - { е ] 
( Е —  векторное подпространство из X) явля­
ется пирамидой, у которой вершина и основа­
ние совпадают и равны Е . Такие пирамиды 
будем называть тривиальными.

Пирамиду векторных подпространств с 
вершиной Е0 и основанием Е назовем макси­
мальной, если она является максимальной це­
пью в [Е0,Е\.= {L eV| Е0 <= L с  Е) .

Пусть £  —  нетривиальная (Е0 * Е )  пи­
рамида над Е с вершиной Е0. Каждо­
му L е £ ,  L Ф Е0 поставим в соответствие 
содержащееся в нем векторное подпро­
странство

L := (J{£ е £ |  L a L , L  *  Ц  .

Из свойства полноты пирамиды следует, 
что L еС  и либо L совпадает с L , либо L не­
посредственно предшествует L в £ .

Истинными ступенями пирамиды £  будем 
называть непустые подмножества вида 
S  := L \ L ,  где L е £ \ £ 0.

Вершину Е0 также будем рассматривать, 
как одну из ступеней пирамиды £  и в таком 
качестве будем называть ее вершинной ступе­
нью. Вершинная ступень и все истинные сту­
пени образуют семейство всех ступеней пира­
миды £ . Обозначим его через Е . Нетрудно ви­
деть, что каждая ступень симметрична относи­
тельно нуля, т. е. для любой S  е Е  из того, что 
х е S , следует -  х е S  .

Нетрудно убедиться, что семейство Е всех 
ступеней пирамиды £  является разбиением ее 
основания Е .

Отношение предпорядка (рефлексивное и 
транзитивное бинарное отношение) < , опреде­
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ленное на векторном подпространстве Е , на­
зовем ступенчатым, если оно удовлетворяет 
условиям:

(501) для любых х ,у е  Е и любого вещест­
венного числа осе R : у < х  => осу<э х ;

(502) для любых х, У\,у2 е  Е : у] < х, 
у2<х=> У\ + У2<х -

Для любого х е  Е определим множества 
Ех :-{уе  Е \у< х\ и Ёх := {у е Е \у<х]. Здесь 
у< х  означает, что у<х, х $ у .  Из свойств 
(SOI) и (S 0 2 ) следует, что Ех —  векторное 
подпространство. Множество Ёх , вообще 
говоря, векторным подпространством не яв­
ляется. Однако если отношение предпоряд- 
ка < полное, т. е. если для любых х ,у е  Е 
выполняется либо х<у ,  либо у < х ,  то Ёх 
также есть векторное подпространство. 
Транзитивность отношения <з влечет, что 
Еу с  Ех всякий раз, когда у < х . Очевидно, 

что верно и обратное. Следовательно, какие 
бы ни были х ,у е  Е , справедливы тождества 

о Еу с  Ех и у< х <=>Еу czEx, Еу Ф Ех .
Символом о  обозначим отношение экви­

валентности, порождаемое отношением пред- 
порядка <з . По определению

х<> у <=>х<у, у<х.  (1)

Нетрудно видеть также, что 
у о  х <̂ >Еу -  Ех фф Sy = Sx фф y e  Sx , 
где

s  \ E0, дляхе  E0,
1 { ЕХ\ЁХ, дляx e E \ E 0.

Пусть X := Е/ ̂  —  множество классов
эквивалентности, на которые разбивает Е от­
ношение эквивалентности о . Для каждого 
)Уб I  и любого х е  S  имеем S  = Sx . Справед­
лива следующая теорема.

Теорема 1 [2]. Каждому полному ступен­
чатому отношению предпорядка <, опреде­
ленному на векторном подпространстве 
Е с  X , однозначно соответствует пирами­
да векторных подпространств над Е , мно­
жество ступеней которой совпадает с мно­
жеством классов эквивалентности Е/ <>, где 
о  — отношение эквивалентности, порож­

даемое в силу (1) отношением <.
Теорема 2 [2]. Любая пирамида вектор­

ных подпространств С с основанием Е по­
рождает на Е полное ступенчатое отно­
шение пред-порядка < , определяемое тож­
деством

х< у t=>Lx <zLy (Lx -  {Le С\ х е  Z}),

при этом множество ступеней X пирамиды С 
совпадает с фактор-множеством Ej <>.

Теоремы 1 и 2 устанавливают фактически 
взаимно однозначное соответствие между со­
вокупностью всевозможных пирамид вектор­
ных подпространств в ! и  совокупностью всех 
полных ступенчатых отношений предпорядка, 
определенных на векторных подпространст­
вах из X.

Пусть L(X)  —  векторное пространство 
вещественнозначных линейных функций, оп­
ределенных на X.

Семейство К  из Ь(Х)  назовем кортежем 
линейных функций на X, если:

а) на X  определено отношение совершенного 
порядка

б) для любого Х х е Х  подсемейство 
X х\= {/ е Х\ /(х) Ф О} либо пусто, либо имеет

наименьший (в смысле <) элемент 1Х.
Кортеж линейных функций X  из L(x) назо­

вем несократимым, если
в) для любого / е  X  существует х е  X  та­

кой, что X ХФ 0  и I = 1х .
Впервые семейства линейных функций, 

удовлетворяющие свойствам а) и б), рассмат­
ривались Кли в [5]. Термин кортеж линейных 
функций для таких семейств введен позднее 
В. В. Гороховиком в [1].

Очевидно, что любое вполне упорядочен­
ное семейство X  из Ь(Х)  является кортежем 
линейных функций на X . Однако не любой 
кортеж вполне упорядочен.

Теорема 3 [2]. Для любой максимальной пи­
рамиды векторных подпространств С над X  
существует несократимый кортеж линейных 
функций X  такой, что:

i) вершина Е0 пирамиды £  удовлетворяет 
равенству

Е0 = {х е  X | /(х) = 0 для всех I е X}  ;

и) множество истинных ступеней X \{Eq } 
пирамиды £  порядково антиизоморфно X, 
причем ступень S е Х\{Ео} 11 соответствую­
щая ей линейная функция ls е  X  связаны ра­
венством

St = |х е  X  | / (х) = 0 для всех I e X , l  < I 
и

Ёх) Ф 0}.
Здесь X — множество всех ступеней 

пирамиды £ .
Вещественнозначную функцию с: х —> R 

будем называть ступенчато-линейной, если
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над X  существует максимальная пирамида 
векторных подпространств С такая, что:

(StLl) с(х) = 0 в том и только том случае, 
когда х е  Е0, где Е0 —  вершина пирамиды £;

(StL2) для каждого L e  С, L ф Е0 функция

. . . О, если х е  L, 
х  —> lL (jc) r= <

|с(х), еслихеТЛТ

является линейной на векторном простран­
стве L.

Каждая ступенчато-линейная функция 
с : х —> R может быть определена с помощью 
некоторого кортежа линейных функций из 
L(X).

Теорема 4 [2]. Пусть Т  — кортеж ли­
нейных функций на X. Тогда функция

где < —- асимметричная часть отношения <.
Теорема 6. Пусть 6 — полное коническое 

отношение предпорядка на X . Тогда бинар­
ное отношение < , определенное на X  тож­
деством

x<jy<=>3^>0 такой, что |х|<А,|у|, (3)

является полным ступенчатым отношением 
предпорядка.

Непосредственно из определения отно­
шения предпорядка < следует, что отно­
шение эквивалентности о , являющееся 
симметричной частью < , определяется то­
ждеством

jc о  у о  3v > 0, р. > О

с : х —» с(х) :=
I 0, если
I IJx), если 0

ступенчато-линейна.
Ступенчато-линейная функция обладает 

следующим свойством.
Теорема 5 [2]. Любая ступенчато-линейная 

функция с : х —> R является однородной, т. е. 
с(ах) = ас(х) для всех х е  X  и всех а е R.

Отношение предпорядка <, определенное 
на векторном пространстве X , назовем кони­
ческим, если:

а) х < у ои < осу для всех х ,уе  X  и 
осе R,  ос>0;

б) х< y=>x + z l y  + z для всех x ,y ,z  е X .
Легко убедиться, что

х 3 у  о  у - х е  Р{Х), (2)

где Р (<) := {х е X ’ | 0 < х} —  конус положитель­
ных элементов отношения <.

Заметим, что для того чтобы коническое 
отношение предпорядка < было полным, необ­
ходимо и достаточно, чтобы

/»(s)U (-p (* ) )= * .
Тождество (2) устанавливает взаимно одно­

значное соответствие между совокупностью 
конических отношений предпорядка, опреде­
ленных на векторном пространстве X , и сово­
купностью заостренных (т. е. содержащих 0) 
выпуклых конусов из X .

Для любого вектора х е  X  определим его 
абсолютное значение |х| (в смысле отношения 
3), положив

если 0 4 х , 

если х < 0.

такие, что V Ь М * М у1-
Лемма 1 [3]. Для любых х , у е  X  соотно­

шение х О  у  выполняется в том и только в 
том случае, когда х , у е  Е0 или х ,у£  Е0 и су­
ществует положительное вещественное число 
а , такое, что |у |-ос|х | <зх, при этом число ос 
определяется единственным образом.

Теорема 7 [3]. Пирамида векторных под­
пространств над X , соответствующая пол­
ному ступенчатому отношению предпорядка 
< , определенному тождеством (3), является 

максимальной, причем векторное пространст­
во Е0 = {хе  X  |0 д"х,0 3 -х}  есть вершина 
этой пирамиды, а каждая истинная ступень 
S может быть определена по произвольному 

принадлежащему ей вектору х е  S посредст­
вом равенства

S = { y e  X |3сс>0: |у | - сс |х |<х} .  (4)

Теорема 8. Бинарное отношение <, опре­
деленное на векторном пространстве X , 
является полным коническим отношением 
предпорядка на X  тогда и только тогда, 
когда существует ступенчато-линейная 
функция с : х —э R такая, что

х < у  <=> с ( х - у )  < 0. (5)

Доказательство. Достаточность проверяет­
ся непосредственно исходя из свойств ступен­
чато-линейных функций.

Необходимость. В силу теоремы 6 каждое 
полное коническое отношение предпорядка < 
порождает на X  полное ступенчатое отноше­
ние предпорядка, определенное тождеством 
(3). Теорема 7 в свою очередь утверждает, что
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пирамида векторных подпространств £ , соот­
ветствующая <•, является максимальной; 
вершина этой пирамиды есть векторное под­
пространство Е0 = {х е X  |0 з  х,0 3 - х } , а ка­
ждая истинная ступень S  может быть оп­
ределена равенством (4) по произвольному 
заданному элементу x e S .  Воспользуемся 
далее теоремой 3, из которой следует, что 
для пирамиды С существует несократимый 
кортеж линейных функций Т  с  L(X ) , та­
кой, что Е0 = {х е  X  11(х) ~ 0 для всех / е  Т } , а 
множество истинных ступеней пирамиды С 
порядково антиизоморфно Т , причем сту­
пень S, , соответствующая l e  X, определя­
ется равенством

St = {зге X | / (х) = 0 для всех I еТ ,1  <1 и 

/(х) *  0}.

Так как б'/р|£'0 = 0 , то для любого х е  S, 
имеет место либо х < 0, либо 0< х . Пусть 
S f -  {х е St 10 < х} и SJ = {х е  S, |х < 0} Заме­
тим, что в силу симметричности ступеней
s ; = - s ; .

Пусть x , y e S f .  Из леммы 1 следует, что 
существуют положительное число а  и вектор 
и е  X , удовлетворяющий соотношению и < х , 
такие, что у = оис + и.  Так как 1(и) = 0 , то 
1{у) = а / ( х ) . Из этого заключаем, что линейная 
функция / принимает на векторах множества 
S7 значения постоянного знака. Поскольку 
элементы кортежа Т  определяются пирамидой 
С неоднозначно, а лишь с точностью до нену­
левого числового множителя, то без ограниче­
ния общности можно считать, что /(х) > 0 для 
всех х е  5 /  и всех / е  Т. В силу равенства 
S'/" = —57 имеем также, что /(х) < 0 для всех 
х е  57 и всех / е  Т.

Таким образом, из равенства (6) получаем

57 = [х е  X | / (х) = 0 для всех I е Т ,  I <1 и

/(*) > о},

S, = {хе  X  | / (х) = 0 для всех I е X, I <1 и 

/(х) < б}.

В силу теоремы 4 кортежу Т  соответству­
ет ступенчато-линейная функция с : х —» R,  
такая, что

Г 0 , если Т  х—0 ,
с(х) = \

[IJx), если Т ХФ0.

Так как конус положительных векторов 
Р ( <) отношения < является дизъюнктным объ­
единением вершины Е0 и семейства 51/ , / е Т, 
состоящего из положительных поло-винок ис­
тинных ступеней пирамиды £ , то нетрудно ви­
деть, что

х е  / ’ ( 4 ) ^  с(х) > 0 .
Из этого тождества, а также из (2) и одно­

родности функции с(х) получаем (5). Теорема 
доказана.
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