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ТОЧЕЧНАЯ МОДЕЛЬ МАГНИТНЫХ РЕЗЕРВУАРОВ

The physical and mathematical model for calculating of the area dis
persed ferromagnetic and magnetic fluid confinement m nonuniform exter
nal magnetic field is formulated.

Введение. К настоящему времени в технике и технологии получили 
распространение устройства, в которых с помощью магнитного поля 
формируется объем текущей среды требуемой конфигурации, обладающий 
значительной устойчтвостью при воздействии яестабилизирующих факто
ров, таких, например, как сила тяжести, гидродинамические силы, силы 
давления окружающей среды и др Они, к примету, используются в уплот
нительных и смазочных узлах, в технологиях сепарации, шлифовки, сбора 
загрязнений с поверхностей водоемов и т.д. В работе [1] такого рода уст
ройства определены как маг нитные резервуары.

Важным вопросом теории магнитных резервуаров является исследо
вание условий, при которых магнитные силы могут уравновесить дестаби
лизирующие силы. Эти условия определяют границы резервуара - предель
ные пространственные конфигурации, в рамках которых топологические 
свойства сплошной массы жидкости остаются неизменными. Явление раз
рушения сплошной массы текучей магнитоактивной среды можно рас
сматривать как переполнение резервуара Отметим, что переполнение мо
жет происходить не только за счет увеличения количества жидкости, но 
также за счет изменения факторов, нормирующих резервуар, т е . за счет 
изменения его границ. Развитие представлений о механизмах разрушения 
объемов магнитной жидкости идет путем исследования гидрадинамиче- 
ской устойчивости свободной поверхности. Из-за математической сложно-



ста такие исследования проведены для поверхностей простейшей формы 
(см., например, [2-5]).

В настоящей работе развивается другой метод, который позволяет 
составить представление о границах резервуара для широкого класса гео
метрических ситуаций, за счет предельного упрощения физической сторо
ны дела. Суть метода состоит в том, что рассматривается действие форми
рующих резервуар сил на некоторое элементарное (пробное) тело, которое 
обладает важнейшими свойствами заполняющей резервуар жидкости. В 
качестве таких тел можно использовать малое сферическое тело, тонкую 
цилиндрическую трубку, в которой перемещается столбик магнитной жид
кости [2 ,6 ], и др. Помещая пробное тело в различные точки пространства и 
исследуя (теоретически либо экспериментально) действующие на него си
лы, можно определил» границы, в которых удерживается жидкость.

Общие уравнения точечной (капельной > модели магнитного резер
вуара. Наиболее простым пробным телом для зондирования резервуара яв
ляется малая сферическая не деформируем ая оболочка из слабомагнитного 
материала, заполненная магнитной жидкостью. Такое представление о 
точечном пробном теле особенно удобно при теоретическом рассмотрении 
вопроса. На практике проще использовать малые капельки жидкости, од
нако следует иметь в виду, что каплю можно считать сферической при оп
ределенных ограничениях на ее размеры, характеристики полей и свойства 
жидкости [3-5, 7]. “

Зондируемое пространство может быть заполнено обычной вязкой 
аЗодкостью. Поэтому на пробное тело помимо силы тяжести, магнитоди
польной и центробежной сил мо^ут действовать архимедова и стоксова си
лы. Результирующую силу, действующую на однородное сферическое тело 
массой Лт, объемом AV, радиусом а, со средней намагниченностью 
М  запишем в виде

F  =  ц 0 M sJH^tsV  +  (Am -  A/?Zo)g +  (Am -  A m o)»2r +

+  6ят}шЗ +  А *:(/ .

Здесь а) - угловая скорость вращения системы, г - радиус-вектор

центра сферы относительно оси вращения системы, Н к - напряженность 
внешнего поля, tj и (3 - вязкость и относительная скорость заполняющей

резервуар немагнитной жидкости, Ат0 - масса вытесненной жидкости, G 
- удельная сила, природа которой может быть уточнена в дальнейшем. При

записи магнитодипольной силы предполагается, что вектора М  и. 
коллинеарны, что оправдано для статической ситуации 

Силу (1) представим в виде F  =  Ат О , где

0 )



G  = Ж Н ^ е) + (l -  P / J (g  + (o2r) + bv + G*. (2)

Здесь p  и pa - плотности пробного тела и немагнитной жидкости- 
з  заполнителя, Ь =  9rj/(2pa).

Нахождение границ резервуара в рамках рассмотренных представле- 
■ ний сводится к исследованию особенностей обобщенного силового поля

напряженностью G . Как и любое векторное поле, его удобно представ
лять в виде совокупности векторных линий (силовых линий), которые оп
ределяются системой дифференциальных уравнений:

• Магните дипольная сила является притягивающей и играет опреде
ляющую роль в формировании резервуаров. Поэтому источники магнитно
го поля являются областью притяжения силовых линий поля G . э

Как следует из теории дифференциальных уравнений, особыми точ
ками поля G являются точки, в которых G — G (х,у,z) = 0, т.е.

Gx = C y = G z = О, (4)
• з . 1

С физической точки зрения - это точки равновесия пробного тела. 
Геометрическое место точек неустойчивого равновесия в совокупности со 
всеми сходящимися к ним "силовыми линиями представляют собой поверх
ность в трехмерном пространстве. Так, к примеру, если (4) определяет изо
лированную особого точку, то через нее можно провести множество сило
вых линий, которые образуют порожденную этой точкой поверхность. Ес
ли особые точки образуют непрерывное одномерное множество, то через 
к;, ж дую точку этого множества можно провезти одну или несколько сило
вых линий, Совокупность силовых линий, проведенных через все точки 
одномерного множества, опять образует поверхность. И, наконец, если (4) 
представляет непрерывное двухмерное множество, то оно само будет 
представлять поверхность, о которой идет речь.

Элу поверхность можно охарактеризовать как поверхность перевала. 
Силовые Л1«нии, которые начинаются по одну ее сторону, заканчиваются на 
источнике магнитного поля, в противном случае - уходят на бесконеч
ность, либо заканчиваются на другом источнике. С физической точки зре
ния эта поверхность представляет собой силовую границу резервуара, 
поскольку пробное тело, помещенное по одну сторону этой поверхности, 
будет удерживаться магнитными силами, а при переходе через нее будет 
огброшено от источника магнитного поля.



В общем случае в (2) содержатся как потенциальные, так и непотен- 
циальные слагаемые. При отсутствии неконсервативных сил обобщенное 
поле можно предстгзить в градиентной форме G — -V T 1 , где

Здесь z  - вертикальная координата. Изоповерхности потенциала описыва
ются уравнением

ГЦх,у,г) = const. (6)

Среди семейства этих поверхностей необходимо выделить поверх
ность, которая проходит через неустойчивые особые точки (4). Пробное 
тело, расположенное в любой точке такой поверхности, можно квазистати
чески удалить из резервуара без совершения работы. Действительно, пере
мещение тела дго э "випотенциальной поверхности не требует ̂ .выполнения 
работы. Переместившись в особую точку, тело окажется на силовой грани
це. При малом смещении с этой границы оно попадет на силовую линию,
уходящую из резервуара, и покинет его под действием сил поля G . Исходя 
из физического смысла, эту поверхность уместно определить как потенци
альную границу резервуара. Отметим, что все особые точки (4), образую
щие непрерывное множество, расположены на потенциальной границе, 
если известно, что хотя бы одна из них принадлежи! этой границе.

Необходимым элементом резервуаров являются поверхности твер
дых тел, с которыми соприкасается жидкость (фиксированные поверхности 
S/) о Поэтому рассмотренные выше полевые границы должны быть допол
нены границами резервуара на э^цх поверхностях. На фиксированной по
верхности нормальная составляющая полевой силы Am G  уравновепотва- • 
ется реакцией поверхности (при условии,- что G и нормаль п к поверхно
сти образуют тупой угол). Поэтому особенности поведения пробного тела
определяются касательной к поверхности составляющей G / поля G.
Двухмерное поле G /  можно представить в виде силовых линий, постро
енных на поверхности S/. Поэтому результаты, сформулированные выше, 
во многом можно переформулировать для поля G/. Особыми точками на 
поверхности являются точки, в которых G /=  0, т.е.

G х й =  0 . (7)

Из теории диффере циальных уравнений известно, что особые точки 
двухмерного поля могут быть шести типов: устойчивый и неустойчивый 
узлы, устойчивый и неустойчивый фокусы, седло, центр. Исходя из физи-



чсского содержания рассматриг темой проблемы, можно предположить, 
что границы резервуара предсгавляют силовые тинии, сходящиеся к изо
лированным особым точкам типа седла, а также непрерывные одномерные 
множества решений уравнения (7), от которого силовые линии расходятся.

Если поле G потенциально, то на S/ можно также построить потен
циальную границу - линию пересечения изопотеяциальной поверхности, 
соприкасающейся с фиксированной поверхностью (точками соприкоснове
ния являются особые точки на SJ), с этой поверхностью (т е. с SJ).

Описание полей напряженности и потенциала магнитодипольньи 
сил. Для получения замкнутой математической модели уравнения (1)-(7) 
необходимо дополнить уравнением намагничивания пробного тела - зави-

—  (е)сим остью средней намагниченности М  от внешнего поля / / v ’ . Посколь
ку размеры тела предполагаются значительно меньшими характерного 
размера неоднородности поля, для определения М  можно всспользоватьт 
ся результатами хорошо известной задачи о намагничивании сферы в од
нородном внешнем поле. Естественно считать вектор напряженности этого 
поля равным напряженности внешнего поля в центре сферы. Согласно 
этому приближению, напряженность поля внутри сферы равна ,

Я (0 = Н (е)- М / 3 .  (8)

Следовательно, для намагниченности тела имеем уравн яие

М  =  /( Я < ')) = / ( Я < е ) - Й /3 ) ,  (9)

Здесь зависимость f t  ) представляет кривую намагничивания 

вещества. Разрешив (9) относительно М  , можно получить искомую зави

симость М(Н^е)) Однако даже для простейших моделей намагничивания 

теория дает трансцедентные зависимости f ( H ^ ) ,  что делает невозмож

ным получение элементарной зависимости М  ( Н ^ )  и, следовательно, Пе
реводит задачу исследования границ резервуара в разряд численных. Кро
ме того, использование модельных законов намагничивания не желательно 
с практической тоттки зрения, поскольку магнитные свойства феррожидко- 
стных дисперсий, которые в той или иной ситуации являются рабочими 
жидкостями в магнитных резервуарах, могут быть далеки от идеализиро
ванных. Обе эти тоудности удается обсГгги, если использовать для кривой 
намагничивания вещества зависимость аппроксимационного типа. Подхо
дящее для этой цели уравнение имеет вид [6]

Я (0  =  MHv/( Ms -  М ) -  Ш . ( 10)



^десь М, - намагниченность насыщения, Hv - характерное поле суще
ственного изменения намагниченности, Я - безразмерный параметр, анало
гичный константе эффективного поля. Чтобы ввести в (10) зависимости от 
термодинамических переменных, параметры Hv и Я выразим через пара
метры кривой намагничивания, имеющие более ясный физический смысл, 
- начальную магнитную восприимчивость

Ms = Ms 
Hv - m s h v{i - v )

(ii)

и поле половинного наг 'агничивания

Ни = н = Н 4 -  v/2).
M=Ms/2

Разрешив (11), (12) относительно Hv и v, получим

Я „ = 2 Я * -Я 0, v =
H h

x J
-Я о /2  Л

Hh ч
Ms Хо /

( 12)

(1S)

где Н о =  М s/ x о, v  = XMS/ H V. Отметим, что зависимости Хо и М3 от 
термодинамических переменных достаточно известны [3-5], чего нельзя 
сказать относительно Я*.

Из (10) с использованием (8) легко получить уравнение, связываю
щее намагниченность тела с напряженностью внешнего поля:

(е) =

M s - M
г 2 (14)

г , *

где v  =  ( H f j - H 0 -  M s/3)/(Hу. -  H 0/Q:). Как видно, (10), (14) имеют ана- 
тчную форму. Формально (14) следует из (10), если заменить 

И {1; на Н (-£/' и переопределить параметр Я на Х = Х - 1/3. Это свойство 
уравнения (10) существенно упрощает процедуру получения уравнения на
магниченности пробного тела. Разрешив (14) относительно М , получим

-4v + v - 1 - Н
Нх

(15)

Используя (14), легко получить выражение для потенциала магнито
дипольных сил:



Я (е)

^  |  M d H
Р о

(е) _ \IqH vM , М  , (, М л \ М 2

где М  определяется соотношением (15).
Экспериментальные исследования показывают, что для типичных 

образцов ферроколлоидов параметр v может быть как положительным, так 
и отрицательным, а по модулю не превышает нескольких десятых долей от 
единицы. Поэтому для общетеоретических исследований, а также для 
приближенных оценок можно использовать упрощенную модель, которая 
следует из (15), (16) при v  = О, Hv -  Н0 ~ 30 кА/м. Уравнения (14), (15) це
лесообразно использовать при детальных расчетах после уточнения вхо
дящих в них параметров в соответсгвии с конкретной ситуацией.

Магнитный резервуар иилиндрического диполя. Про иллюстрируем 
технику работы с уравнениями точечной модели на конкретном примере. 
Рассмотрим резервуар, который формируется постоянным магнитом, 
имеющим форму длинного кругового цилиндра радиусом R, однородно 
намагниченным перпендикулярно оси цилиндра. Модуль напряженности 
поля, создаваемого таким магнитом, убывает обратно пропорционально 
расстоянию г  от оси (см ,напримерД5]):

размерное расе; эяние. Напряженность поля магнитодипольных сил в этом 
случае равна

где i,. - единичный радиальный вектор, М = М . Таким образом, в неве
сомости силовые линии этого поля представляют радиальные лучи, а экви
потенциальные поверхности - коаксиальные с осью магнита цилиндриче
ские поверхности. Исследуем дестабилизирующее влияние на этот резер
вуар сил тяжести. При горизонтальном расположение цилиндра обобщен
ное поле G обладает трансляционной симметрйей вдоль оси цилиндра, что 
позволяет при математическом анализе рассматривать плоское поле на 
вертикальной плоскости, перпендикулярной оси цилиндра. Поместив нача
ло координат на оси цилиндра и направив координату z вертикально вверх, 
получим

^  MVH  =  -  
Р pi? МШ\Н*)



Р,7г - М й Щ , (20)

где G* = 2 ц о Я * М * /(р /? ) - напряженность магнитодипольных сил на по

верхности магнита, P*=g/G+;  М  = М / М *, Я = Я /Я * = 1 /г 2 . Вза
имная компенсация массовых сил возможна на луче, направленном верти
кально вниз, для которого if =  —iz . Условие равновесия G =0 принимает 
вид

М р / г р  = Д , или М р Н р 1 = Д
~ м м*

м г
2 -  р Г

I t f J 4 t f vJ
(21)

Здесь индекс “р ” означает значение переменной в точке равновесия, 
Мр =  М р М * [ Ms, Нр =  Я р Я * /Я у . Выразив из (21) Нр й исключив

его из (16), получим уравнение, определяющее намагниченность в точке 
равновесия

я . ^ / я ,  = A fpP-vO - Мр )$ l ( \ - M p f . (22)

Решив это уравнение, можно из первого уравнения (21) определить 
положение точки равновесия. Возможны случаи, когда система (21) до- 
пускаег элементарное решение.

Если в точке равновесия намагниченность достигает насыщения, в 
(21$) и в числителе (22) можно положить М  р « 1 . Условие применимости

этого приближения следует из условия 1 -  М р « 1  с учетом (16) и (22). В 

окончательном виде получимя. \ V i

, p h j
при » ( l - v ) . (23)

Если намагниченность в точке равновесия соответствует начальному уча
стку кривой намагничкзания, в (21) можно положить М  = %qH . Условие

применимости этого приближения следует из условия М р « 1  и г2\). В

результате получим

при Л/ 5 « Х о Я . / Л Ч (24)

Если условия (23), (24) не выполняются, то решение, соответствующее 
наиболее подходящему из этих условий, может быть использовано в каче



стве начального приближения для итерационной процедуры решения сис
темы (21), (22).

Силовая граница резервуара определяется как решение дифференци
ального уравнения

dz п  z  М*Р* г 4 
d x ~  х + М.  М ’

(25)

удовлетворяющего условию z  =  —Гр при х  =  О.

Здесь z  = z / R , x  = x /R  - горизонтальная координата, г 2 = х 2 + у 2,

^2 1 Уг
Я* Л

м =  —
2v

V +14-
H J 2)

-  4v +  V — 1
Я ,

Hvr 2

В частности, при v — 0 (25) принимает более простой вид:

14
dz z  ПЯ* г
—  =  — к Р --------г—
йЕс х ЯУг 2 +1 Я* Я*

Обобщенное поле G имеет потенциал

П =  gr 4 V-0HvMs J L .
] - М

+ ln (l -  М) -
v M 2

Отсюда следует выражение для изопотенциальной границы резер
вуара

2Pz + М/{\ -  М) + ln(l -  М) -  v М2/ 2 = П^, (26)

r: e Р -  константа, определяемая левой частью уравнения (26), в кото

ром z -  Гр, М  -  Мр . В частности, при v~  0 из (26) получим

2 г Ш г + 1 / ? г - Ъ 0 + # ? Ь * й г

На рисунке схематично представлен рассмотренный резервуар. 
Заключение. Рассмотренная модель учитывает наиболее сильный, ло

кальный механизм переполнения резервуара. Нелокальные эффекты, свя
занные с взаимодействием частиц жидкости в заполненном резервуаре, 
учитываются в рамках энергетического и гидродинамического подходов.



Рис. Резервуар цилинд
рического диполя: 

Я-Я-изопотенциальные линии, 
С-С - силовые линии, z-z - ось 
симметрии, М-М'- поверхность 
магнита, р- точка неустойчиво
го равновесия пробного тела, 
р-с - силовая граница, 
р-Пр - потенциальная граница, 
F-F- фиксированная поверх
ность, рр - точка неустойчивого 
равновесия на поверхности 
F-F', Пр' - потенциальная гра
ница резервуара яа поверхно- 
сти F -F'.

В этих подходах определяется гидродинамическая граница - как граница 
устойчивости семейства поверхностей, описываемых уравнениями гидро
статики: р  -  ро + 4P(s\  гДе Ро ~ const - давление окружающей среды, Ap(s) - 
добавочное давление свободной поверхности, связанное с магнитными и 
капиллярными силами,

И
p /p  =  g z - m 2 г2/2 +  ц 0 f U d H  -  (27)

@ J
о

е>
давление, обусловленое действием объемных сил. Если пренебречь дей ст-, 
в чем поверхностных сил, то в (27) р  = ро = const, и (27) определяет сход- 
ные с (5) семейства поверхностей. Имеется только различие в магнитоди
польном слагаемом. В (27) Я  - поле, которое должно определяться го урав
нений Максвелла с учетом заполнения резервуара магнетиком.

Таким образом, пглгетщальная граница точечной модели является 
приближенной моделью гидродинамической границы, а особые точки этой 
модели определяют ориентировочное положение горловых областей резер
вуара, через которые происходит выбрасывание излишков жидкости при 
переполнении. Точечная модель огрубляет физическую картину явления 
переполнения (не учитываются поверхностные силы и механизм магнитно
го самовоздействия). Однако она дает необходимые связи для следующе
го шага - постановки задачи о гидродинамической устойчивости поверхно
сти вблизи особых точек. Кроме того, в рамках точечной модели опреде
ляется силовая граница, которая при гидродинамическом подходе вовсе не ‘ 
рассматривается. Силовая граница очерчивает больший объем, чем изопо



тенциальная. Случайны е выбросы жидкости, если они не пересекают сило
вую границу, опять возвращ аю тся в резервуар и присоединяются к сплош
ной массе жидкости, объ ем  которой может' изменяться в пределах изопо- 
тешгаальной границы -
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ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИЕ И СЕНСОРНЫЕ СВОЙСТВА ЛАЗЕРНО- 
НАПЫ ЛЕННЫ Х ПЛЕНОК ФТАЛОЦИАНИНА М ЕДИ

CuPc thin film s were prepared by the lazer-activated evaporation 
method and the electrophysical and sensor pioperties of this films were 
studies The in flu en ce o f sorbed oxygen on temperature dependence of con
ductivity is analysed . A change of conductivity of films at sorption of N 02
gas is studied.

1. Введение. Органические полупроводники, и в частности метал- 
лфталоцианины, я е  : шются перспективш»ши электронными материалами. 
Широко исследуются возможности их применения в солнечных батареях, 
нолевых транзисторах, устройствах памяти и газовых сенсорах [1,2].

В отличие о т  ряда других органических полупроводников, металлф- 
талоцианины обл ад аю т исключительной термической и химической устой-


