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ЖИДКОКРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СТЕРЖНЯ КАК МОДЕЛЬ
МОЛЕКУЛЫ ДНК

Some aspects of deformation and thermodynamics of the DNA mole­
cule are considered in the terms of its liquid crystal model proposed previ­
ously. The new caloric effect due to bending of the DNA molecule is pre­
dicted.

Одной из широко используемых теоретических моделей ДНК явля­
ется ее модель в виде тонкого упругого стержня. При этом внутренняя 
структура молекулы не учитывается [1-3].

Между тем в ряде работ было выдвинуто представление о том, что 
молекула ДНК может рассматриваться как внутримолекулярный жидкий 
кристалл (см, обзорную работу А.С. Сонина [4]). Однако в упомянутых 
работах конкретная модель подобного типа не была разработана. В недав­
них наших работах [5-7] была предложена конкретная модель молекулы 
ДНК в форме одномерного хирального смектического жидкого кристалла. 
Согласно этой модели смектические слои, образованные азотистыми ос­
нованиями, в среднем перпендикулярны оси двойной спирали. Азотистые 
основания поворачиваются вокруг этой оси по мере продвижения вдоль



нее подобно среднему развороту молекул хиральных смектиков относи­
тельно их осей.

Цель данной работы состоит в том, чтобы установить взаимосвязь 
между описанием деформации в классической теории упругих стержней 
Кирхгофа-Клебша и ее описанием в терминах ориентационной деформа­
ции жидких кристаллов. На основании упомянутой взаимосвязи представ­
ляется возможным использовать методы теории жидких кристаллов для 
анализа деформации молекулы ДНК и ее упругости с помощью ее жид­
кокристаллической модели.

Согласно используемой в классической теории стержней гипотезе 
плоских сечений, деформация стержня описывается неодинаковым вдоль 
оси стержня движением плоского поперечного сечения стержня как твер­
дого тела.

Не рассматривая здесь поступательное движение сечения по оси 
стержня, приводящее к его растяжению, ограничимся исследованием по­
воротов плоских сечений, проявляющихся в изгибе и кручении стержня 
при действии на него внешних сил.

Для описания деформации стержня свяжем с его поперечным сече­
нием ортогональную тройку векторов еь е2 и е3. Указанные векторы обра­
зуют локальную систему координат. Вектор е3 перпендикулярен сечению 
и направляется по касательной к оси стержня. Векторы ej и е2 лежат в 
плоскости сечения и совпадают с его главными осями.

Обозначим через d\\f вектор малого взаимного поворота двух сосед­
них локальных систем координат, находящихся на расстоянии ds друг от 
друга (s - дуговая координата, отсчитываемая вдоль оси стержня). 
“Скорость” разворота локальной системы осей при ее смещении по оси 
стержня определяется аксиальным вектором

Q  = d\\f/ds.  (1)

Разложим вектор Q на составляющие по ортогональному базису еь
£2, е3

Cl — ГДв] + 0-2^2 ^3®3 • (2)

Составляющая ГД описывает кручение стержня, а составляющие ГД и ГД - 
его изгиб.

В естественной системе координат, определяемой единичными век­
торами касательной, нормали и бинормали, вектор Q имеет две состав­
ляющие, одна из которых является кручением стержня (и его оси), а вто­
рая характеризует кривизну оси стержня [8].

В системе осей, определяемой базисом еь е2, е3, ГД и ГД представля­
ют компоненты вектора кривизны, а вектор Q является вектором кривиз­



ны-кручения. Производные ортов еь е2, е3 по дуговой координате записы­
ваются как [2, 9]

de,: /d s  = Q  х е,- , (3)
или

afei/cfo = ~Г22е3 +Г23е2,

d& 2/ds = -  П з е 1} (4)

de^/ds = - П 1е2 + Q 2ej.

Рассмотрим кинематику ориентационной деформации жидких кри­
сталлов. Пусть ot|£ - ортогональная матрица, описывающая средний по­
ворот от молекулярной к глобальной лабораторной системе координат. 
Ориентационная деформация описывается псевдотензором [7, 10]

У тп ~ ’2 ^mlt®'lk I^Xn),  (5)

где етк. - тензор Леви-Чивита.
Тензор утп представляет собой совокупность “отношений” состав­

ляющих малого угла взаимного разворота 5 0 от = ~̂ em\t a \]( ba,t]c двух со­

седних частиц среды, радиусы-векторы которых отличаются на 5х, к со­
ставляющим вектора бх.

Трансформируем это трехмерное описание ориентационной дефор­
мации к одномерному случаю жидкокристаллической модели молекулы 
ДНК. Для этого матрицу поворота <Х\]С будем рассматривать как матрицу 
поворота комплементарной пары оснований, представляемых в виде неде- 
формируемой плоской фигуры, которая служит поперечным сечением для 
модели ДНК в виде упругого стержня.

В одномерном случае тензор утп становится псевдовектором (бх—>5s)

У т ~~ ~2 emlt ̂  £к (.dd tk Ids'). (6)

С упомянутой парой азотистых оснований свяжем ортогональную 
тройку векторов еь е2 и е3 таким образом, что вектор е3 направляется пер­
пендикулярно комплементарной паре вдоль оси двойной спирали, а векто­
ры ej и е2 лежат в плоскости этой пары. Пусть вектор ej параллелен корот­
кой оси пары оснований, а вектор е2 идет вдоль ее длинной оси. Векторы 
и е2 можно рассматривать как директоры двухосного смектического жид­
кого кристалла.

Элементы матрицы поворота можно выразить через компоненты ор­
тогональной тройки векторов с помощью следующих соотношений:



e3i Cti3 , 6]/ Ot/l> e2/ ~  °4'2- 0)
Тогда вектор ориентационной деформации можно записать в форме

У т 2 етп\ I е\ п
deII <^21 ,а de3\

+ е2 п ~ Т ~  +  е3 пds ds ds J
или

у =_ 1  ̂ de i de-) de3
в! x — -  + в2 x — -  + е 3 х

ds ds ds J (8)

Используя кинематические соотношения (4), установим простую связь 
между обоими рассматриваемыми способами описания деформации 
стержня

у — Г}]еj + Q 2e2 4* ®3 =  ^  • (9)

Таким образом, компоненты вектора ориентационной деформации 
являются компонентами вектора кривизны-кручения упругого стержня.

Если упругий стержень в исходном недеформированном состоянии 
закручен и изогнут, как это имеет место в случае молекулы ДНК, то суще­
ствуют компоненты вектора у в этом недеформированном состоянии, обо­
значаемые как

у  ̂ =  Q^ej + £^2е2 + ^ 363 . ( 10)

Основываясь на соотношении (9), можно, следуя [5-7], преобразо­
вать материальное уравнение [7-10] для тензора моментных напряжений

= K ijk\ (УИ ~У°к\ ) 0  0

в материальное уравнение для упругого стержня

Л / ( = Х л ( Т * - У ® ) .  (12)

В результате этой трансформации моментные напряжения становятся из­
гибающими моментами М\ и М 2 и крутящим моментом М3, действующими 
в поперечных сечениях стержня.

Тензор модулей ориентационной упругости Франка Kijkm переходит в 
тензор Kik коэффициентов жесткости стержня на изгиб и кручение.

Не конкретизируя структуру тензора Kik, отметим возможность ис­
пользовать разработанную статистическую теорию модулей упругости 
Франка Kijkm [7] для расчета изгибной и крутильной жесткости молекулы 
ДНК по параметрам взаимодействия азотистых оснований.



Рассмотрим свободную энергию /  и термодинамический потенциал 
Гиббса (р, отнесенные к единице длины стержня. Свободная энергия запи­
сывается в виде

f  = \ M i'ti + f 0(T) = ± K IJ(yl- Y /X Y j - Г ° )  + /о ( г ). ( 13)

где /о  (Г) - некоторая функция температуры, а термодинамический по­
тенциал ф = /  -  М if  j. Для них справедливы соотношения

d f  = М jdy i -  S d T , dq> - - у  jdM j -  S d T , (14)

где T - абсолютная температура, a S - энтропия единицы длины.
По аналогии с коэффициентами теплового расширения а  у и терми­

ческими коэффициентами ориентационной деформации |3у [11], введем 
термические коэффициенты деформации изгиба

Pi = (SO? 1 8 Т ) р ,и ,  0 2 = 0 0 ° / д Т ) Р М , (15)

где Р - давление. Вместе с ранее использованным [6, 7] термическим ко­
эффициентом кручения Р3 = (Ш з / дТ)р  м  получим вектор термических 
коэффициентов деформации изгиба и кручения

р = (ао°/аг)лм- ев)
Отметим, что коэффициенты Р, относятся к исходному недеформи- 

рованному состоянию. Будучи псевдовекторами, они не равны нулю для 
хирального стержня, каким является молекула ДНК.

Как показано в [6, 7], коэффициент рз может быть записан в форме

Рз = - ( 2 л  / Pq )(др0 / дТ)р  М , где р 0 - шаг двойной спирали молекулы

дик.
Используя соотношение (14) для dq>, получим выражения

у: = - ( д ч > /д М ^ Тгр, S = - ( c k p / d T ) P)M, (17)

и поэтому термические коэффициенты деформации изгиба и кручения 
(у I = О j ) выражаются через линейную плотность энтропии

Р, =(,dS/SMi ) T,P, р2 =( dS/ 8M2) r ,p, 0з = ( d S / дМг )п Р .
( 18)

Рассматривая энтропию как функцию Mt и Т, получим следующее 
уравнение для дифференциала энтропии:

dS = Рjc/Af i + Р2^?ДГ2 + Рзс/Мз + cpTft d T , (19)



где сР - теплоемкость, а То- температура в недеформированиом состоянии.
Первые два члена в полученном соотношении описывают новый ка­

лорический эффект, обусловленный изгибом хирального стержня типа мо­
лекулы ДНК, который изогнут в начальном недеформированиом состоя­
нии.

Таким образом, не только деформация кручения хирального стержня 
с начальной закруткой, как было показано раньше [5-7, 11], но и деформа­
ция изгиба сопровождается тепловым эффектом.
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