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ГРАДУИРОВАННЫЕ ТРАНЗИТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ
This paper is devoted to the complete description o f all transitive graded Lie algebras. We clas­

sify finite-dimensional real graded Lie algebras such that g_j = V,  dim V = 3 .

Проблема описания всех конечномерных алгебр Ли векторных полей -  стартовая 
точка для симметрийного анализа обыкновенных дифференциальных уравнений, так как, 
найдя решение этой задачи, можно получить все алгебры симметрий обыкновенных диф­
ференциальных уравнений. Указанная задача также тесно связана с задачами описания 
максимальных эффективных пар, примитивных действий, однородных подмногообразий. 
Проблемы описания алгебр векторных полей могут быть сформулированы естественным 
образом в терминах градуированных алгебр Ли.

Под градуированной алгеброй Ли мы понимаем градуированное векторное простран­
ство

наделенное такой структурой алгебры Ли, что [g, g j J  с  gl+j  для всех i, j  e Z .
Градуированная алгебра называется транзитивной, если она удовлетворяет следую­

щим условиям:

-  g_p = {0} для всех р > 1; 

если х € gp и [х, g_, ] = {0}, то х = 0.

Из данного определения следует, что g_j является коммутативной подалгеброй ал­
гебры Ли g (см. работы Танаке [1, 2]).

Пусть g _j = V , dimV = 3. Определим структуру транзитивной градуированной ал­

гебры Ли на g(V) -V<2>S(V*) следующим образом. Пусть gp(V) = V<8>Sp+l(V*) для всех 
р е  Z . Тогда, очевидно, g p(V) = {0} для р < -2  и g_,(E) можно отождествить с V . Пусть

x ,y ,z  -  базис V*, а — , — -  дуальный базис V . Тогда элементы S P(V ) можно
дх ду dz

описать полиномами степени р  от х, у, z . Таким образом, g(V) -  пространство полино­
миальных векторных полей, что позволяет наделить его структурой алгебры Ли. Легко 
проверить, что структура алгебры Ли согласована с градуировкой, т. е. g(V) -  градуиро­
ванная алгебра Ли. При этом go(V) является подалгеброй в g(V) и может быть естествен­
ным образом отождествлена с gl(V).

Любая транзитивная градуированная алгебра может быть отождествлена с некоторой 
градуированной подалгеброй алгебры Ли g(V ), для которой g_j = g -\(V ). Для нахожде­
ния всех таких подалгебр применим следующий алгоритм классификации:

1. Описать с точностью до сопряженности все подалгебры g0 с  So(V) = ■ Пе­
рейти к шагу 3.

2. Пусть для некоторого к Е N  построена последовательность подпро­
странств g jd g jiV )  такая, что [g ,g  j  j с  gi+j  для всех i , j , i  + j < k .  Описываем все

подпространства gk+x в g k+\(V ,g Q,...,gk ) = {х е g k+x{V)\[x,V]<z g k ) , такие, что
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gk+\(v ,gQ’---,gk) = ®i+j=k+\,\<Li,j<k[gi’gj}<=-Sk+\> и алгебра g(F ,g0,...,g*+1) конечно­
мерна. Все подпространства g p a  g p (V) инвариантны относительно естественного дейст­
вия g0 на g p (V) для р >  1.

3. Найти подалгебры g(V, go,---,gk+\) и g(V->go>—->gk+0- Если они не совпадают, то 
перейти к шагу 2. Иначе подалгебра g = g ( V , g 0 ,...,gk+l) = = g ( V , g 0 ,.. . ,gA+l) является од­
ной из таких подалгебр.

Все возможные подалгебры с  gо 0 0  описаны в следующей лемме.
Лемма. Любая подалгебра g0 в g/(3, R ) , не имеющая двумерных инвариантных под­

пространств, сопряжена одной и только одной из следующих подалгебр:

'х  у 0 N '  0 У х" ' Ях X 0"
1. z 0 У ; 2. - у 0 Z ; 3. - х Ях 0

0  2 ~ х , л х — Z ч , z У 0,

Я >0;

г Ях х о N 'х  + у z 0 ^ X Z у''
4. -  х Ях 0 и >  0; 5. и X Z ; 6. ■ — Z X и

ч 2 У Их, , 0 и X -у^ у  - и  ху

7.
Ях
-  х

Z

х О 
Ях О 
у и

Я > О 8 .

У х

У

\О
о

Ях + juyj
я >  О

' х у  0^ ( х у  0) г х z 0"
9. z -  х 0 ; 10.

ок1 ; и . и у  0

■е к о Ч V и Z ̂ vv w 0у

 ̂Ях + у z os (X и 0Л
12. и Ях -  у 0 ; 13. V у 0

V W о J W О

' X Z V л (X У иЛ
14. w у -  X и ? 15. Z и V

J  S - у  J S Ру

Здесь переменные обозначены латинскими буквами и должны принадлежать R, а па­
раметры -  греческими буквами. Податгебры с различными значениями параметров не со­
пряжены друг с другом.

Замечание. Подалгебры 3, 4, 7, 8 и 10 являются разрешимыми и имеют инвариант­
ные подпространства над полем С. Кроме этого, над полем С сопряжены между собой 
подалгебры 1 и 2, а также 5 и 6.

Используем описанный выше метод для классификации градуированных подалгебр g 
в gKy)^таких, что dimg_j = 3.

Теорема. Любая конечномерная транзитивная градуированная алгебра g над полем 
R такая, что dimg_j =3 и g о не имеет двумерных инвариантных подпространств, со­
пряжена одной и только одной из следующих подалгебр:
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а) Алгебра неразрешима;

д д д д 8 д д д д \
\  дх ду dz дх dz ду 8z дх ду /

/  д д д д д 8 8 8 8 \
\  дх ду dz дх ду дх dz ду dz j

„ч/  д д д д д д д д д д д д \
\  дх ду dz дх dz ду dz ду дх дх ду dz j

3 3 3 3 д д д д д д д 3 2 3 34)( — , — ,— ,х ----- z — ,x —  + y — , z —  + у — , х — + y —  + z — , x  —  + ху—  +
\  дх ду dz дх dz ду dz ду дх дх ду dz дх ду

2 д д 2 3 д 2 3 3 2 д \/2 — ,ху—  + (xz + y z /2)—  + y z ~ , / / 2 — + yz—  + z — , ); 
dz дх ду dz дх ду dz j

/ 3 3 3 д д д д д д д д д \
\  дх ду dz дх ду дх dz ду dz дх ду dz j

/ д д д д д д д д д д д д

(х2 - у 2 - z 2)-^- + 2xy-^- + 2 x z ~ ,  2ху^-+  (У2 - х 2 - z 2)-^- + 2yz-^~, 2xz-^- + 2yz 
дх ду dz дх ду dz дх

nJ  д д д д д д д д д \
\  дх ду dz дх ду дх ду dz dz /

8)<
д д д д д д д д д k+l-р  р &— , — , — , х ----- у  — , у —  ,х  —  ,х  — , у — ,Х  V —
дх ду dz дх ду дх ду dz dz dz

р = 0,1,..., к + 1, к = 1,2,...;

9)
д д д д д д д д д \

дх ду dz дх ду дх ду dz dz /

j  д д д д д д д д д к+\-р р д \
\ дх ду dz дх " ду “ дх ду dz '  dz dz /

Р = 0,1,..., к + \ , к  = 1,2,...;

д д д д д д д д д 2 д д 3 2
\ дх ду dz дх ду дх ду dz dz дх ду дх

Л+\-рЛ.р 8х ‘' у1' —  ), р  = 0,\,...,к + \,к  = \,2,...;
dz /

, / 3  3 3 , 3 , 3  3 3  3 3 3 3 3 \12)(— , — , — , Ах--- У Ху —  + z — ,х ------ у  —  ,х  —  , у —- ,х —- , у —-)  ;
\дх ду dz дх ду dz дх ду ду дх dz dz j  *
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„ч j  8 д 8 . 8 . 8  д д д д д д 8 
\  дх ду dz дх ду dz дх ду ду дх dz dz

хк+1-Р у р д \  ' р  =  од> k +l> к =
dz/

, / д д д 8 8 8 8 8 8 8 \
\  дх 8у dz дх ду dz ду дх dz dz /

/ 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 k+i-р  р д
15)(— , — , — , х —  ,у  —  ,z  —  ,х —  ,у  —  ,х  —  ,у  — , х ру р-  

\дх ду dz дх ду dz ду дх dz dz dz I
р  =  0,\,...,к + \ ,к  =  \ , 2 , - ’, 

16)
д д д 8 8 8 8 8 8 8 2 д 8 8
ъ % ' ъ ’ х ъ ’у ъ ' * ъ ' х ъ ' у ъ ’х ъ ’у ъ ' х &  ^

8 2 9 9 \
х у Т у у  }

и ) /  А Д Д . Д . ^ А . Д . э  ® » у ± .  х2 А +
\  дх ду dz дх ду dz ду дх dz dz дх ду dz

ху —  + у 2 —  + Ayz —, хЛ~ру р — V р  = ОД,..., А, А -  2,3,...;
дх ду dz dz j

I д д д д 8 8 д 8 8 8 8 8 9 \
18) \ 1 ? Д & , х 1 Г у Д * Д у & ’х 5 , > & ’^ ~ 2 г Д а Д 0 Д

I 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 9 \
19) \  дх’ ду ’ dz ’ * дх ' У ду ’* ду’У дх ’* dz ’У dz ’ dz ’ дх ’ ду / ’

/  д 8 8 д д д д д д д д д
~0>\

2 д д д д 2 9 9 9 9 2 9 \

Ь) Алгебра go разрешима

2 ' i i % ' l ' <Xx- y>h + ( x y X y > b x b y i ’ I m w ' ^ l ) '
w=x+iy, Я > О, V /] < г2 < ••• < гь  £ N U {0}, & u  N, ц < i  < ii+\,J ^ *A-/

O'o = - i ) ;

22)/ .(Л х—У )-£-+ (х + A y )^ ~ + M Z y\  дх 8y dz дх dy dz
8 9 „ i —j  9x— , у — , Rew w-7 — ,
dz dz dz

I m w 'w^— ); w=x+ry, /*>9, V i] < ;2 <... < ^  , i|,i2,...,^,i,y e N u {0}, A:uN,
dz /

;'/ < i < iM , j  < ik_i Oo = -1);
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23)( ТГ’ТГ’Т ’ (Лх~у )^ +(х+Яу)^\ dx dy dz дх dy dz
д i —j  д
dz dz

Imw/ w-/' — V w=x+iy, A>0, V z) < i2 < ... < ^  , i\,i2,—, i k ^ j  e Nu{0}, k'UN,
dz /

4 < i ^  4+\,j ^  h - i  O'o =  ~ i) ;
. . . I  d d d d d d d d d d d / _ /  d 

\  dx dy dz dx dy dz dy dx dz dz dz dz

Imw* wJ; d
dz

w=x+iy, A >0, V z) < i2 < ... < , i\,i2->—̂ kA ,j  e N u  {0}, к u  N ,

»/ < 1 ^  4+hJ ^  k - i  Oo = -i);

' d d d d d„ d d
25){ — , — , — , x— +y— , x----- y — ,

dx dy dz dx dy dy dx y-

T i ~ j  d Im w wJ —
dz

w^x+iy, V z) <i2 < ... < ifc,

dz dz 

ih i2,...,ik , i , j  e Nu{0},

8 p i —j  8z — , Rew wJ —
dz dz

&uN,

4 <  1 ^ 4 + h J £ h - l  O'o =  - 1)-
Замечание. Любая конечномерная транзитивная градуированная алгебра g над по­

лем С такая, что dimg_i = 3 и g$ не имеет двумерных инвариантных подпространств, 
сопряжена одной и только одной из подалгебр 2, 5 -  20.
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