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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕРМОДИНАМИКА ДВУМЕРНОГО 
РЕШЕТОЧНОГО ГАЗА В САМОСОГЛАСОВАННОМ 

ДИАГРАММНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ
The selfconsistent diagram approximation for lattice systems is pro­

posed. The free energy of the system is represented by diagram expansion 
with averaging over states of a reference system. The latter is defined by 
one-particle mean potentials, which are calculated on the basis of extremity 
principle. As an example numerical computations for two-dimensional 
square lattice with attractive interaction between nearest neighbors were 
carried out. The critical temperature,- the coexistence curve, the chemical 
potential and probabilities for two nearest neighbor lattice sites to be occu­
pied by particles or vacancies coincide within one per cent with exact or 
Monte Carlo data.

1. Введение
Решеточные системы рассматриваются как модели многих физиче­

ских, механических, информационных и т. п. процессов. Они отражают 
многие свойства дефектных структур в ионных кристаллах и твердых рас­
творах, адсорбированных на поверхностях частиц [1 - 5]. Во многих при­
ложениях твердые электролиты также могут моделироваться взаимодейст­
вующим решеточным газом со случайно распределенными или одинако­
выми потенциалами в узлах решетки [6, 7].



Знание равновесных свойств решеточных систем, включая вероятно­
сти распределения частиц по узлам решетки (аналоги функций распреде­
ления для систем в непрерывном физическом пространстве), необходимо и 
для понимания неравновесных процессов. Например, известно выражение 
для коэффициента диффузии через химический потенциал и вероятность 
двум соседним узлам быть вакантными [4, 8].

Приближения среднего поля являются наиболее простыми и извест­
ными подходами к исследованию равновесных свойств решеточных сис­
тем. Они используются в вариантах молекулярного среднего поля Брэгга - 
Вильямса или приближения Бете - Пайерлса (квазихимического). Эти при­
ближения позволяют дать качественное описание некоторых свойств реше­
точных систем, но их точность недостаточна для количественного исследо­
вания.

В данной работе введена в рассмотрение базисная система, свойства 
которой определяются средними потенциалами. Свободная энергия иссле­
дуемой решеточной системы представлена в виде диаграммного разложе­
ния с использованием усреднения по состояниям базисной системы. Само­
согласованные уравнения для средних потенциалов вытекают из требова­
ния минимизации отбрасываемого остатка в диаграммном разложении 
свободной энергии. Предлагаемая методика иллюстрируется на примере 
системы с притяжением между ближайшими соседями.

2. Вариационный подход к построению приближенного 
описания системы

Рассмотрим плоскую квадратную решетку из N узлов, содержащую п 
частиц. Энергия парного взаимодействия в такой системе

где пр rij - числа заполнения i-ro и j -го узлов решетки (0 или 1), - энер­
гия взаимодействия частиц, расположенных в этих узлах. Суммирование 
выполняется по всем узлам решетки при условии сохранения числа частиц 
(рассмотрение ведется в каноническом ансамбле):
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Для сокращения обозначений удобно ввести величину



принимающую значение энергии взаимодействия между частицами, если 
ni=rij=l, и равную нулю в остальных случаях, т.е. если хотя бы один из уз­
лов i , j  вакантен. Здесь межчастичное взаимодействие выражено через кон­
станту взаимодействия Jk соседей различного порядка к= 1,2,..., причем 
&=1 соответствует ближайшим соседям, к= 2 - вторым соседям и т.д.

Наряду с реальной решеточной системой рассмотрим так называе­
мую базисную систему, потенциальная энергия которой описывается одно­
частичными средними потенциалами фу(И/) взаимодействия частицы

(ц/=1) или вакансии (я/=0), расположенными в узле /, с узлом / решетки:/ЛЧ N N

(=0=1
№

Предполагается, что средние потенциалы базисной системы будут 
определяться через характеристики исходной системы на основе вариаци­
онного принципа.

Статистическая сумма исходной системы

QN=SP{nh. .^ N}{™ V (-W N )}, * (5)

где операция S p ^  обозначает суммирование по всевозможным
распределениям п частиц по N узлам решетки при выполнении условия (2) 
и Р = ( к ^ Т у Л - обратная температура, может быть тождественно пред­
ставлена как результат усреднения экспоненты потенциальной энергии по 
состояниям базисной системы при любом выборе средних потенциа­
лов ф у(ц ,):

q n  = e # W - p ^ » o -

Здесь статистическая сумма базисной системы
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выражена через парциальные статистические суммы, отнесенные к одному 
узлу:
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(8)

c i = n / N ,  с0 = ( N  -  n) / N  = 1 -  Cj. (9)

Благодаря одночастичной структуре потенциальной энергии (4) ба­
зисной системы усреднение но ее состояниям сводится к суммированию 
соответствующих величин с весовыми множителями, равными концентра­
ции частиц (cj) или вакансий (со):

Здесь и далее нижние латинские индексы несут признаки узлов и чи­
сел заполнения одновременно.

Входящие в (6) средние по базисной системе выразим через функции 
майеровского гипа

В результате для свободной энергии системы, отнесенной к одному 
узлу, получим диаграммное представление [9]

Записанное соотношение (13) является стандартным по отношению к 
функциям (11). Однако последние включают средние потенциалы, и, таким 
образом, каждое слагаемое в (13) зависит от выбора этих потенциалов. 
Вместе с тем свободная энергия (13) инвариантна по отношению к их вы­
бору. Последним обстоятельством можно воспользоваться для построения 
процедуры конструирования средних потенциалов в соответствии с прин­
ципом экстремальности.

Принимая во внимание несколько первых членов разложения (13), 
потребуем экстремальности отбрасываемого остатка. Ввиду инвариантно­
сти всего ряда по отношению к выбору средних потенциалов это требова­
ние эквивалентно условию экстремальности удерживаемой части ряда по 
отношению к варьированию средних потенциалов.
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3. Квазихимнческое приближение 
Введем обозначения для экспонент межчастичных и средних потен 

циалов:

ехр(-рф |/} ) = Ŵ jk), ехр(-рф7 (« ,)) = Х \ к) . (14)

Здесь нижние индексы принимают значения 0 или 1, а верхние индексы 
обозначают степень соседства узлов / и у . Ввиду трансляционной инвари­
антности решетки эти величины не зависят от конкретного выбора узлов и 
всецело отделяются числами заполнения / и j  и индексом соседства к. В 
некоторых случаях одному и тому же расстоянию между узлами i и j  будут 
соответствовать несколько взаимных конфигураций, не переходящих друг 
в друга при преобразованиях группы точечной симметрии квадратной ре­
шетки. В таких случаях можно условно их рассматривать как узлы, имею­
щие разный порядок соседства, или предполагать, что их можно рассмат­
ривать как узлы одного и того же порядка соседства.

В результате для свободной энергии базисной системы получим

7 - ^ 0  = - 2 > /  \ПС, + 5 > ,  I n n e r / 4 )1* ... ,  (15)
КВ 1 /= о 1=0 1

где zk- координационное число соседей к-го порядка. Например, zk=4 для 
£=1,2,3,5,6,9 и z*=8 для £=4,7,8.

Каждая из диаграмм в (13) может быть представлена суммой диа­
грамм на узлах разного взаимного соседства. Так, для второй диаграммы 
находим

00 1 
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Учитывая вклад именно этих двух членов (Fq и (1/2)*-*) в свобод­
ную энергию (13), из условия экстремальности

( д П д Х ^  = 0  (17)

находим определяющие уравнения для средних потенциалов

w!.
J t f  > = £

1 H/W
У CJ

~ ' V'Wj =0  A j
к = 1,2,..

Решение уравнений (18) представим в виде



4 * ) = 1/ « ь + ч / л л, 4 * ) = 4 * V (19)

где rij. - положительный корень уравнения

ч1  + 1 ° Щ  Щ С 1 / с0 - 0 , (20)
Со

Щ  = r < ' l ) = e x p ( - p j * ) . (21)

то есть
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(22)

Полагая Wn= 1 при к>2, приходим к квазихимическому приближению 
для решеточного газа со взаимодействием ближайших соседей [10] При 
Wtftl для к>2 получим обобщение квазихимического приближения для 
системы со взаимодействием более далеких соседей.

Отметим, что условия экстремальности (17) приводят к выражениям 
(18), эквивалентным равенству нулю вклада в свободную энергию системы, 
обусловленного диаграммой *—*. Для свободной энергии справедливо со­
отношение (15) с величинами Х /к\  определенными в соответствии с (19), 
(22).

Соотношения (18) показывают, что радиус действия средних потен­
циалов совпадает с радиусом действия межчастичного потенциала. При 
Wjj —1, что соответствует условию Jk=0, решением уравнения (18) являет­
ся Х , ^ \  или ф7{Я/)=0 для узлов i и j ,  образующих пару соседей к~го по­
рядка. Ограничимся учетом взаимодействия только ближайших соседей.

Используя найденные средние потенциалы, можно последовательно 
учесть младшие диаграммы разложения (13). При этом нужно иметь в ви­
ду, что отличный от нуля вклад дают замкнугые диаграммы, содержащие 
только связи между ближайшими соседями. Ввиду этого, например, тре­
угольная диаграмма не дает вклад в свободную энергию. В результате, 
группируя диаграммы по количеству узлов и учитывая только связи между 
ближайшими соседями, запишем

F = F 0 + А/4 + А/6 + Л /7 + А/в+... , (23)

где нижний индекс при А/” указывает количество узлов, на которых опреде­
лена соответствующая диаграмма.

Для четырехузловой диаграммы получим
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Здесь индексы i и j  соответствуют паре узлов, расположенных по диагона­
ли квадрата, а индекс к - узлу между ними. Принимая во внимание (18), на­
ходим

■ * <27>
/=оу=о

** #
Аналогично могут быть подсчитаны вклады других диаграмм.

4. Учет дальних межчастичных корреляций
Как отмечалось выше, система уравнений (18) приводит к средним 

потенциалам, радиус действия которых равен радиусу действия межчас­
тичного потенциала. Это означает, что и межчастичные корреляции могут 
быть учтены лишь для расстояний, не превышающих радиус межчастично­
го взаимодействия. Для учета более далеких корреляций в варьируемую 
часть ряда (13) необходимо включить дополнительные диаграммы. В пер­
вую очередь к таким диаграммам следует отнести те, которые содержат 
одну связь между вторыми соседями (таким связям на диаграммах соответ­
ствуют наклонные линии), в то время как учитываются взаимодействия 
лишь между ближайшими соседями.

Варьируемая часть ряда явно представлена в выражении (13). Fq оп­
ределяется соотношением (15) при учете двух первых сомножителей под 
знаком произведения (£=1,2).

Варьирование (28) по Х (1) приводит к уравнению (18) для этой вели­
чины. Для варьирования по Х,(2) подсчитаем сумму трех последних диа­
грамм в (13) .Используя соотношения (24) - (26), находим
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С учетом этих диаграмм для свободной энергии запишем 
1 1 1 2

кв Т F = -Z  с, In с, + X  ct In П  (Xfk) Ук +
/=0 1=0 *=1

1 1
+ 8Z Z

ш;(0
У с,с +2]Г Z

м/(2)
У -1

■ n п f (2)/=07=0ЧЛ / Л / У
BijCjCj +•... (31)

Варьируя это выражение по УГ/̂ , получим

1 dF  4 с, 4с„ 1

^  а л ^ 2) x i 2)
а - " ' а _ у _ Ч _ в 2

- - 2  ^  ^(2) °У У
Г  ( х ^ М>*

(32)

Приравнивая нулю производную свободной энергии, приходим к 
уравнению, определяющему средние потенциалы вторых соседей:

1 ^ ( 2) 
v-(2) _  Y  у д(2)

2-. „гг* ^сц с 1
j =oX)(2) °У J 

j
(33)

С учетом (18) и (33) получим выражение для свободной энергии

1 1

/=07=0

У
у ( 2) у ( 2) 1ЧЛ/ л у У

Bijci cj  +••• ■ (34)

Соотношение (33) может быть также представлено как

f  f  cicJBv  ,
h h xWx?~ ■



С учетом этого выражение (34) упрощается:

V /=U J-KJ

или, учитывая (27),

F  = Fp -  + + А/6 +A/V + Д/’8+ ... (37)(37)

Здесь д / 2) учитывает диаграммы, включающие связи между вторыми
соседями. Непосредственные вычисления показали, что вклад этих слагае­
мых невелик.

Свободная энергия базисной системы хорошо воспроизводит диа­
грамму равновесия решеточного газа со взаимодействием ближайших со­
седей, полученную моделированием по методу Монте Карло [11, 12]. Учет 
Д / 4 существенно ухудшает результаты, однако последующий учет АД, А 

fj,. A/g, ... снова постепенно улучшает результаты вычислений. Учитывая, 
что Afg / А/4 =  0,7 в широкой области изменения* концентраций
(0,2 < с < 0,8), для свободной энергии принимаем выражение

Этому соотношению соответствует приведенная на рис. 1 диаграмма 
фазового перехода первого рода решеточный газ - решеточная жидкость, 
практически не отличающаяся от полученной моделированием по методу 
Монте-Карло. На этом же рисунке показаны результаты расчета фазовой 
диаграммы в кластерном приближении [13]. Кластеру 1x1 соответствует 
обычное квазихимическое приближение. Из рисунка следует, что с увели­
чением размера кластера вид фазовой диаграммы постепенно изменяется 
от соответствующего квазихимическому приближению к получаемому мо­
делированием по методу Монте Карло. Однако при к > 3 изменение формы 
диаграммы становится медленным. Самосогласованное кластерное при­
ближение обеспечивает фазовую диаграмму, ширина которой в пределах 
0,01 - 0,02 по концентрации совпадает с данными метода Монте Карло и в 
масштабе рисунка не отличается от последних.

Критическая температура, химический потенциал и вероятности за­
полнения двух соседних узлов решетки частицами или вакансиями, най­
денные на основе предложенного подхода, в пределах одного Процента 
совпадают с точными значениями, известными из решения Онзагера моде­

s. Результаты вычислений и их обсуждение

(38)



ли Изинга в нулевом магнитном поле (соответствует модели решеточного 
газа при концентрации с = 0,5) [14] и с результатами моделирования по ме­
тоду Монте Карло [12]. Другими словами, результаты данной работы могут 
быть использованы для расчета термодинамических свойств решеточных 
систем во всей области термодинамических переменных (за исключением, 
возможно, ближайшей окрестности критической точки) с точностью по­
рядка точности моделирования по методу Монте Карло.

т/т

Рис. 1
Фазовые диаграммы решеточного газа с отталкиванием ближайших 
соседей в различных приближениях. Цифры, обозначающие кривые, 
соответствуют размеру кластера к х к (к = 1, 2, 3, 4) кластерного при­
ближения. 0 обозначает результаты самосогласованного диаграммного 
приближения и моделирования по методу Монте Карло.
Тс - критическая температура.
Отметим, что решение уравнений (18), (33) для нахождения средних 

потенциалов и вычисление свободной энергии согласно (38) требуют ис­
пользования учетверенной точности («extended»). Тем не менее, ввиду про­
стоты указанной системы уравнений, получение данных вдоль одной изо­
термы с шагом 0,01 по концентрации на PC Pentium-100 занимает несколь­
ко секунд, тогда как моделирование по методу Монте Карло выполняется 
на мощных вычислительных комплексах с использованием параллельных 
алгоритмов [12, 15].

Работа выполнена при поддержке INTAS, грант 96 - 0533.
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СВОЙСТВА ЖИДКИХ КРИСТАЛЛОВ В ПРИГРАНИЧНЫХ
ОБЛАСТЯХ

The integral equation for one-particle distribution function taking into 
account an external field gives the basis to calculate the dependence of co­
efficients of orientational and surface elasticity and viscous coefficients of 
liquid crystals on the distance from nonhomogeneousity source.

В работе [1] было получено интегральное уравнение для одночастич­
ного потенциала средних сил ф системы несферических частиц, модели­
рующих жидкокристаллическую среду, в присутствии некоторого внешне­
го поля и в следующем виде:


