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СОКРАЩЕННОЕ ОПИСАНИЕ НЕОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ 
НА ОСНОВЕ УСЛОВНЫХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 

КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ ПЛОТНОСТИ

Хорошо известно, насколько плодотворной оказалась идея о сокра­щенном описании свойств среды в различных агрегатных состояниях ве­щества на основе метода коррелятивных функций Б Б Г К И , метода услов­ных распределений и различных подходов с использованием коллектив­ных переменных. В данной работе будет показано, что последовательное применение статистического метода условных распределений к изучению неоднородных сред приводит естественным образом к эффективному га­мильтониану флуктуаций плотности [1]. Знание последнего позволяет затем перейти к практической реализации идеи сокращенного описания в теории флуктуаций на основе введения новых (условных) пространст­венных корреляционных функций плотности, удовлетворяющих соответ­ствующей цепочке интегро-дифференциальных уравнений.Такая возможность обнаружилась после использования метода кор­релятивных функций условных распределений для системы с неоднород­ным распределением плотности и обобщения разработанного ранее ме­тода расчета конфигурационного интеграла однородной системы по младшим коррелятивным функциям на неоднородные системы |[2].Для системы с одномерным неоднородным распределением плотности р =  р(Х) выражение для конфигурационного интеграла [3] (см. форму­лы IX — 1,^1 в [2]) запишем в следующем виде:\ v  v
Qv a =  Z  QNa К )  =  z  <»-NbQ "  K l -  (!){Nat> {N

Здесь фигурными скобками обозначен набор величин N* =n°i  L,  опреде­ляющих число частиц рассматриваемой однокомпонентной системы в ка­ждом слое I, образованном одним рядом из L  ячеек, центры которых при­надлежат плоскости, перпендикулярной оси х. Поскольку число ячеек 
N, на которые разбит весь объем V(d)=V/N),  больше числа частиц Na, то в каждой из возможных конфигураций частиц в системе имеется N b =  
=  N —N a пустых ячеек. Рассматривая пустые ячейки как занятые невзаи­модействующими частицами сорта Ь, приходим к «двухкомпонентной» системе с неоднородным распределением частиц по слоям. Тогда Q n { ^ \  является конфигурационным интегралом такой системы.В выражении (1) суммирование проводится по всем возможным набо­рам N ai , что фактически соответствует интегрированию по переменным 
ni, которые и задают всевозможные поля плотности рг =  /г“ /со. Плотность 
pi в данном подходе является функцией, изменяющейся на расстояниях больших молекулярных размеров, поскольку объем со~ о3 (а — пара­метр потенциала Леппард-Джонса). Это соответствует известной точке зрения о необходимости «огрубления» описания, что и достигается в рамках метода условных распределений благодаря наличию пространст­венной сетки, образованной ячейками, на которые разделен весь объем 
V. Вместе с тем распределение плотности в пределах ячейки описывает­ся унарной коррелятивной функцией, и тем самым, следовательно, до­стигается полное описание распределения плотности на микро- и макро­уровнях.
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Полученная в [2, 3] система уравнений определяет конфигурациицный интеграл Qjv{n“ } как функционал от поля плотности и потенция,......средних сил (имеется в виду N/L переменных и предельный переход 
N/L-+  оо при V-*-oo). Последние удовлетворяют замкнутой системе ним тральных уравнений с неоднородным распределением плотности по ы > му объему системы и поэтому также являются функционалами от полк плотности.Наличие замкнутой, хотя и достаточно сложной определяющей си стемы уравнений для неизвестных функционалов создает основу для МО строения последовательной статистической теории неоднородных cpe/i < помощью корреляционных функций плотности. Отметим в связи с этим, что современная обобщенная теория Ван-дер-Ваальса (см. обзор 1(4]) постулирует наличие функциональной зависимости между свободно» энергией неоднородной системы и полем плотности, что, естественно, и! позволяет сформулировать теорию неоднородных систем в замкнутом виде. Обобщения такого рода носят в значительной мере полуфеномеии логический характер.При получении цепочки интегро-дифференциальных уравнений дли корреляционных функций плотности воспользуемся формализмом боль шого канонического ансамбля и рассмотрим общий случай неоднородно го распределения плотности по всему объему (р =  р(гг) , г* — радиус-вс» тор ячейки с номером i). Большая статсумма неоднородной системы i заданным, но произвольным полем плотности запишется в виде

N  N

Z  {nk} =  exp ( 2  [цл«/0 +  ln G i К ) ] }  . QNa{nh} =  П  G i {%}. Мi = l  I

Gi{nk} =  v ni~ 1Pi ( n i) Q t /2{nh}, P f 1 =  П (ni )"‘ » l i  =  H i . (3)
\= a,bЗдесь принято во внимание, что поскольку сейчас p =  p('ri) , то в фор­муле (IX-21) из i[2] произведение по слоям I следует заменить на про­изведение по ячейкам (выражение для Qi{rih}, связывающее Q* с потен циалами средних сил, здесь не выписывается, так как далее в явном вн де не используется; все последующие построения основаны на том, что Qi{«*} является функционалом поля плотности и радиуса-вектора гг- (на это указывает индекс г у величины СМШг})).Свободная энергия неоднородной системы, соответствующая конфигу­рационному интегралу в форме (2):

N

F = — 0 In Q/va {% } =  — 0 2  ln G i W ,/= 1приводит к плотности свободной энергии/ = ------— In Gi {/7Й>,
Cl)которая, как это и предполагается в настоящее время (см. [4]), является функцией положения и функционалом от поля плотности.Введем обозначение

N& Ю  =  — ]£  (рл г +  0 In Gt {/гй}), (4)
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Еогласно которому О является эффективным гамильтонианом системы с ^однородным распределением плотности в смысле [1]. Сейчас распреде­л и в  по переменным nkI Z  {nh} =  exp {— £2 {пкЩ  (5)имеет вид распределения Гиббса (но уже в другом пространстве). Боль­шая статсумма находится в результате так называемого континуального интегрирования, что соответствует в данном подходе интегрированию функции N  переменных1 1 1
Z  =  |  dtiy ( dn2 . . .  I" exp {— £2 {«Д/0} dnдг. (6)

0 0 оВычислить Z  в соответствии с (6) так же трудно, как рассчитать Q N прямым интегрированием функции Гиббса. Именно по этой причине за­манчивым представляется введение иерархии корреляционных функций плотности и получения связывающей их цепочки уравнений. Необходи­мым условием реализации такой программы является отыскание явного выражения для эффективного гамильтониана £2 на основе решения полу­ченной замкнутой системы интегральных уравнений для потенциалов средних сил. Заметим, что эта задача в определенной мере соответству­ет проблеме отыскания гамильтониана Я  системы из N  взаимодействую­щих частиц. Поэтому аналогично тому, как гамильтониан Я  моделируют с помощью двухчастичных, а в общем случае многочастичных потенциа­лов:
N  N  \

Н  =  2  Фи  +  2  +  • • - » (7)
K i  i<i<kтак и эффективный гамильтониан £2 разложим по неприводимым потен­циалам «взаимодействия» флуктуаций плотности. Для этого предвари­тельно выделим вклад в £2 от поля распределения плотности, соответст­вующего средним значениям пк в каждой ячейке.В частности, для гомогенной системы в случае отсутствия внешних полей получим £2 =  £2 (п) +  £2 {xh}, п =  nk. (8)Здесь величина хк =  пк—п определяет флуктуацию плотности в точке 

Гк, которую включает ячейка с номером k. Гамильтониан флуктуаций 
Q{xh} представим через неприводимые потенциалы

N  N  U& = 2  'F (*i) +  2 ¥ (**• ъ )  +  2  ¥ (*ь х 1> **) +  • ■ • (9)(=1 (</ /</<йДля определения выписанных здесь потенциалов Чг необходимо най­ти конфигурационный интеграл системы с одной, двумя и тремя флукту­ациями плотности в объеме на основе решения замкнутой системы инте­гральных уравнений для потенциалов средних сил [2, 3]. В результате будут получены выражения для потенциалов, определяющих эффектив­ные гамильтонианы одной (Я(дс<)), двух (il(xi,  Xj)) и трех (£2(хц X), Хк)) флуктуаций, на фоне однородного распределения плотности. Очевидно, имеют место выражения Y ( x ,) - f i ( x ,) ,ЧДх*, х}) — £2(Х(, xj) — £2(.vJ) — £2(xy), (10)
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Q (х ,̂ Xfc) +  £2 (-Xj) +  ^  (xCj) +  Q (-Xfe))согласно которым, как обычно, парные и тройные потенциалы взаимодей ствия флуктуаций стремятся к нулю при неограниченном увеличении вин имных расстояний. Решение упомянутой выше замкнутой системы дли потенциалов средних сил, определяющих £2,-, Qj.,- и £2г.,ь, составляет вен еще сложную, но уже практически разрешимую задачу, которая буди рассмотрена отдельно.Получим далее определяющие интегро-дифференциальные уравнении для условных пространственных корреляционных функций плотности Введем по определению условные унарную и бинарную корреляционные функции, интегрируя нормированную функцию распределения флуктун ций (5) по всем переменным, кроме Хг и х ,, Xj соответственно:

(Х/, X j , Xfc) £2(Xj, X j t Xfc) - ~ (X ;, X j )  £2 (x t, x )̂

W i (Xj) =  Z -1 J  dxi . . .  J  dxt_i  j* dxi+i . . .  f exp {— £2 {xft}/0} dxN ,* >  x i-1 x i +1  XN

W2 (x;, xj) =  Z  1J  dxt . . .  J  dXi_i J  dxi+i . . .  j* dxj_t* «  x i - 1 x i + 1 * 7-1X  J  dxj+i . . .  I  exp{— £2{xft}/0}dxN.

X (H
(12)*7 +  1Естественное условие, накладываемое на введенные условные корре ляционпые функции плотности, вытекает как следствие использования метода условных коррелятивных функций при расчете эффективного га­мильтониана £2{Xfe} и состоит в том, что плотность пи числа частиц не больше единицы (рь^со-1) (при использовании первого Ец-приближения в системе, содержащей пустые ячейки и ячейки, занятые не более чем одной частицей).Определяющие уравнения получаются стандартным методом путем дифференцирования распределения (5) по соответствующим перемен­ным и последующего интегрирования по всем остальным. В наиболее простом случае парных взаимодействий флуктуаций будем иметь

dWt
dxi

1 д'У (X i) т  J_  Y i  f ^ f (Xb xj)
0 dxi 1 0 jmU J dxi/Vi xj

W 2 { X i , Xj) dxj =• 0,(13)
dW2 1 d V (x , )  ff/ 1 dxY (x,, Xj) r
dxj 0 dxj  “ 0 d Xj

k + i . j  x h

d W  ( X j ,  X/,) 
dxj

И̂ з(-Хг» -Xj, Xk) dxk 0. (14)
Аналогично можно получить следующие уравнения бесконечной це­почки интегро-дифференциальных уравнений для корреляционных функ­ций плотности. Обращает на себя внимание полная аналогия в структу­ре выписанных здесь уравнений цепочки с соответствующими уравнени­ями для коррелятивных функций метода условных распределений в пер­вом Е 1Гприближении, определенных в координатном пространстве. Неко­торое отличие связано с наличием вторых слагаемых в уравнениях (13), (14), отвечающих за взаимодействие одиночных флуктуаций с внешнимПО



полем (через посредство химического потенциала р) и средой с однород­ным распределением плотности.Обнаруженная аналогия позволяет решить проблему замыкания це­почки уравнений (13), (14) практически автоматически на основе раз­работанного ранее метода потенциалов средних сил, что еще раз под­тверждает высокую разрешающую способность метода условных рас­пределений.Перепишем (13), (14) в виде
д In (Xi) 1 д Ч  ( X j ) ____ L  " V  Г дЧ^х,-, xj)

dXi 0 dxi

d In W2 (Xj/xi)
dxj

0
i [

Xj
d4(Xj)

dxj

dxi

dW(xh Xj) 
dxj

W2(xj/xi)dxj,  (15)
J _  у л  dW (Xj, 
0 2j dxjкф1,1 }

Xj) dXfr, (16)
W., (xj/xi) =  W2 (xt, Xj)/Wi (xi), W3 (xh/xh Xj) =  =  W3(Xi, х}, xk)/W2(Xi, Xj), (17)позволяющем ввести «эффективные потенциалы средних сил» взаимодейст­вия флуктуаций. По определению

д<Ри (хг) 
дх,,

d(pjk (Xj/Xj) 
dxj

d V  (xit Xj) 
dxi

W,, (xj/xi) dxj,s
Xj

=  Г а ¥ ( ^ ’ Xh) W3(xh/X i , X j)d x h. J  dxi
xh

(18)

(19)

В результате запишем решения для W\(Xi) и W2(xjlxг) через вве­денные потенциалы:
Wt (*г) =  С г ехр | -----1-

N^  (Xi) +  ^  V u  (**) (20)

W2 (Xjlxi) =  С и (x^ exp ]_0 ¥ ( * ; ) +  Ч'(*Ь X j )  +

N' S  <P JhiXjlXi) |
hj-l.l

(21)

Хорошо зарекомендовавшая себя аппроксимация потенциалов сред­них сил [2] для введенных, согласно (18), (19), эффективных потенциа­лов средних сил взаимодействия флуктуаций имеет видФЛ — Фм (*>)• (22)Симметризуя далее выражение для функции W2(Xj, Xj) с учетом (17), (20) ,(21), найдем постоянную интегрирования C v (xi). В результате по­лучим приближенное выражение для бинарной функции флуктуаций плотности
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W2(Xi, xj) =  l u  exp j — — ^  (Xi) +  4  (Xj) +  4' (Xi, Xj) +
N

" V  ( Ф  ih (X i ) +  ф jh (Xj))

hj=i,j

( 2, 1)

Замкнутая система уравнений для эффективных потенциалов средних сил следует затем из уравнения
w i(Xi) =  j  W2{Xi, x})dxj  (2-1)и последующей перенормировки потенциалов фгь (допускается уравпе нием (24) в связи с тем, что унарная функция определена с точностью до нормировочной постоянной С Оехр {-----— Фгу (*г)} =

Полученная система может быть _решена с помощью Э В М  методом последовательных приближений или аналитически после некоторых упрощений, которые возможны, например, в области плотных сред или в силу того что флуктуации в первом приближении носят гауссовским характер. Конкретное применение предложенной теории сокращенного описания флуктуаций будет рассмотрено отдельно.В заключение отметим и одну особую черту, отличающую развивай мый подход сокращенного описания флуктуаций от метода коррелятам ных функций, определенных в координатном пространстве. Дело в том, что эффективные потенциалы lF, рассчитываемые на основе коррелятам ных функций, зависят от термодинамических переменных (Т, v).  Эти особенность не сказывается при замыкании цепочки уравнений (13), (14), однако приводит к изменению процедуры определения средне!! «эффективной потенциальной энергии» флуктуаций и сказывается при расчете большой статсуммы через младшие условные корреляционные функции плотности.
Summary

The idea of reduced description of thermodynamic and structural properties of a sub­
stance in the theory of nonhomogencous systems is realized in terms of new spatial cor 
relation functions of density. These functions obey an infinite set of integro-differenthil 
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