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За последние годы широкое развитие получили феноменологические 
исследования сплошных сред с моментными напряжениями (асимметрич
ных сред) (см., например, [1]). Одной из важных особенностей теории 
является учет вращательных степеней свободы частиц. В соответствии с 
этим в кинематику сплошной среды наряду с полем трансляционных ско
ростей вводится поле угловых скоростей собственного вращения частиц 
и постулируется существование двух тензоров скоростей деформаций 
(или тензоров деформаций). Напряженное состояние среды характери
зуется асимметричными в общем случае тензорами обычных и момент- 
ных напряжений.

Вместе с тем многие важные характеристики вязко-упругого поведе
ния сплошных сред с моментными напряжениями не могут быть опре
делены в рамках феноменологической теории. Законы сохранения такж е 
должны получить последовательное физическое обоснование. При этом 
главным остается необходимость установления связи между макроско
пическими свойствами (параметрами) системы и характером межмоле
кулярного взаимодействия.

Ранее статистически были обоснованы законы сохранения и особен
ности кинематики сплошной среды [2—4]. Получены статистические 
выражения для тензоров напряжений и моментных напряжений, что 
дало возможность установить условия существования асимметричности 
тензора напряжений и наличия моментных напряжений.

Необходимым условием асимметричности тензора напряжений явля
ется нецентральность сил межмолекулярного взаимодействия, а анало
гичное условие существования моментных напряжений связано с нали
чием пар сил, действующих на молекулы. Достаточные условия опреде
ляются свойствами функции распределения (отсутствием центра 
симметрии у системы частиц).

Ниже в рамках формализма Кубо получены выражения через времен
ные корреляционные функции для четырех тензоров коэффициентов вяз
кости произвольной анизотропной среды с моментными напряжениями.

Рассмотрим систему из несферических молекул. Состояние отдельной 
молекулы характеризуется радиус-вектором q ее центра инерции, сопряжен
ным импульсом р, углами Эйлера а ;, определяющими ориентацию молеку
лы, и собственным моментом импульса s. Предположим, что взаимодейст
вие молекул описывается парным потенциалом Ф (rVfX, о%, af), зависящим 
от расстояния между их центрами инерции и от взаимной ориентации моле
кул (нецентральные силы). Для системы из N  частиц гамильтониан имеет вид

з
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Здесь rv»* =  qu — qv — расстояние между частицами v и ц, s' —  обоб
щенные импульсы, канонически сопряженные углам Эйлера а г, Bki — мат
рица перехода от обобщенных импульсов к проекциям момента импульса 
на главные оси инерции молекулы, 1к — главные моменты инерции молеку
лы, т—ее масса.

Пусть система подвержена действию малого механического возмущения, 
при котором ее гамильтониан Я  изменяется на АН  =  — AF(t). Тогда сред
нее изменение ДB(t) динамической величины В (t) определяется, согласно 
[5], соотношением

ДВ(0 =  — 0 - 1 j  ( A ( 0 ) B ( s ) ) F ( t  — s)ds, (2)
0

где Q =  kT , k — постоянная Больцмана, Т  — абсолютная температура, 

В  =  — -, а угловые скобки означают усреднение по равновесному канони

ческому ансамблю.
Для определения вида величины А поступим аналогично [6]. Наложим 

на систему малую деформацию и найдем приращение гамильтониана.
Изменения взаимного расстояния между центрами инерции двух частиц 

определяется уравнением

хп =  х п +  ел (3)

где хп — составляющие радиус-вектора г до деформации, а х п — после де

формации; еи  =  г------\ e h]i —  тензор деформаций, ui — вектор смещения
iJj

частицы, 8к — вектор бесконечно малого поворота частицы, eifk — тензор 
Леви-Чивитта.

При наложении деформации одна из частиц повернется относительно 
второй на малый угол 0; =  (q —(— г) — 6г (q). В линейном приближении

0г =  Улхк> (4)

гДе Aik =  —---- — второй тензор деформации.
dqh

Подчеркнем, что вид тензоров деформаций s ik и y ih статистически обосно
ван ранее в [31 на основании выражения для работы деформирования среды.

Пусть — углы Эйлера, описывающие ориентацию одной из частиц, 
относительно системы координат, связанной с другой частицей. Тогда изме
нение углов рг, обусловленное малой деформацией, можно в линейном при
ближении представить в виде

Рг =  Рг +  A ihykjxj. (5)
Здесь A lh (Р̂ ) — матрица перехода от составляющих вектора малого поворо
та по осям системы координат, относительно которой изучается движение 
среды, к соответствующим приращениям углов Эйлера [7].

При указанном преобразовании пространственных и угловых координат 
обобщенные импульсы частиц преобразуются следующим образом:

<Эх,
дх

Sn =  Рп д*т
дР„

+  Sm

Lm +  S„

4 ,п

дх„

<ЭРя '

(6)
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В линейном по деформации приближении на основании (3), (5) и (6) 
можно записать

P i  =  P i — 4 iPh — A j h 4 k / r

Подобным же образом для импульсов, канонически сопряженных углам 
Эйлера, устанавливается соотношение

дАт
Si =  Si 17lfe

df>i
VkjXjSn ■

Теперь, используя для Н  выражение (1), после простых преобразований 
найдем выражение для АН =  Н — Н в форме

А Н  =  +  Р  i k \ i k -
Здесь

—
N v v

P i PksV=1 /П
1
2

JV
с Г * Г , (8)

v.M-

p .
N -у

П  Pi sk
ik

1 л/

Аш&Іv=l m
+  —  V  Ml 

2
V,|X

w x 7

N 3

s s tv=l n= 1
BjijB nm

dAn + B
<?РЛ

'v 'v vn s/ S/ Xk

(в последнем члене p фиксировано); F 7  и М 7  — составляющие в непод
вижной системе координат силы и момента пары сил, действующих со сто
роны молекулы v на молекулу р, sk — составляющие собственного момента 
импульса частицы относительно неподвижной системы координат.

Как следует из законов сохранения импульса и момента импульса [3, 4],

соедние величины  ̂ и  ̂ представляют соответственно тензор

напряжений и тензор моментных напряжений (тензор поверхностных мо
ментов). В законе сохранения момента импульса член в квадратных скоб
ках в выражении для P ih отсутствует. Действительно, если произвести тре
буемое для получения тензора моментных напряжений усреднение, включа
ющее усреднение и по угловым переменным, то этот член исчезнет. 
Поэтому в дальнейшем используется следующее выражение для Р ih:

Р:ik
N v v . N

P±la_ +  _L V  м 7 х 7 .
__ /72 2v=l v,|i

(9)

Сопоставляя (7) с выражением АН =  — AF (t), найдем, что в данном 
случае АН =  — A J \  (/) — A2F2 (/), где

A l =  --  f l ik, А2 =  — PiU, Pi (t) — &ik’ F2 (t) =

1 ' f lmn (s) ds (V — объем системы), B2 =Тогда, выбрав BL
V

\ P mn (s) ds, на основании (2) получим

— оо



92 В. Б. Немцов, Э. Т. Брук-Левинсон

оо

А В1 =  |  < n ift (0) n m„ (s) > ет „ (t — s)ds +
1
< p ik (0) Птп (s) > у тп (t — s) ds,

>
I  < К  (0) Pmn (s) > 8mn (t — s)ds +Д B2 =

+  - ~  1 < P ik (0) Pmn (s) > Утп (t — s) ds.ev I
Рассмотрим поведение среды при наложении циклической деформации 

с частотой со
emn ( 0  =  Ет п  (0 ) ё т* ,

Утп (0 =  Утп (°) еШ-
В этом случае величины ASj и АВ2 приобретают вид

А Вг =

+

1
QV

i f

|  е~‘™ < П;й (0) Птп (s) > ds 

e~ims < p ih (0) n m„ (s) > ds

AS, — Г е~ш  < П 
,0V J lift (0) Pmn (s) > ds

emn (0 +

Утп (0>

Emn(0 +

+ J _  j  g-toS < (0) p mn (s) > ds

0
Ymn (0-

Сравним эти выражения с соответствующими феноменологическими вы
ражениями t

| G ih d s  —  Я ih m n Em n  “Ь ^ Л т п У т п ’
-ОО

t
j* J t fa d s  ^ i h m r f i m n  “Ь ^ і к т п У т п ’

-----00

Здесь a ik и n ih — тензоры вязких обычных и моментных напряжений (пред
полагается, что при t-> -----оо a ik 0 и n ik - >  0).

В результате сравнения получаются искомые выражения для четырех 
тензоров коэффициентов вязкости среды с моментными напряжениями

00

«iftm,i (®) =  j* e -£fflS < n ift (0) n mn (s) > ds,
0
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bihmn (®) =  j  e - ‘“s < P ik (0) Птп (s) > ds,
0

oo

Cihmn («>) =  ^  f  e ~ iU'S < Aft (0) Ann (S) > (10)
0
со

d ih m n  (“ ) =  ^ 7  ^  е ~ ІШЗ < A f t  (0 ) A n n  (S) > d s .

0
Необходимо отметить, что потоки l l ift и P ih определены с точностью до 

величин, дивергенция которых равна нулю. Для устранения этой неодно
значности, согласно Мак-Леннану [8], необходимо в (10) П(7і заменить на 
11,7, — П;й, a P ih на P ik — P ik; аналогично преобразуются величины Птп

П *  =  с & 1 / +  (Н — Е)\ 
дБ

равновесный тензор напряжений; Е  — среднее значение

P ih =  p°ikV +  - ^ А ( Я - Д ) ;  
дЕ

P°ik — средний равновесный тензор моментных напряжений.
Для изотропной среды каждый из тензоров коэффициентов вязкости 

приобретает вид
^ iftmn ^ іЬ ^ т п  ”Ь  ^Ф іт п ^кп  ”1“ ^ і п ^ к т ’

и среда характеризуется двенадцатью коэффициентами вязкости.
Рассмотрим среду, обладающую центром симметрии. Функции распреде

ления, применяемые для усреднения при вычислении коэффициентов вязко
сти, инвариантны относительно инверсии.

Так как выражения для величин bihmn и cikmn пропорциональны комби
нациям /yxftMmxn, в которых М т — псевдовектор, то при усреднении вели
чины bikmn и cihmn обращаются в нуль. Вязкость анизотропной среды ха
рактеризуется в этом случае двумя тензорами aihmn и dikmn, а при пере
ходе к изотропной среде — шестью коэффициентами вязкости.

Отметим, что равновесный тензор моментных напряжений негиротропной 
среды также обращается в нуль в силу того, что он включает произведение 
псевдовектора АД на вектор xh.

Авторы выражают искреннюю благодарность Л. А. Ротту и В. С. Вих- 
ренко за ценное обсуждение.
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