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В работе [1] установлена взаимосвязь между деполяризованным 
релеевским рассеянием света и тепловыми флуктуациями в системах, со­
стоящих из несферических частиц (асимметричные среды). Для по­
строения спектра рассеянного света необходимо знание корреляционных 
функций флуктуаций ряда скалярных и тензорных параметров, вычисле­
ние которых сопряжено со значительными трудностями. Кроме того, 
существуют задачи (см., например, [2]), требующие знания и тех кор­
реляционных функций, которые не связаны со спектром рассеянного 
света. Настоящая работа посвящена вычислению корреляционных 
функций флуктуаций полного набора параметров, характеризующих 
состояние системы несферических частиц с вращательными степенями 
свободы.

Будем исходить из записанной в [1] системы (5) уравнений обобщенной 
гидродинамики в (сок)-представлении:
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b'7 =  p067x_1, dj =  p0á7x_1, x ' =  x/7- ‘, /'• =  y l f f x (/ =  1, 2).

Здесь S — энтропия, p0 и i0 — равновесные значения плотностей массы и 
момента инерции среды, щ и срг — соответственно векторы малых смеще­
ния и угла поворота частиц среды. Величины я  $  представляют неприводи­
мые части (шаровые, бездивергентные симметричные и антисимметричные) 
двух тензоров деформации aih и y ih:

aih =  +  еш срг, y ik =  ikhФ*.

Выпишем в явном виде
я«* =  y8ih, nfk o8ih-, у =  iktфг, а =  Иг,щ\

( 3 )Я,-*' ■ y¿k i TT( 4 ) _ _ ' ( s ) .  тт( 5 ) _ л,(а )  _ ( 6 )  _  (а)
ПЦг — @ik у ^lik —y¿k у 3T¿k — ^ ik •
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] [ 1к, Р ¡к и ©— тензоры сторонних обычных и моментных напряжений 
и сторонняя температура. Смысл коэффициентов Ь А и х следует из 
выражений (3) работы [1].

Отметим, что при получении (1) пренебрежено имеющей место в общем 
случае зависимостью потока тепла от тензора деформации и соответствую­
щими взаимными эффектами. Наличие такой зависимости непосредственно 
следует из соображений симметрии (см. [3]).

Для определения флуктуаций скалярных параметров (у, а и 5) умно­
жим уравнения (1а) и (16) на ¿Д и свернем по индексу г. Присоединяя 
уравнение (1в), запишем в матричной форме систему трех уравнений:

\  - к Ч \
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—тЬ7 

гор 0+&2х'
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( 3 )

а ч =  а 2 +  2/За4, а н =  а х +  2/За3(а =  ¿г, ¿); Д Д  =  Д Д — 1/3^2бгй. Здесь тен­
зоры и Р ш представлены их неприводимыми частями. Решение (3) сно­
ва удобно записать в матричной форме:
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Здесь Аит-Гир и Д ,  — определитель и алгебраическое дополнение соответ­
ствующего элемента квадратной матрицы в левой части (3).

Полученная в (4) прямоугольная (6x3 ) матрица обобщенной восприим­
чивости представляет в соответствии с общими результатами ФДТ (флуктуа- 
ционно-диссипативная теорема) (см., например, [4]) часть корреляционной 
матрицы а гй спектральных амплитуд обобщенных координат хг. Их корре­
ляционные функции в (сок)-представлении определяются следующим образом:

< х 1х \ >  =  Я [а ;(1(со, К) — аи(ю, +  К)], Н = — (2я)4га> (5)

(здесь * означает комплексное сопряжение).
Матрица в первом слагаемом правой части (4) дает возможность вычис­

лить флуктуации скалярных параметров. Для у я 7 н о =  п2 имеем

< я гя ;- >  =  Н№
А„ А .

А АИТ.ГИР -4И Т .Г И р
(6)
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Более сложное строение имеют корреляторы, содержащие энтропию. 
Однако вывод их следует непосредственно из (4).

Наличие второго слагаемого в (4) показывает, что скалярные и тензор­
ные параметры не являются статистически независимыми, у, о и 5 корре­
лируют с у,-й) и оЙ>.

В [1] на примере коррелятора плотности показан переход к простран­
ственным переменным для нулевого момента времени. Существенно, что в 
гиротропной среде пространственные корреляции имеют нелокальный ха­
рактер. Размеры пространственной неоднородности, обусловленные гиро- 
тропностью среды, имеют порядок 1СГ7 см.

Для негиротропной среды из условий симметрии следует, что

Ь1 =  Ья =  Ьъ =  0, й2 =  =  йв =  0, =  О, I, =  0. (7)

В этом случае выражения (4) упрощаются:
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Здесь
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(8а)

(86)

(8в)

(9а)

(96)

являются определителями двух подматриц, на которые распадается квадрат­
ная матрица левой части (3) при переходе к негиротропной среде. В этом 
случае пространственные корреляторы являются локальными, «т и 5  уже 
не коррелируют со вторым тензором деформации, но у коррелирует с

Из (3) и (9) следует, что в гиротропной среде продольная звуковая вол­
на и волна вращения взаимосвязаны; в негиротропной же среде эти волны 
распространяются независимо.

Для определения флуктуаций тензорных параметров умножим (1а) и (16) 
на ¿ку В полученные два уравнения (первое и четвертое в (10)) входят че­
тыре комбинации искомых неизвестных 1к^иь Иг}<рг, к р 1ЫкКщ, к]еш кьц>1. Умно­
жим эти уравнения на кт&пц, свернем по индексам г и / и переобозна- 
чим индексы. В результате замкнутая система уравнений имеет вид

Ае ЬВ 0 1/2к2 (Ь3+ Ь ъ) \ /  И^щ
А| 1/2 А2 (¿4 4Ч) А2 (Ь5+с1в) }11 *Ч;АФг0 \ /2 к 2(Ь3+ Ь ь) Ар к \ И Ь р ш к кщ

2 (¿4 34) 5̂ + ̂6 К А; ) V Ч'Фг
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— 1Ь&ыЬкК (—■П,„)
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( 10)

АР =
а'

■ р0со2 +  1/2/г2 (Ь4 +  6а), А; =  — ¿„(О* |- 2й6
а,

ко/г -¿>7 
0

6 О
^ — тк~2с17

1/262 (с13 +  с/5),
п , 1/6а3-— 1/2с15, а" =  а 2 +  1/6а4— 1/2а6( а = А  ¿).

Из (10) легко определяются А -Ыг и ¿&/рг, а затем согласно (2) и с ис­
пользованием (4) записываются выражения для о,-5*, у,-}^, сг)“* и у )у Э ти  вы­
ражения вместе с (4) позволяют построить полную корреляционную матри­
цу спектральных амплитуд обобщенных координат для гиротроп ной изотроп­
ной сплошной среды. Использование (5) дает решение задачи о тепловых 
флуктуациях.

Приведем здесь в качестве примера решение для изотропной негиротроп- 
ной среды. В этом случае (10) упрощается и принимает вид

( др ¿в 0 0 '
1 Аг 0 0
11 0 0 Ар №Ье
V о 0 \

) - ¿А [Ь7( -
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I

I
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Очевидно, что при переходе к негиротропной среде система уравнений 
(11) распадается на две независимых подсистемы с одинаковыми определи­
телями. Это соответствует появлению вырожденных решений волнового урав­
нения (см. [ 1 ] )■

Решим систему (11) относительно </г,щ и ¿й/рг:
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Из (116) получим
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Комбинируя (12), найдем выражения для симметричных и антисиммет­
ричных частей тензоров деформации:
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Здесь приняты обозначения

А = А А - * ■2ь1> (14)

«я
спт 1

\kjkjfiim Г ± к']кпРп1 ¿  А ̂ Т)А'п) >
^пт 4

(15а)

ап
с°пт 1

А А А ш А т ± ^ А 77А  71Т" А^ттАт1 )>
^пт 4

п Рптп
РЦ

1
Л [ ( А 1 1 ¿А8 Л)тп) А А ± ( А егЛп +  *А8Лп) М пг ] ,

^тип
(156)

п Рпт _пн
Ппт

1
4 [ (А«'¡ /т  А ®7*Лт) ± (1 п *А8Якт») к^к.т ]

При получении выражений (13) были использованы тождества

П Л ^ п т  — 1/4&2 (*А‘8«т1771 1/4£ (¡■кп&Цт ¿&т Е̂ ;п),

Рн^пт 1/4^ ((&ув¡пт "Ф" ^А^тпт?) 1 /2 ^^ 1 ^ епт(,
(16)

Ч'ЛРпт ~  1/4А (¿кп&цт -ф- 1ктЕцп) -ф- 1/2

^Н^пт =  1/4А" (6/7(<ф-ш б̂ тобгп) 1
Для доказательства этих тождеств достаточно воспользоваться соотноше­

нием
¿ А  =  — 8ы8/< Р А*,)- (17)

Выражения (8) и (13) позволяют построить полную матрицу спектраль­
ных амплитуд обобщенных координат.

В соответствии с (5) выпишем в явном виде корреляционные функции 
флуктуаций 5 , о1к и у и, для изотропной негиротропной среды.

Флуктуации скалярных параметров

. а (г >  =  д а  ( т±ы__„ .  с . ) ,

<  уу* >  =  НИ2 (1 /Аит — к. с.),

; 55* >  =  Нк2 /
I А

— р0со2 +  к2 Ьч — и
(18)

— к. с. Г
<  05* >  =  — Нк* Хб7 | Я*/о

7̂̂ИТ
<  сгу* >  =  <  8у* ~> =  0.

В соответствии с ФДТ выражения для корреляционных функций дают 
возможность установить соотношения взаимности между коэффициентами, 
описывающими свойства среды [4]. Так, исходя из требования веществен­
ности коррелятора < 0 5 *  > ,  в случае изотропной негиротропной среды 
имеем

/2 — Ьг (19)



92 В. С. Вихренко

Соотношение (19), выражающее известный^ термоупругий эффект, будет

Й ^ р и ы х  и тензорных парамет-
ров определяются выражениями

< о о ; г > = н р ; ( ^ ± ^ - к .  с . ) ,
\ ^ИТ '

< * Г > -«***(£-«• 4
<  УчТ*  >  =  Я * А  ( 1/Л"т — к- с-

(20)

: 7 < >4 - Я 1 & ;е , ;г  (1 / Д и т  ■+■!<• с )-

Наличие центра симметрии (негиротроппая среда) приводит к тому, что 
флуктуации некоторых параметров некоррелированы друг с другом. Так,

0 "н5„жНее З Е Я Е ” ^ 5 '  симметричных
И антисимметричных частей тензоров деформации.

Для первого тензора деформации
< а 1у5> О та >

= н

н

-----—/г,£г&„6
д  Г ”  пт к*

____ , , к ¡к, к,.ктЦ а пт . о П | I .1 I п т
НИР,) +  к2К

/г2Аит
к. с.

0£у >̂/шг (21)

А,- —  2 Ь в +  2  2 А р - к % \

А &2А

< а Т  в % '>  =  Н ^ п ,

ала,,, < Ь^уи^и^кит I
к Аит J

к. с.

А; — 2 Ьа к. с.

Для второго тензора деформации

=  Н А Р

<Т</(,) 7 т Г  >  =

г д ___ Lb.fc.fe & -]----- V  /г,Лг;й,Д
д  ^  1 к2\ т

< у \?  у№  >  =  НаЦапт (Ар/А — к. с.), 

< у ^  >  =  Н1̂ пт(Ар/ А - к .  с.).

т -к. с.},

( 22)

Корреляционные функции перекрестных флуктуаций первого и второго 
тензоров деформации имеют следующий вид:

<  о ;г  >  =  н^лРпт  (&«/д + • к- с-)- 

< о Т  у№  >  =  Я ^ пга(Ь6/А +  к - с-)’

< о { / ) У т п *  >  =
(23)
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—  H j i P n m  1
2 \  —  к г , ,п _ 1_ к  \

1’ i k f i j u
« ,,« m /

k 2A  ' ' ) /с  [  ;

< < > Ути >  =  —  Н К ф п т  j
2А Р — 

/¿-А

K. c.

Здесь использованы свойства симметрии выражений (15):

Ьц̂ пт. (к) =  ( — к). $папт (к) =  «пт^Л* ( “  к).
а^апт (к) =  аптаи ( — к), рн рпт (к) =  — рптрц (— к), (24)

Рн^-пт (к) =  — ПптРа ( — к), пя ппт (к) =  — ПптПц ( — к).
Автор выражает искреннюю благодарность Л. А. Ротту и В. Б. Нем­

цову за интерес к работе и обсуждение.
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