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Л.Д. Яроцкая, доц., канд. физ.-мат. наук (БГТУ, г. Минск) 

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ СУММЫ МОДИФИЦИРОВАННЫХ 
ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ 
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Многие физические процессы описываются уравнениями в 

частных производных, решение которых методом разделения пере-

менных в полярных координатах часто приводит к обыкновенным 

дифференциальным уравнениям специальной структуры, описанных 

Ф. Бесселем.   

Для модифицированного уравнения Бесселя [1, 7.2.2.11]  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
ν 0,z w z z w z z w z¢¢ ¢+ - + =  1) 

где z – комплексная переменная, n – параметр, который может 

принимать любые вещественные или комплексные значения, общее 

решение может быть записано в виде 

( ) ( ) ( )1 ν 2 ν ,w z C I z C K z= +  

где 1C  и 2C  произвольные постоянные, а модифицированный 

функции Бесселя ( )νI z и ( )νK z  определяются формулами: 
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где ( )sG  – гамма-функция Эйлера. Если n не является целым числом, 

то функции ( )νI z  и ( )νI z-  являются двумя линейно независимыми 

решениями уравнения (1). 
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Функции Бесселя могут быть представлены обобщенным гипер-

геометрическим рядом
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содержащий в числителе p, а в знаменателе q параметров, коэффици-

енты которого определяются символом Похгаммера

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
0

1 1 , 1.
k

a k
a a a a k a

a

G +
= + + - = =

G
(((( k(((

В частности,
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Ряд в правой части абсолютно сходится при всех z, если .p q£
Если ν n= – целое положительное число, то первые 1n- членов 

бесконечного ряда, определяющего ( ),nI z- обращаются в нуль, по-

скольку гамма-функции, стоящие в знаменателе этих членов, имеют 

полюс. Остающиеся гамма-функции могут быть заменены факториа-

лами, в результате получаем
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Заменяя здесь k на ,n m+ 0,1,2, ,m = , получаем

( ) ( ).n nI z I z- =
4)

При целом ν n= функция (3) определяется следующим образом:
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Функции Бесселя и модифицированные функции Бесселя сво-

дятся к линейным комбинациям элементарных функций тогда и толь-

ко тогда, когда n является половиной нечетного числа или, кратко го-

ворят, полуцелым числом [1]. Найдем предварительно значения функ-

ций ( )1

2

,I z
±

для чего положим в (2) 
1

ν
2

= ± и воспользуемся для пре-

образования рядов формулой удвоения гамма-функции
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В результате получим
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и, аналогично,
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Далее, учитывая определение гиперболических функций ch z и 

sh ,z для суммы модифицированных функций Бесселя имеем выраже-

ние
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Возможность выразить модифицированные функции Бесселя с 

любым полуцелым параметром через элементарные функции следует 

из рекуррентной формулы [1]
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пользуясь которой можно последовательно получить:
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и т.д. Можно показать, что 
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Функции Бесселя допускают интегральные представления с по-

мощью системы определенных и контурных интегралов, которые ча-

сто встречаются при решении задач теоретической и прикладной ма-

тематики. Для рассматриваемой суммы модифицированных функций 

Бесселя справедливо представление [2, п. 10.12]
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Отметим, что несобственный интеграл в (5) при ν τ,i=
τ ,+Î ,+ определяет специальную функцию двух действительных пере-

менных
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 ( ) ch
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– ядра интегрального преобразования, введенного в работе [3], в связи 

с решением интегрального уравнения второго рода с двумя ядрами 

типа свертки Конторовича – Лебедева. Кроме того, в работе [4] изуча-

лись свойства преобразований по индексу, порожденных двойствен-

ной формулой 
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Там же показано, что интеграл (6) выражается через функции 

гипергеометрического типа следующим образом 
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Справедливо представление интегралом Меллина-Бернса вида 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

γ ν ν
2 2

ν ν 1 1
γ 2 2

1
,

4 1

si

i

s sz
I z I z d s

i s s s s

-- ¥

-
- ¥

G - + G +æ ö+ = ç ÷ G G + G - G -è ø
ò  

где ν
2

Re γ 1- < < . Оно может быть получено путем вычисления инте-

грала с помощью вычетов подынтегральной функции или применения 

формул [5, 8.4.51]. 

Отметим, что многочисленные результаты, относящиеся к тео-

рии специальных функций, можно найти в справочнике [5] или на 

сайте Wolfram Functions Site. 
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