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ОДНОРОДНЫЕ ПОДМНОГООБРАЗИЯ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОЙ 
АФФИННОЙ И ПРОЕКТИВНОЙ ГЕОМЕТРИИ
This paper is devoted to the description of all locally homoge­

neous submanifolds in four-dimensional affine and projective geome­
tries whose symmetry algebras are of dimension >4. Among these 
submanifolds, we distinguish those whose symmetry algebras act lo­
cally transitively on the four-dimensional affine and projective space 
and have a finite number of orbits. The methods used in the present 
paper are distinct in the sense that homogeneous submanifolds are 
classified here by purely algebraic means, using the algebraic analog 
of the moving frame method.

Введение
Работа посвящена описанию локально-однородных гиперпо­

верхностей в четырехмерной аффинной и проективной геометрии, ал­
гебры симметрий которых имеют размерность > 4 .  Однородные под­
многообразия являются интересным и важным подклассом в классе 
всех подмногообразий в однородных пространствах, и задача их клас­



сификации активно обсуждалась в математической литературе начи­
ная с конца прошлого века.

Лучше всего изучены однородные подмногообразия в аффинной 
и проективной геометриях размерности < 3 .  Так, еще Софус Ли опи­
сал однородные подмногообразия в трехмерной комплексной проек­
тивной геометрии [6]. Классификация однородных поверхностей для 
трехмерной унимодулярной аффинной геометрии представлена в ра­
ботах [4, 8, 9]. В последние годы получено описание однородных по­
верхностей в трехмерной аффинной геометрии [3] (см. также [1], где 
классифицированы все однородные поверхности с нулевым инвариан­
том Пика) и в трехмерной проективной геометрии [7, 2].

Однако при переходе к четырехмерным аффинной и проектив­
ной геометриям возникает ряд трудностей, связанных с резким увели­
чением объема вычислений и громоздкостью конечного результата. 
Так, в этой работе ограничимся описанием однородных поверхностей, 
алгебры симметрий которых имеют размерность > 4 ,  то есть наиболее 
симметричных поверхностей. В частности, в этот класс попадают все 
цилиндры и квадрики. Теоремы 1 и 2 данной работы дают полный 
список остальных однородных поверхностей из этого класса (27 по­
верхностей в проективной геометрии и 33 поверхности в аффинной 
геометрии).

Отметим, что аналогичные классы однородных поверхностей в 
трехмерном случае (т.е. с алгеброй симметрий размерности > 3 )  ис­
черпываются цилиндрами, квадриками и

3
поверхностью Кэли 2 -  ху  + X /3 в аффинной геометрии;

3 Уповерхностью Кэли и поверхностью Энриквеса (z-xy+x /3) = 
=8/9(у-х2/2 /  в проективной геометрии.

Рассматриваемая в работе задача тесно связана также с описа­
нием аффинных и проективных действий, имеющих нетривиальную 
открытую орбиту, и, в частности, таких действий с конечным числом 
орбит. Действительно, в этом случае размерность группы преобразо­
ваний не менее 4, и эта группа содержится в группе симметрий одной 
из орбит меньшей размерности. В случае, когда одна из орбит является 
гиперповерхностью, она попадает в рассматриваемый в работе класс 
подмногообразий. Таким образом, мы попутно получаем широкий на­
бор примеров действий с открытой орбитой и конечным числом орбит.

Особенностью методики, представленной в данной работе, яв­
ляется использование чисто алгебраических методов описания одно­



родных подмногообразий. Для решения проблемы используется алгеб­
раический аналог метода Картана подвижных реперов, описанный в [3].

Методика классификации

Пусть М  — однородное пространство, снабженное транзитив­
ным действием группы Ли G , и пусть L — вложенное подмногообра­
зие в М. Будем предполагать, что действие G на М  локально эффек­
тивно, и отождествлять алгебру Ли g группы Ли G с некоторой по­
далгеброй алгебры Ли векторных полей на М.

Алгеброй симметрий подмногообразия L называется подалгебра 
sym(L) алгебры g, определенная следующим соотношением:

sym(I) = { X  e g  | Хре  ТрL для всех ре. L).
Пусть L— замкнутое локально-однородное подмногообразие в 

М. Тогда группа симметрий, определенная соотношением

Sym(L) = {g e  G  | g.L=L),

является подгруппой Ли группы G и sym(L) совпадает с соответст­
вующей подалгеброй алгебры g. Более того, L является однородным 
тогда и только тогда, когда Sym(L) действует транзитивно на L. Но в
общем случае это не совсем верно. Например, если G — группа всех 
параллельных переносов на прямой и L — открытый интервал, то 
sym(L) = g, но Sym(I) тривиальна.

Пусть h — произвольная подалгебра в g и Н  — соответствую­
щая связная виртуальная подгруппа группы G . Тогда орбиты Н  могут 
быть рассмотрены как вложенные подмногообразия в М. Говорят, что 
L является орбитой подалгебры h через точку р  еМ, если L — связное 
открытое подмногообразие (во внутренней топологии) орбиты Н, 
примененной к точке р, и peL . Конечно, орбита h через точку р еМ  
определяется не однозначно, но любые две орбиты совпадают в неко­
торой окрестности точки р.

Таким образом, чтобы найти соответствующее однородное под­
многообразие L, нужно найти для h связную виртуальную подгруппу
Н  группы G и ее орбиту через фиксированную точку.

Рассмотрим пример построения подмногообразия по его алгебре 
симметрий. Пусть g=sl(5,^), M=RF*. Пусть, далее, h имеет вид



(0 0 Z 0 JC \
Z t х  12 0 У
0 0 - t 0 Z x ,y ,z , te R
0 Z У It 0

1° 0 0 0 - i t ;

и нам известно, что это алгебра симметрий некоторого подмногообра­
зия, проходящего через точку oeRP4, записываемую в проективных 
координатах как о-[0:0:0:0:1].

Найдем уравнение, задающее это подмногообразие. Проектив­
ное преобразование

(х\ :х2:х3:х4:х5) ------> {х4.х2:хх :х3 :х5)
приводит подалгебру к верхнетреугольному виду и оставляет на месте 
точку о. Виртуальная подгруппа HdSL(5,R) порождается матрицами 
вида ехр(А), где Х е  h (см. [5]). Нетрудно проверить, что в данном случае

r2t 0 0 0 0 4 r0 z 0 У 0"
0 t 0 0 0 0 0 z x/2 У

exp 0 0 0 0 0 exp 0 0 0 z X x,y,z,t e R
0 0 0 - t 0 0 0 0 0 z

0 0 0 - 2 ,0 0 0 0 0 J .

Тогда

Н.о ={[(z^l/4jcz2+l/24z4)e4t:(>+3/4zx+l/6z3)e3t:(x+z2/2)e2t:zct : 1]}
Таким образом, параметрически в аффинных координатах ис­

комая поверхность записывается в виде

х } = (ту + l/4xz 2 +  l/2 4 z4 je 4t,

х 2 = (у + 3/4zx + l/6 z3 ,

x з = (x + z 2/2^je3t,

x 4 = ze1.

Выражая из трех последних уравнений системы переменные 
х,y,z и подставляя их в первое уравнение, получаем 

х}=Х2Х4- 1/2х3х42+ Шх4



X4=jĉ 3- 1/2xiJC32+ 1/8jc34.

Проективное преобразование

(*i, x2, xx x4) ------ > (-4xlr Sx2, xx 8x4)

приводит поверхность к более простому виду:

X4=*2X3+JtiJt32+.r34.

Пусть L — орбита подалгебры h. Тогда, конечно, hczsym(I). 
Легко видеть, что L локально-однородно. Но, вообще говоря, sym(L) 
больше, чем h. В работе [3] приведен критерий того, когда h=sym(L). А 
именно, пусть а — фиксированная точка на М  и L — орбита h через 
точку а. Определим подалгебру goCg и построим цепочку подалгебр 
go=3giiD... следующим образом: g0={X eg|X a=0}, gn+i={xeg„| 
[x ,h ]egn+h}. Тогда sym(L)=g qo +h и подалгебра sym(L) является наи­
большей из подалгебр а таких, что h a  a d  g+h. Отсюда следует, что 
подалгебра hczg является алгеброй симметрий некоторого одно­
родного подмногообразия L, содержащего а, тогда и только тогда, ко­
гда либо goo cih, либо каждая подалгебра в g, содержащая h и содер­
жащаяся в g+h, совпадает с h (эти условия эквивалентны).

Будем полагать, что две подалгебры алгебры g эквивалентны, 
если они могут быть преобразованы друг в друга с помощью элемен­
тов группы Aut(g,g0).

Пусть Vn=(h+gn)/gnc g /g n для всех n, a pn:g->g/gn и 
tn:g/gn+i -+  g/gn —  естественные проекции при всех п. Для данного под­
пространства Vn обозначим через Gn+i подгруппу g+h в Aut(g,g0), со­
стоящую из всех автоморфизмов, которые сохраняют подалгебру gn и 
при индуцировании на g/gn сохраняют подпространство Vn.

Алгоритм описания всех алгебр симметрий однородных подмно­
гообразий в М  (см. [3]):

1. Опишем все подпространства Vo в g/g0 (с точностью до пре­
образований, индуцированных элементами группы Aut(g,g0)).

2. Для каждого подпространства Vn, найденного на предыдущем 
шаге, найдем подалгебру gn+i, подгруппу Gn+i и подпространство 
W=tn-J(Vn) в g/gn+ь Если gn+1 + gn, опишем все подпространства Vn+i в 
W, для которых выполнены условия:

[-] Vn+i является дополнительным к ker tn=gn/gn+i;
[-] Vn+i удовлетворяет условию: для любых двух элементов 

x+gn, y+gn е V„ элемент [х,у]+ gn.j принадлежит подпространству Vn_|.
Затем повторяем этот шаг снова.



3. Если gn= gn+i, найдем h=pn !(Vn) в g. Если h является подал­
геброй, то h является алгеброй симметрий некоторого однородного 
подмногообразия. Более того, таким образом могут быть получены все 
алгебры симметрий.

Поверхности в проективной геометрии
Применяя алгоритм к случаю g=sl(5,i?), М  - RPА, получим клас­

сификацию:
Теорема 1
Всякое трехмерное локально-однородное подмногообразие в R r , 

алгебра симметрий которого имеет размерность > 4 , либо является 
открытым подмножеством цилиндра или квадрики, либо эквивалентно 
открытому подмножеству одного из следующих подмногообразий:

(1 ) х4= в д 2+х2х3;
(2) ХЛ= Х ХХЪ2+Х2ХЪ+ Х ъ \
(3) х4=х{2х3+х2х3;
(4) jc4=jc 1 2+х2х3+х33;
(5) х4 =х\2+х\хъ2+х2хт,+а х34;
(6) X22+ x \X^2+ X iXa- Q ,  Л'1>0 v  x i<0 ;
(7) х4(1+ х 2)=хх{х2 - х32)+2х2х3; -
(8)  х1+хзх4±д:22+х4а=0, а~ 2-а, аФ-1,0,1,2,3;
(9) Х\+ХуХ4 ± х2 +(l+x42)eaarctg*4=0, а—а, а * 0;
( 10) JCi+*3X4+ х22+х41п х4=0;
( 11) Х1+Хз.г4+ x22+(l+x42)arctg х4=0 ;
(12) xi+xyc4+ х22 ± In х4=0;
(13) х1+хус4+ х2 ± ел4=0;
(14) x22+xix3=x4a, а~ 2-а, аФ 0,1,2;
(15) x22+XiX3=(l+x42)eaarctgJf4, а—а, аФ 0;
(16) х2 2+х1х3=ел;4;
(17) x2+xix3+ln х4=0;
(18) х2+Х\Х3+ех4=0;
(19) x2+XiX3+x4ln х4=0;
(20) х2+Х]Хз+ х4а=0, аФ 0,1,2;
(21) ±(xi2+x2 )+x32=x4a, а~2-а, аФ 0, 1,2 ;
(22) ± (x ,2+x22)+x32=(l+x42)eaarct8Jc4, а—а, аФ 0;
(23) ±(Xl2+x22)+x32=ex4-,
(24) ХзХ4=± (х[2+х2*)+х4а, аФ 0,1,2;
(25) хзх4=±  (х\2+х22)+х42\п х4;
(26) х3= ± (Х)2+х22)+еА4;
(27) х3= ± (х12+х22)+х41пх4. Г  <̂  /  V  J  У

1 I 8 Я I Я Т 3 К 4
.< & • - о •:.; т sa&mtifTautz

j у г ,.



Замечание. В случае (6) поверхность имеет две связные компо­
ненты, определяемые условиями Х]>0 и Х]<0, которые, как следует из 
доказательства, не являются проективно-эквивалентными. В дальней­
шем мы будем обозначать эти связные компоненты через (6,+) и (6,-) 
соответственно.

Поверхности в аффинной геометрии
Классифицируем теперь трехмерные однородные подмногооб­

разия в четырехмерном аффинном пространстве, применяя классифи­
кационный алгоритм к случаю g=aff(4,i?), g0=gl(4), Классифика­
ция проводится аналогично классификации подмногообразий в проек­
тивной геометрии. Проводя классификацию по алгоритму, получаем 
следующий результат:

Теорема 2
Всякое трехмерное локально-однородное подмногообразие в R4, 

алгебра симметрий которого имеет размерность > 4, либо является 
открытым подмножеством цилиндра или квадрики, либо эквивалент­
но открытому подмножеству одного из следующих подмногообразий:

(1) x22+xix2x3+x4xl2=0;
( 2)  х 4= х 1х 32+ х 2х 3;
(3) х4=х[х32+х2х3+х34;
(4) х4=х}2х3+х2х3;
(5) x4x3+xix32+x22=0;
(6) х4=х\2+х2х3+х3 ;
(7) x4=xl2+xix32+x2x3+a х34;
(8) х22+х\х32+ххх4=0, Xi>0 v  Xj<0;
(9) xi+xyx4± x22+x4a=0, аФ 0,1,2,3;
( 10) Х1+Х3Х4+ х22±х4\п jc4=0;
(11) Х1+ХзХ4+х2 ± ln x 4=0;
( 12) X1+JC3X4+ х2 ± x42ln jc4=0;
(13) Х1+Х3Х4+ х2 ± е'г4=:0;
(14) х2 +х\х3=--х4 \  аФ 0,1,2;
(15) х2 2+XiX3=qx4;
(16) х2х4+х\х3+ х42Ы х4=0;
(17) х2+х\х3+\п х4=0;
(18) x2+*i*3+ev4-0;
(19) х2х4~̂ х 1 дг3+х41п а'4=0;
(20) JC2+xi*3+*4ln х4=0;
(21) х2+х\х3+ х4а=0, аФ0,1,2;
(22) х2х4+Х]Х3+ х4а=0, аФ 0,1,2;



(23) ±{xx2+x22)+x42=xAa, a * 0,1,2;
(24) ±(Xl2+x22)+Xi2=ex4;
(25) Jtpc4= ±  {x\2+x2 )+x4a, аф 0,1,2;
(26) x3=±(xi2+x22)+x4a, a*  0,1,2;
(27) x^x4=±(xi2+x22)+x42\n jc4;
(28) хт=±(х2+х2 )-\п x4;
(29) хт г±(х2+х22)+ехЛ\
(30) ХзЛ4= ± (JC) 2+x22)-x4!nx4;
( 31)  X j - ±  {Х \2+Х22)+Х4\Ш 4\
(32) (X\Xi2-Х4Х2хъ+х4 !Ъ) 2=-%19{хрс2-х42 12) 5;
(33) ХЛХ2ХЪ+Х1Х4+Х2 =0.
Замечание. В случае (8) поверхность имеет две связные компо­

ненты, определяемые условиями xi>0 и xj<0, которые не являются 
проективно-эквивалентными.

Анализ результатов
Сопоставление результатов классификаций
Сравним полученные классификации для аффинной и проек­

тивной геометрий. Группа аффинных преобразований конечномерного 
пространства естественным образом вкладывается в группу преобра­
зований проекгивизации данного пространства. Следовательно, всякое 
аффинно-однородное подмногообразие является проективно­
однородным, но некоторые аффинно-неэквивалентные подмногообра­
зия являются проективно-эквивалентными. В теореме 2 проективно­
эквивалентными являются следующие пары подмногообразий: (1) и 
(2), (4) и (5), (6) и (9, а=-1), (9, а) и (9, 2-а), (10,+) и (10,-), (11) и (12), 
(14, а) и (14, 2-я), (16) и (17), (19) и (20), (21) и (22), (23, а) и (23, 2-а), 
(25) и (26), (27) и (28), (30) и (31). Подмногообразиям (32) и (33) соот­
ветствуют проективные цилиндры. С другой стороны, поверхности
(7), (9), (11), (15) и (22) из теоремы 1, которые отсутствуют в теореме 
2, не являются аффинно-однородными.

Действия с открытой орбитой
Выделим из найденных аффинных и проективных действий те, 

которые имеют открытую орбиту и, в частности, имеют конечное чис­
ло орбит. У приведенных выше подмногообразий в случаях (1)-(7) 
теоремы 1 и случаях (1)-(8) теоремы 2 алгебры симметрий действуют 
с конечным числом орбит. Кроме этого, алгебры симметрий квадрик 
имеют конечное число орбит. Далее, алгебра симметрий цилиндра 
имеет конечное число орбит тогда и только тогда, когда алгебра сим­
метрий основания этого цилиндра имеет конечное число орбит. Заме-



тим, что основание является поверхностью в пространстве меньшей 
размерности, а все такие подмногообразия классифицированы в рабо­
тах [3, 2]. Итак, классифицированы все локально-однородные гипер­
поверхности в четырехмерной аффинной и проективной геометрии, 
алгебры симметрий которых имеют размерность не менее 4 (с точно­
стью до аффинной и проективной эквивалентности соответственно). 
Отдельно выделены подмногообразия, алгебры симметрий которых 
имеют открытую орбиту и, в частности, конечное число орбит. При 
классификации для каждой поверхности найдена ее алгебра сим­
метрий.
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