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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОГО 
ГАМИЛЬТОНИАНА ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ГАУССА

Выбор эффективного гамильтониана, являющегося функционалом 
от поля плотности параметра порядка [1], составляет первооснову фено­
менологической флуктуационной теории [2]. Если эффективный га­
мильтониан рассматривать (как первое гармоническое приближение) 
в виде квадратичной формы в распределении Гаусса, то теория сразу же 
сталкивается с неизвестной матрицей коэффициентов, определяющей 
указанную квадратичную форму. Имеющая место неопределенность, 
как будет показано, может быть разрешена статистически в рамках гиб­
бсовского формализма. Эта цель достижима не только для гармониче­
ского приближения, но и с учетом последующих членов разложения — 
ангармонизмов различного порядка.

В [3] было показано, что в развиваемой теории эффективный га­
мильтониан флуктуаций плотности может быть представлен как гамиль­
тониан парных взаимодействий квазичастиц, находящихся во внешнем 
поле. При этом квазичастицы представляют собой флуктуации плотно­
сти в молекулярных ячейках, на которые мысленно разбит весь объем 
системы. Для указанных квазичастиц определены как соответствующие 
корреляционные функции (унарная, бинарная и т. д.), так и определяю­
щие их интегро-дифференциальные уравнения. Теория получается в ви­
де далеко идущей аналогии с теорией коррелятивных функций условных 
распределений [4].

Эффективный гамильтониан флуктуаций плотности Q{пД может 
быть представлен в виде разложения по одночастичным ЧДхД, двух­
частичным ¥  (X’i, Xj) и т. д. эффективным потенциалам
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где Ой определяет плотность р& в ячейке объема со с номером k(pu =  
=  п/г/(о); о — среднее значение; Хг — щ—п, а фигурные скобки обозначают 
совокупность значений плотности по всем ячейкам системы.

Если далее через Wi(Xi) и We (xit x!j) обозначить соответственно унар­
ную и бинарную функции распределения флуктуаций плотности (услов­
ные пространственные корреляционные функции), то первое уравнение 
бесконечной цепочки зацепляющихся интегро-диффереициальных урав­
нений имеет вид

dxt
]_
0 dxt ИМ**) +

J_  V 4  Г д ¥ (х г, Xj)
0 2 j  J  дхл

xj
W2 (хі, Xj) dxj =  0. (2)

Напомним, что W\ и W2 имеют смысл условных функций распреде­
ления, когда вероятности флуктуаций в одной и двух избранных ячей­
ках определяются при соответствующем дополнительном условии, накла­
дываемом па распределение флуктуаций во всех остальных ячейках. 
Это позволяет строить теорию флуктуаций в порядке последовательных 
приближений, па чем п основан статистический метод условных рас­
пределений. В данном случае рассматривается аналог первого Ец-при- 
блиЖения, когда в каждой молекулярной ячейке может быть не более 
одной частицы (Os I).
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Как было показано в [3], распределение по переменным л:/, имеет вид 

Z {xh} =  A exp J— , (3)

где Q {xfe} =  Q {нй} — Q(n), A =  Z~1expj — a Z — большая стат-

сумма, вычисленная с учетом флуктуаций плотности.

Используя разложение по степеням х'і , можно в первом приближе­
нии ограничиться распределением Гаусса

Рг/ г̂хД > (4)
«./= 1

где коэффициенты (Яд являющиеся функциями положения ячеек в кон­
фигурационном пространстве, подлежат определению.

Воспользуемся общим выражением для эффективного гамильтониана 
плотности (см. (1—4) из[3]):

N

Q {% } =  — 2  +  9 In Gt {nh}), (5)

Gt Ы  =- аЛ-1 пТПі (1 -  ПіГ ^ О І ' 2 Ы ,

который является функцией N переменных nh (функционалом при 
N-*-оо), задающих поле неоднородного распределения плотности. Вели­
чина Пі является локальной концентрацией частиц «двухкомпонентной» 
системы, образованной из молекул изучаемой чистой системы (частицы 
сорта а) и невзаимодействующих частиц сорта Ь, находящихся в пу­
стых ячейках (N = N a +  Nb).

Явное выражение для Gi{rik} получается путем обобщения процеду­
ры расчета конфигурационного интеграла однородной системы (см. 
гл. V [4]) на случай неоднородного распределения плотности. Зависи­
мость Qi{tih} от поля плотности передается выражением (IX.20) из [4], 
которое в случае трехмерного неоднородного распределения плотности 
будет иметь следующий вид:

N

&Ы= П № 2п‘ 1[ П {Qi,y 10л($)п*"/, (6)
U=a,b іФі[і,\=а,Ь
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г j N
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однородных системах [4, 5]):

exp ----- -̂фгі| =  пі ехР (-----j4>l/)} +  (1 - ri j) X
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( 10)
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( 12)

N

0 =  2  < д ,і (q1’ ч7> i) a f p > / +  c a (q7, і)б,n^l,] *
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(14)

смысл\ Pr ^ l Z y * ^ Kepa- УсР?днение в (12), (14) имеет тот же 
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of? _  < r < > . +  у  2  < > <*» -  2  2  <>(*'>'  < 0'!:’ > '**•

,00ч лтпптиается если воспользоваться результатом усред- 
Выражение (22) упрощается е<“ ивной функции F „ (q ‘, !)• Для
нения (12) с помощью унарнои РР проинт^рирУем по q‘ в преде- 
Г Г я ч Г к Г Г п ^ н ’и м ^ о  внимание (13. И ), полу,нм

« Ві,а%' > ; > « - <  4 ’ > 1 -  < > ' -  < ° !г’ > ^ ( п ‘ ““ } ' ' { >  ”
< Си (q1, 1)>1 =  0, (24)

N
V

k~i,j< f j i '  > j < a l p  > i 

Из последнего уравнения следует, что

( ( S 1 < fp 4 T ’ >Л- (25)

JV лг
V  а т м ? > =  2  (26)

h^i.i
: ^

кфі.і

_Qy
Q/Q?

И после подстановки в (22) запишем окончательно

L  =  V fn « > f [ i — 2 c < e t r > * +
Yf ' ІЧ 1 (27)

Выражение, аналогичное (27) получаете» и для

2& 2І2І иЖ " - - —  для эффективного гамиль- 
тониана плотности:

Q Ы  =  - 0  i  j i  -  »< ta » , — (1 — ».) И 1 -  "■>+ 1пС‘ (1> +
І=1 '

п г ш ( і  +  2  2  < а № > і Х р  ) + 2
V р=1 k A i . i  '

(28)

Разлагая логарифмы, содержащие линейные= по ■ < < > • * »
„ группируя отдельные члены, отвечающие за одно , двух Р 
ные взаимодействия флуктуации, запишем

Q {%} =  — QN +  1п&  0 )  +  ~2 2  1п < ^  > г/

\ V  («г +  пз — nin^
+

X

0 21 f (ir+ln Qi (1)) +*гln ( _  Xi) “ ( 1 + X i )  ln ( 1 + X i ) 'i—1 '

< a\h > , а д - - г 1п <f~‘ ] > ‘X'Xi +
I J i l//(Lft/el

+  -1 (< «15) > H - <e|? +  1 i ) v '
2
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(29)2 «£= 1 }ФІ рфі,і

, N  N  N
,(Р) (Р)

) г +  (  а Г  )  j )  х іх ) х р -

Сравнение (29) с представлением (1) для эффективного гамильто­
ниана флуктуаций плотности приводит в данном случае (п— 1) к сле­
дующим выражениям для двух младших эффективных потенциалов 
взаимодействия флуктуаций плотности (0 (1 )—‘Термодинамический 
потенциал 0  =  —PV  в первом /’Д-приближении метода условных рас­
пределений; Р — давление):

соQ (l )  =  - e - 4 - ^ -  +  lnQ +  - ^ 2 l n  < Д71 > г ] ,
N

т  (*,) =  -  0

ІФ1

- у  +  In Q ) Xt +  In (— Xi) — (1 +

N

-f- X t) ІП (1 -j- X i) -f- 2  ( a \h ) ix i

Y  (X i, X j)  — — 0 {[— In < f t }  ) i +  ( < a \ j' ) i +  ( a)i ) j )X i -(-y(l>

N

+  ( < dl? > г +  < cl}1/  > j ) xAxixi  +  2 У. < a\u > txtx}}.Ji) Ji)

(30)

(31)

(32)

Таким образом, полученные явные выражения для эффективных 
потенциалов гР создают реальную основу для практической реализации 
идеи о сокращенном описании в теории флуктуаций с помощью системы 
(2) для функций W, определяющих распределение флуктуаций плотно­
сти в объеме.

Осуществление такой программы в полном объеме требует привле­
чения ЭВМ для решения полученных здесь и ранее в 13] замкнутых си­
стем уравнений, определяющих эффективные потенциалы ЧР и "функции 
распределения W. Вместе с тем имеется возможность продвинуться 
дальше в аналитических расчетах (без привлечения ЭВМ), если огра­
ничиться для эффективного гамильтониана Q выражением в виде квад­
ратичной формы (в дальнейшем можно учесть вклад от ангармонизмов 
высших порядков). Для этого разложим Q как функционал поля плот­
ности в. ряд по отношению к наиболее вероятному полю, которое в 
квадратичном приближении совпадает с полем, образованным средни­
ми значениями лД в каждой ячейке (для гомогенных систем в отсутст­
вие внешних полей, очевидно; все xk= x  (k =  1, 2 ...)).

Выполняя это разложение и сопоставляя выражения (3, 4), получим
1 d2Q 1 / д2¥ (х ;)

Рг7 —

0

1

дХі

N

- sk~l
д2£і

_ - ±
[ xh ;=* 0 \

d2W(XiXk)

dxf

dxf 1 =  i, (33)

0 dxtdxj

xi ’xK=x

1 d*V(xh xj)

:xn'=x 8 dxt dxj . І Ф l-
xi .xj=x

/ ( )
Запишем далее окончательное выражение для коэффициента (4,;(/-/

ІЬ/ ІП </</>, 2 У, < а\1/ > , — 4 [ < а{/> > Н- < aiP > ,]х, (34)

Ю<)



который описывает взаимодействие между флуктуациями в двух точ­
ках Гг и Tj и поэтому (как будет видно из дальнейшего) определяет ха­
рактер корреляции между флуктуациями плотности.

Коэффициенты а)?\ определяющие эффективные потенциалы, удов­
летворяют системе (12). Структура этой системы указывает на то, что 
механизм взаимодействия флуктуаций плотности носит коллективный 
характер. Это особенно наглядно проявляется в случае одномерной за­
дачи, когда имеется один ряд из N ячеек. Предположим, что взаимодей­
ствие между частицами системы короткодействующее и поэтому рас­
пространяется только на частицы в соседних ячейках. Тогда в системе 
(12) от суммы по кф і, j останется только одно слагаемое при k = j+ \ ,  
так как отличны от нуля только те jcpjk (а значит, и а $ ) ,  для которых / 
и k являются номерами ближайших соседей. Если далее разложить 
B ij iy ,  Сц(Ч1)  и все a ff l( q l)  в ряды по смещениям частиц из центров 
ячеек (qf=r« +  Uj) и ограничиться нулевым приближением, то система 
интегральных уравнений преобразуется в систему линейных алгебраиче­
ских уравнений вида

a\l) =  B A l~ X) +  C A i-  (35)
Здесь а\ =  а<р> (0), В хш*Вц(0, 0, 1), а 1- 1 =<$> (0), С, =  С «(0, 1) оп­
ределяют значения соответствующих функций (см. (12) — (14)), вычис­
ленных в центрах ячеек (на это> указывает нуль, стоящий на месте со­
ответствующего аргумента). Нижний индекс отмечает тот факт, что все 
эти величины относятся к парам соседних ячеек. При переходе от (12) 
к системе (35) следует принять во внимание, что коэффициенты aW  и 
aj.Jp равны, если ячейки с номерами р и р' одинаково расположены по 
отношению к ячейкам ij и jk. Другими словами, эти величины как функ­
ции координат (а)?1=/(я*) и n((p=/(qj)) имеют один и тот же функцио­
нальный вид в «собственных» системах координат, связанных одинако­
вым образом с соответствующими парами ячеек. Здесь начало коорди­
нат совмещено с центром ячейки / для пары ij и с центром ячейки k  
для пары jk. Индекс I как раз и определяет положение ячейки р в со­
ответствующей собственной системе координат (для данного одномер­
ного случая р—j  — t, р—k =  l— 1, так как k — j + l  — ближайшие соседи).

Система (35) интересна тем, что имеет точное аналитическое реше­
ние (Ау — расстояние между центрами ближайших ячеек)

о, (ft) =  1С‘ ехр {“  ш ’ Ч  =  — ^  1" в .. '  >  о. д а
1 0, ft’ = i f t ( .  < < о ,

что И позволяет установить характер распространения взаимодействия 
флуктуаций плотности и его связь с межмолекулярным взаимодействи­
ем и коллективным поведением среды, описываемым коррелятивными 
функциями. В самом деле, для данной одномерной модели среды харак­
терно наличие дальнодействия во взаимодействии флуктуаций плотно­
сти (32) (34), (36), тогда как принятое межмолекулярное взаимодей­
ствие (В\ф 0, СіфО, B k и Ck= 0 при Ыфі )  распространялось только на 
молекулы в ближайших ячейках. Дальнодействие связано с эстафетным 
механизмом передачи возмущения от ячейки с номером I (или р в трех­
мерном варианте), в которой имеют место флуктуации плотности, на 
взаимодействие частицы в ячейке І с молекулами, распределенными в 
ячейке /. Это влияние на потенциал Фі і (qS {«ft}) описывается здесь с 
помощью коэффициентов а<?> =а«>, удовлетворяющих в случае одно­
мерной цепочки системе (35) и определяемых ее решением в виде (36). 
В результате, как это видно из (32), потенциал '1 г(хі, х ,), описывающий 
взаимодействие флуктуаций в ячейках <щ и со; (7=7 0̂• наряду с коротко 
действующей частью (выражение в квадратных скобках), отличном оі

ни



.ну-'ія только для ближайших ячеек, содержит еще и «длиннодействую- 
щпй хвост» вида (одномерная цепочка ячеек)

N

2  < alk > г XiXj =  CiXiXj exp {— k x (\y} — Уі\ — A у)}, j  ф  i. (37)
h /=і

Понятно, что все корреляционные эффекты будут непосредственно 
связаны с этой частью эффективного потенциала W(Xi, х,). Это видно 
на примере пространственного коррелятора флуктуаций плотности

< АщАп3 > =  < XiXj > — < xt > 2,

( xtXj у =  j* J  XiXjW., (x^Xj) dXidXj, (38)
xi xi

< xi > =  $XtW i{xi)dxt.
xi

Выражения для одночастичной и двухчастичной условных корреля­
ционных функций флуктуаций плотности, полученных в [3] после обры­
ва и замыкания системы (2),

w i ixi) =  С; exp І Ь - О  +  І *
L Іфі

Уй  Іх і) (39)

W, (xh Xj) =  Xu  exp j -  -1 j¥  (Xi) +  V (xj) +  W(xh Xj)

N

2  Yifc (■*<) +
M i , /  k

N

2  Yjk (xi) (40)

содержат, как это и должно быть, одночастичные ^(Х{) и двухчастич­
ные Xj) эффективные потенциалы взаимодействия флуктуаций
плотности, а также соответствующие им потенциалы уц средних эффек­
тивных сил. Последние находятся из решения замкнутой системы ин­
тегральных уравнений [3], ядра которых выражаются через потенциалы

И W ( X i ,  X j ) .

В силу сказанного выше заметим, что зависимость коррелятора 
флуктуаций плотности от взаимного расстояния Pj—г,, а значит, и его 
асимптотическое поведение определяются в первую очередь эффектив­
ным потенциалом Ч*(Хі , xj) (или коэффициентом р г j в гармоническом 
приближении), который существенно зависит от состояния системы в 
целом.

Summary

., s(atistical expression for the effective Hamiltonian as a functional of the den­
sity held is presented in a form of a series of irreducible one-, two-, ... particle effective 
potentials of interaction of quasiparticles. Density fluctuations are recognized as the 
quasiparticles. The explicit expressions for the lowest potentials in harmonic approxi­
mation specify the quadratic form for the effective potential that corresponds to the 
uaussian distribution for the density field. F
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А. О. ГРУБИЧ

К КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ КАНАЛИРОВАНИЯ

В работе [1] впервые было обращено внимание на то обстоятельст­
во, что спонтанные радиационные переходы каналирующих частиц ме­
жду уровнями (зонами) их поперечной энергии могут оказать сущест­
венное влияние на движение частиц в кристалле. В рамках классической 
теории указанное явление, заключающееся в изменении траектории за­
ряженной частицы под действием силы радиационного трения, а также 
многократное рассеяние и потери полной энергии каналируемых частиц 
рассматриваются в цикле работ [2—4].

В настоящем сообщении исследована область применимости линей­
ного решения классического уравнения движения, с помощью которого 
получены простые выражения, позволяющие оценить длину деканали­
рования и радиационные потери энергии каналирующих частиц.

1. Уравнение движения заряженной частицы во внешнем электро­
магнитном поле, учитывающее влияние силы радиационного трения на 
траекторию движения частицы (уравнение Дирака — Лоренца), мо­
жет быть записано в следующем удобном для дальнейшего анализа 
виде (С = 1 ):

W ---- Fjl V (VFjl) =  —  rey {W' +  3y2W (VW)}, (1)
my 3

VF 2
у '----- — 5- =  —-ГеУ^Ч (W' +  3y2W (VW)}, (2)

m 3

где V и W — скорость и ускорение частицы соответственно; W'=dW/d/; 
г, c?/in - классический радиус электрона; Ед — сила Лоренца; у=>

(I К2) V2 — лоренц-фактор частицы. В немагнитном кристалле 
Е’л VUa, где Uа —потенциальная энергия взаимодействия частицы 
с кристаллографическими осями a — R (плоскостями а  =  Р), усреднен­
ная по тепловым колебаниям кристаллической решетки [5]. Напомним, 
что уравнение (2) является следствием уравнения (1) и формулы у =

(1 1/") V2 п может быть записано, например, в виде y ' =  y3’VW.
Как и.шесто, уравнение (1) применимо, когда сила радиационного 

трепня I ІЖД- I П о э т о м у  обычно пользуются приближенным уравне­
нием, которое получается при подстановке в правую часть (1) ускоре­
ния частицы, выраженного через действующее на частицу внешнее 
электромагнитное поле |(>|:

W(U) (F л — V (\Fn))/my. (3

Условие малости силы радиационного трения Ерад по сравнению с 
действующей па заряд внешней силой Ел имеет вид Y'C’Yk» — гп/ гс\Рл\ 
Однако классическая электродинамика становится неприменимой 
вследствие рождения электронно-позитронных пар во внешнем элект-
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