
больших значений константы связи. Следует ожидать, что его можно 
использовать и в промежуточной области значений константы связи, 
недоступной для других методов исследования.

Summary
With reference to the example of at static source with internal degrees of freedom in­

teracting with a quantum field, it is shown that an exact account of the conservation laws 
allow evaluation of the energy of the ground state of the system without any constraints 
on the coupling constant. For constructing the projection operators a use has been made 
of the vector Fedorov parametrization of the rotation group.
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УДК 531.19+531.391

В. С. ВИХРЕНКО, М. И. КУЛАК 

ГРУППОВЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ
В ТЕОРИИ ВРЕМЕННЫХ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ 

МОЛЕКУЛЯРНОГО КРИСТАЛЛА

Метод временных корреляционных функций, дающий универсальное 
микроскопическое описание отклика макроскопической системы на сла­
бые внешние поля или пробные частицы, нашел многочисленные при­
менения в анализе экспериментальных данных, относящихся к конден­
сированным системам. Развитию метода в значительной степени способ­
ствовало использование при расчете корреляционных функций общих 
методов кинетической теории, в частности, групповых разложений [1 — 
3]. Вместе с тем при использовании групповых разложений, как и лю­
бых других, остается актуальным вопрос о роли старших членов раз­
ложений.

Общая теория временных корреляционных функций, имеющая в 
своей основе статистический метод условных распределений [4], была 
построена в [3, 5]. В [6] первое приближение теории использовано для 
вычисления корреляционных и спектральных характеристик молекуляр­
ного кристалла. Представляет интерес выяснить вклад второго прибли­
жения теории в описание динамического поведения системы.

Принятая в [6] методика использования сначала групповых разло­
жений частичных функций по корреляциям, а затем разложений по ор­
тогональным полиномам позволяет наглядно продемонстрировать про­
цедуры замыкания и редукции исходной системы уравнений в частных 
производных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений и 
выяснить физический смысл коэффициентов разложения. Однако ис­
пользование этого порядка преобразований для дальнейшего продви­
жения по цепочке, т. е. формулировки уравнений для корреляционных 
добавок, их замыкания на третьем, четвертом и т. д. уравнениях и уче-
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j ;i старших полиномов ввиду возрастания сложности и объема вы- 
. ллдок, практически трудно осуществимо. Для упрощения выкладок 
произведем сперва разложение по полиномам Эрмита исходных час­
тичных функций распределения, а затем коэффициенты этих разложе­
ний представим через корреляционные добавки. Естественно, измене­
ние порядка выполняемых преобразований не влияет на общую идеоло­
гию предложенного в [3] подхода. Окончательные уравнения также 
одинаковы в обоих случаях.

Разложение исходных приведенных динамических функций [3] по 
полиномам Эрмита в пространстве импульсов запишем в виде

bl (j; t) = [М0) (q'; t) +  Я (а) (рг) b[a) (Чг; t) +

+  Я (ар) (рг)М “р) (Чг; t) +  . : . ] F n (рг), 

ь-ли /; t) =  [Ь(2° '0) (я\ V; Д +  Я<“>(рг)ЬГ'0) (чг, я7; 0 +

+  Я (а)(р/) Ь Г '“) (яг, я7; 0 +

+ Я (а) (рг) Я (р) (р7) Ы 'Р) (яг, я7; 0 +■ • ■] Fn (Р У  и ( ? ’)> (1)

•где (г; /), Ь2 (г, /; 0 —одно- и двухчастичные приведенные динамические 
функции; M0)(V; 0 . F a ) (q; ; t), £4“ ’0)(я\ Я7; 0 -  коэффициенты разложе­
ния приведенных динамических функций в ряд по тензорным полиномам 
Эрмита Я (а) (рг), Я (“ 'Р))(рг), ранг полиномов определяется!количеством верх­
них индексов; Ец(рг)— импульсная (максвелловская) часть равновесной 
функции условных распределений [4]. Здесь и в дальнейшем латинские 
индексы указывают номера частиц, а греческие — компоненты векторов и 
тензоров.

Поскольку уравнения для приведенных динамических функций Ь\, 
Ь2 формально проще уравнений для корреляционных добавок Pi, Рг 
к функциям Ьи Ь2 (см. [3 ]) , то разложение в импульсном пространстве 
по полиномам Эрмита уравнений для Ьи Ь2 можно произвести в общем 
виде с точностью до полиномов произвольного порядка.

Приведем некоторые соотношения из алгебры полиномов Эрмита. 
Здесь используются многомерные полиномы, определение которых 
приведено, например, в [7 ]. Условия ортонормированности могут быть 
записаны в виде

( л ! )  п

Г Г д ({у } Я (РА...Рт > (р'-) р п  (pi) dpi = 6mn 2  (П ваіП| ) • (2)
йр б) 1 1

Суммирование здесь ведется по п\ перестановкам индексов ((!,, р2. ••• 
, рп) в произведениях. В результате для коэффициентов разложений 

в (1) можно получить соотношения

f j  я (“‘“г---“п)(рг)М г, /) dp*=.n!b(1e,“,"-a^) (qi ; t) =  n\b\n,'"an) (І-, t). (3)
Qp
Полезными для дальнейших выкладок оказываются следующие рекур­

рентные соотношения:

ра
|/0

■ .ссп) _ уу(<хосга2- 'V г ij(<Zi- .<X'h-iah + i --an'> 
h=l

(4)

У  -Г а я (в,- “п>
у  д Ра

n
"V s i/(ai•• ak-iak+f■ 

-  jU °aahn (5)
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N ..... /ним ік'рнос урлмійчіпс цепочки для функций Ья |3|
N

<)bx (l\ I) ! ^  dbt (г; /) r a дЬ2 (г, / ; / ) , / , /  G u -----—f— ‘/q </р
ал?

(6 )(І/ (7/Д .. _
l*i z’j ар

пи полипом п -го ранга Я <а,а2'" “п) (рг ) и проинтегрируем в импульсном 
пространстве. С учетом соотношений (2) — (5) исходное уравнение (6) 
приобретает вид

* ^ ^ А  +  { п + і ) г ^ Г ^ '  ,

+

dt

VQ V e '«“ft
ft— i

a ®dqt

a j?

7 ?  S  •“n;0) (q\ qf; /) V ,

где 3 ? = -

/г Кб І r=i Vj
дФц(\д1 — qi I) 

dq f ‘

(7>

■ точечная сила, действующая со стороны

частицы / на частицу i. Из (7) легко получить явный вид уравнений для 
коэффициентов разложения одночастичной функции в (1). Используя 
определяющие уравнения для двух-, трех-, четырехчастичных приведен­
ных динамических функций, можно аналогичным образом получить 
уравнения и для остальных коэффициентов в разложении (1).

Далее перейдем к дифференциальным уравнениям второго порядка’ 
по времени, что позволит сократить количество рассматриваемых урав­
нений. С этой целью дифференцируем уравнение для b\a)(q i ; I) по вре­
мени и используем для исключения первых производных по времени 
следующие из (1) уравнения для b\0), b\a'a*\ М0,0). В результате 
коэффициенты при четных полиномах исчезают из уравнения и оконча­
тельно получим

(М\а,) (ч1 \ О

N

-  V
7 <• I

ill“

Oqt

— 20
д*Ь\а)

—  0
д2Ь\а,) — 60

^ (00 ,0 .)

д ^ дсП' dq td q f  d q f  dqf

K'“/Me,lU ,(q', q'; /) + G?‘ ^ - 0)(q':, q'; t)} dq< =
4

N

2
I I vj

(V 1

VIIК>
V)

І (л 01/1 d q f  .

tlq1. (8)

Нетрудно видеть, что аналогичным образом всю систему уравнений 
можно свести к уравнениям относительно коэффициентов нечетного 
ранга.

На данном этапе полезно перейти к корреляционным добавкам ps, 
которые вводятся с помощью сформулированного в [3] группового раз­
ложения. Характерной особенностью этого разложения является то,, 
что оно содержит дваждыусловные равновесные функции распределе­
ния одинаковой «частичности» с исходной приведенной динамической 
функцией. Это позволяет учесть равновесные корреляции соответству­
ющих порядков и тем самым реализовать позитивные качества равно­
весных функции условных распределении (см. [4 ]) . Замыкание осуще­
ствляется путем аппроксимации старших корреляционных добавок, что
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Даст возможность пронести эту операцию па возможно более «позднем» 
этапе.

Представим одночастичные р, (г; /) и двухчастичные р2 (г, /; /) корре­
ляционные добавки в виде рядов по полиномам Эрмита

Pi (i ; 0 = 2  <P(< w "“n> (q'; 0 я (“‘ - а") (рг) Fn  (р*),
п= О

оо оо
М *. /; 0 = 2  2  i()<“I'"“nVl"'Tm> (q*, q'; /) Я <ві- а») (рг) X

п=0 т=0

Я ^ -'V-) (р') (р^ п (р'). (9)

Групповое разложение [3], связывающее bs и f5s, дает возможность по­
лучить следующие соотношения между коэффициентами разложений (1) и

^ ° '0)(q<. ч'; 0 = ф(0) (q! ; 0 +  ф(0)(Ч/; 0  +  Ф(0' 0 )(Чг, ч7; о ,
62(“ * - “ п=0 ) (ч г) ч/. /) =  ф<“ > t ) + ^ - a » ; 0 ) ( q ‘ f qO /),

j(o l" .an;P1...pm) (qĵ  q/. = q/; ^  (IQ)

В коэффициенты функций bs входят коэффициенты младших функ­
ций Ps_ft (й ^ 1 ) только в том случае, если среди индексов коэффициен­
тов функций bs имеются нулевые.

Из условия нормировки приведенных динамических функций

M q ‘> р! ; 0 =  f J  M q !> р '. q', р'; t ) dq 'dp ' ,  ( i i )
°i a P

учитывая (9) и (10), можно получить условия нормировки коэффициентов 
Ф и if:

|[ф(0> (q7; t) +  ф<0-0) (q\ q; ;*)] F\\(q\ q') dq1 = 0, (12)

j  г|)<«....ап;0) (ч«> q, . /) Я іi> (q*, q/) d q /-= 0, (13)
V j

где F u  (q7, q') — конфигурационная часть равновесной двухчастичной 
функции условных распределений [4].

С целью понижения размерности задачи произведем редукцию от 
уравнения в частных производных (8) к системе обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений. Для этого разложим ф и ф> в конфигурацион­
ном пространстве в ряд по специальным ортогональным полиномам, 
используя конфигурационную часть одночастичной равновесной функ­
ции условных распределений, как призводящую функцию. При разло­
жении ф<а> и °) ограничимся следующими членами:

Ф(°° (qj ; t) = [ф(,^  (г; t) +  Q(v) (Чг) (i; t) +

+ Q(t6) (q ) Ф(то) (ц 0  +  • • •] Гп (q ), (14)

i|1 * (q , q'; t) = [ф(“ ,'о) (*> /; t) +  (̂V,’o°))Q(v) (q?) +

I V(o:?jQ(v)(q/) +  - - - l ^ i ) (q;, q7).
ion

(15)



Здесь коэффициенты ф и ф зависят только от номеров ячеек и времени, 
но не от координат или импульсов частиц. Первые полиномы Q(n)(q) 
имеют вид:

Q(0) (q )=  1, Q(i)(q) = — , Q(2) (q) = Щ - - Е ,  (16)
O O'2

где о2 = —  < q2 ) , < q2 ) — средний квадрат смещения частицы из рав- 
3

новесного положения; Е — единичный тензор.
Проинтегрировав (8) по q‘ с учетом (14) и условия ортонормирован- 

ности полиномов (16), имеем

ФІЙ’ («; 0 = - ■ 2  П [ 0 !Г ^ в ,0 )(*-, /; 0 -
Mi О; V]

/̂ aajUif 'Ь^ , а ) (і, У; /)] cfq'dq7, (17)

^гм, <3Gf/
U0 — д a •dqt

(18)

Используя (10), перепишем уравнение для ф'о)* в виде
yv

ФІо)’ (о t) = — ^
м «

<G““‘ [ф(<х) (q! ; 0  — Ф<а) (q; ; 0 +

+  V “' 0)(q*, qy; 0 — ф<0,а) (q', q'; 01 > • (19)

Угловые скобки в (19) и в  дальнейшем будут означать усреднение с 
помощью равновесных функций условных распределений.

Разложив ф<а), ф(а’0), ф(0,а) в ряды (14), (15) и приняв во внимание, 
что из условия нормировки (13)

Ф(р!о) = 0, ф(о,’о> = 0, (20)

получим окончательное уравнение для ф{о)1>

Ф<о)* (i; 0  +  2  < 1> ф(0) (»; 0  =
N
V  /- ^  \ °i/ > ф(0) (/; 0  +

j¥=i
i "

r  9? > <p® </;
N

o - 2 < Gj/** ( ^ Spv I ) Ф(э-у) 0 ; 0 +
u M* ІМ \ a- /

+  2  <<?/“■(
' <?/?/ 
, a2 ■ z  ф(Й) 0‘; 0  +

+ —  i  < Gft' q\ > [ц>{мІ (*» /■; 0  +  ^ :э>  (о /; 01- (21)
°  М*

При получении уравнения для ф'р}* необходимо умножить (8) на 
(q?) и проинтегрировать по q'. Учитывая (10) и подставляя ра «ложе 

ния (14), (15), находим
I

I N
W  (t\ t) +  ~  2  [ < Of/ q l > fi«,e I 2 < d t!  q t > бц I

a 2 / /

in'



M J n l S  i r t)-----L V  <G“/V<?]> <P(v) O’; t)+ ] <p<v) (*; О jy î

o  І Ai

N Г / л  „6

—6V1 )/  6“.б +  2 <#/ ( ----- 6V? ) /  6P6 +

/(+.\ и 11

\

q l q l

/  wĵ e e I Qt Чі. / â.,0 „+  \Gij q

N

—  8„

_  ±  I  /«■;» , f  Ц  >  ф(%  </; 0 +

'тИ/ ф<7І) (*; 0  —

TV
-)— — "'S' [ < Gf/ <7/ ) 6a,6 +  2 < G“/ q] ) 6p6 +  < G,/ gf q] ) ]*(o,v)(l> /> О_o лайO2 j  i

± І « # М >  ip(“;o)(f, /; 0 = 0. (22)

Уравнения для ф[рў) получаются аналогично (21) и (22), с той лишь раз­
ницей, что (8) умножается перед интегрированием по q! на Я (Рт) (■q'). Они 
имеют вид

Ф(ЭТ) (*"; 0 ------ ^ [ ф ( 0 ) б а т +  Ф(0)ба 3 +  (P<0>6BV +  6(P(of7>J +
а2

N
1 V

(-гЗо I Н
N г  , 3 V- - г ' q U i

\

-|— І -  ^  | < Gjj q{i qу ) V(o,’o) (0 Л 0 +  < 7̂г/<7? <7/ ) *(о!е) (0 І\ 0 +

1
(̂<7!о) (0 /; 01 +  —  ^

і; 0 +

- O ^ / O ' i W > ( 0  /; 0 1 =о. <23>
/ Э V /  ‘7(+

При выводе уравнения для v))(o'{!) необходимо использовать ту же ме­
тодику, что и при выводе (21). Запишем его в окончательном виде (более 
подробные выкладки приведены в [8|):

ч>«о:й (і . /; 0 +  < $ d  2 l  g“v > V<o'.<n(i> /; 0  +
/, /

+
 ̂ l '  ’

— L  x  (I < of« ?5 > +  < o ff «5«" > I * !S :8  <(. л <) —
o2 іфі .і

-  < G ? ? q U b  (*, t; 0 +  2 < е й qi >*{§:?>(/. о 0 -
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Так как функции tpjo/p/ (г, /; t) и ф ;̂®) (г, /; /) связаны между собой 
соотношением

то достаточно вычислить одну из них. Если в (14), (15) ограничиться 
записанными слагаемыми, то получаемые в результате уравнения 
(21) — (24) образуют замкнутую систему обыкновенных дифференци­
альных уравнений второго порядка, после решения которой можно оп­
ределить временную зависимость tpjoj или, что адекватно, корреляцион­
ную функцию импульса с учетом старших полиномов.

Отметим, что при выводе основных уравнений [6] в первом порядке 
по ортогональным полиномам понадобились функции ф((£), ср((“). Во втором 
порядке дополнительно учитываются ср®, ф(("^, ф ^ ', ф((о,'о), Ф(£’,о)-

Поэтому в целом процедура обрыва характеризуется неравенством

п  +  с  ^  Р +  1 > (26)

где п — суммарное количество значимых (ненулевых) индексов Соот­
ветствующего коэффициента разложения; с  — его «частичность» (ф — 
одпочастичные, ф — двух и т. д .); р — порядок приближения теории. 
Система (21) —- (24) соответствует р — 3. Первых три члена (21) соответ­
ствуют первому приближению теории, т. е. уравнению, полученному в 
|б|. Отметим, что уравнения в первом приближении теории формально 
эквивалентны системе уравнений, описывающей динамику частиц гар­
монического кристалла, но существенное отличие состоит в том, что в 
(21) входит не динамическая матрица гармонической системы, а ее

N

в налог, определяемый тензорами >• Последние вычисляют-
І Ф І

с я в результате статистического усреднения второй производной потен­
циала межчастичного взаимодействия и эффективным образом учиты­
вают нигармонизмы всех порядков. Благодаря тому, что усреднение 
производится с помощью равновесной функции распределения, аналог 
дйнамйческоіі матрицы в данном случае существенно зависит, в отли­
чие от гармонической и квазигармонической теорий, как от объема, так 
и от температуры системы. Функция распределения входит в аналог 
динамической матрицы в результате использования разложений по ор­
тогональным полиномам, для которых она является производящей. За­
метим также, что ортогональные полиномы были использованы ранее 
для построения теории сильно ангармонического квантовою кристалла 
при равной нулю температуре [9], однако обобщение на отличные от 
нуля температуры сделано не было. Развитый в настоящей работе мод 
ход существенно отличается от использованного в [9] как по своей 
идее, так и по используемой технике.
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Система уравнений во втором приближении теории, в которую в 
соответствии с правилом (26) входят уравнение (21) для cpjoj Чб t)  и 
(22) дляф ірі’ , была проинтегрирована на ЭВМ ЕС-1022 с помощью 
разработанной в [6, 10] методики счета. На рис. 1 представлены ре­
зультаты вычислений при температуре 0=1 и объеме п=0,98 (в едини­
цах е/&в и о соответственно, е и о  — параметры использованного потен­
циала Леннарда— Джонса, й в— постоянная Больцмана) автокорреля­
ционной функции импульсов частицы совершенного кристалла в пер­
вом (кривая /) и втором (кривая 2) приближениях теории. К наиболее 
существенным различиям следует отнести уменьшение глубины перво-

1

<Р0(0)Р0(Ф / 6 < Р 2> <P0(0)P0lt)>/e<P2>

то минимума, исчезновение первого положительного пика и более быст­
рое затухание колебаний при £>0,5 т, что находится в соответствии с 
результатами вычислений по методу молекулярной динамики [11 ].

При переходе к состояниям кристалла, близким к гармоническому, 
влияние второго приближения уменьшается. Это подтверждается кон­
кретными вычислениями при 8 = 0,3 и п =  0,92, результаты которых при­
ведены на рис. 2 (кривая / — первое приближение, кривая 2 — второе).

При стремлении 0->-О аналог динамической матрицы 2  * перехо-

дит в динамическую матрицу гармонической теории.
В общем случае, анализируя структуру системы уравнений (21), (22),

заметим, что вклад второго приближения, обусловленный^функциями ф(р>, 
пропорционален < G““‘ q\ > . В свою очередь, функции ф'ф* возбуждают­
ся благодаря присутствию в (22) членов, содержащих cp((oJ, и снова коэф­
фициенты связи пропорциональны <G“/6<7f)/ ff. Относительное влияние 
перекрестных эффектов должно сравниваться с влиянием самих функций 
Ф(о) или ф(р) на свое изменение, т. е. в первом случае с ( G“ai > , а во 
втором — с [ < Gfj ql) 8ai6 +  2 < G^ q]) брб +  < G?/e qf  qt > |. Конкретные вы­
числения на ЭВМ показывают, что оба коэффициента ведут себя примерно 
одинаково и ведущими являются компоненты в направлении на ближай­
шего соседа І частицы. Таким образом, параметр (пусть ось ОХ совпада­
ет с указанным направлением)

Х =
(  < GT] q\ > у  
\ < O ff ) а  )

(27)

может рассматриваться как качественный критерий влияния второго 
приближения теории. При 0=1, п =  0,98, Х=0,090 понижение темпера­
туры до 0 = 0,3 и уменьшение объема до и =  0,92 приводят к Л=0,039.

J0(>



При дальнейшем понижении 0 тенденция к уменьшению X сохраняется. 
Для гармонического взаимодействия Gff = const и Х = 0.

Авторы признательны профессору Л. А. Ротту за внимание к рабо­
те и обсуждение затронутых в ней вопросов.

Summary

A method to construct the elder approximations in the theory of the time corre­
lation functions has been developed. The theory is based on the group particle decompo­
sition of the reduced dynamic functions by partial correlations. The results of computer- 
aided calculations of the momentum autocorrelation functions of a molecular FCC crystal 
in the second approximation are analysed.
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М. Р. ПАСЛЯДОВ1Ч, У. С. РАЧКЕВІЧ

ЭЛЕКТРАГ1РАЦЫЯ НЕКОТОРЫХ АПТЫЧНА АКТЫУНЫХ 
СМЕКТЫЧНЫХ ВАДКІХ КРЫШТАЛЯУ

Параўнальна нядаўна была выяўлена і даследавана ў цвёрдых сег- 
пстаэлектрыках залежнасць аптычнай актыўнасці ад электрычнага по- 
ля [1, 2]. Цяжкасць вывучэння гэтай з ’явы заклдэчаецца ў тым, што 
пялікую памылку ў гэтыя вымярэнні ўносіць двайнюе пр.аменепралам- 

с мне, якое ўзнікае як з прычыны дэфекта ў крышталічнай структуры, 
іак і пры назіранні ў напрамку, які адрозніваецца ад напрамку ўздоўж 
піггычнай восі. Акрамя таго, велічыня >р (Е) у цвёрдых сегнетаэлектры- 
ках псвялікая і ў некаторых выпадках можа ў значнай ступені маскі- 
рам.'іцца эфектамі двайнога праменепраламлейня або электрааптычны- 
мі эфектамі. Прасцей і ў найбольш чыстым выглядзе гэта з’ява назіра- 
' 11'1.' У цэнтрасіметрычных крышталях малібдату свінцу, вывучаных 
м\ і ырамі [3]. У гэтых крышталяў уласная (без электрычнага поля)
.......мни актыўпасць адсутнічае і з ’яўленне яе абумоўлена толькі
a u'uiiik'M электрычнага поля.
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