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Summary
The theory of a unified decription of laminar and turbulent liquid flow in terms of 

the new dynamic formalism is presented. The starting hydrodynamic equations of hypo
thetic laminar flow are supplemented with the introduced probability functions of con
ditional distributions that has made it possible to avoid their traditional averaging in 
the field of turbulence. The latter is described as a consequence of probability estimates 
of the strong interaction of separate layers of the liquid flow. A transient region of the 
steady-state Poiseulle flow is considered in a detail.
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ТЕРМОДИФФУЗИИ 
В КРИСТАЛЛЕ

Как известно, термодиффузия вакансий в кристалле приводит к явле- 
нию, аналогичному эффекту Киркендала,— вещество кристалла переме
щается при наличии градиента температуры относительно лабораторной 
системы отсчета [1]. Очевидно, что этот процесс в значительной мере 
определяется характером распределения вакансий в кристалле. В боль
шом количестве работ (например, в [2]) предполагается, что концен- 
| рация вакансий квазиравновесна. Существуют, однако, указания на то, 
•и о вакансии распределены в температурном поле по более сложному 
•икону |2, 31. По в любом случае есть основания полагать, что неодно
родное игмисратуриос поле создаст в кристалле поле концентрации ва-
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каисий, которое в стационарных условиях неизменно в лабораторной 
системе отсчета и сквозь которое течет вещество кристалла.

Используя для описания кристалла схему условных распределений 
14] в варианте, когда число ячеек, на которые разбивается объем си
стемы, превосходит число частиц в системе [5], поле распределения 
вакансий можно задать набором значений их концентрации сй, где ин
декс k нумерует ячейки (&=1, 2, ..., N, N — полное число ячеек). Систе
ма ячеек неподвижна в лабораторной системе отсчета.

Функции распределения в Fm приближении введем так, чтобы, на
пример, плотность вероятности найти частицу с импульсом р,; в точке qfe 
k-й ячейки определялась выражением (1— ch)Fn (qft, р/(), а функция 
Ai(4ft, Pft) была нормирована на единицу. Аналогично вводятся бинар
ные функции распределения. Так величина (1—Ch)ciF(pl(qk, p/t, 01) опре

деляет плотность вероятности нахождения частицы в k-й ячейке в точке 
4ft с импульсом p7i при условии, что l-я ячейка вакантна, а остальные 
частицы системы распределены не более как по одной по оставшимся 
N—2 ячейкам системы. Естественно, что функции Fn, Ff } , F^{ и т. д. 
зависят от температурного поля, наложенного на систему. Поле концен
траций Cft так же, как было отмечено выше, определяется полем тем
ператур.

Плотности вероятности могут быть определены интегрированием по 
•'соответствующим областям фазового пространства функции распреде
ления всей системы [4]. Поскольку последняя удовлетворяет уравнению 
Лиувилля, то для введенных функций можно сформулировать систему 
•определяющих интегродифференциальных уравнений. Рассматривая 
стационарное состояние, когда функции распределения не зависят от 
времени, используем для них следующие представления:

A i (Чгп Pfe) == -̂ 4 (р/{, Pfc) Fц  (qft, Р;., C/ j ) f j i ( k) ,

f W(qk, Рй> 4и P*) =  M(pft, рй)АГ(рг, Р,) (qfc, q,, pft, рг, ch, ct) +

+  /iV (k, /),

................................................................................................ .... ................................. ( 1)
где M (pft, p7i) максвелловское распределение при обратной темпера
туре Рh= (kBTh)~l, Th — температура в центре k-й ячейки, /ев — постоян
ная Больцмана.

Идея представления (1) состоит в том, что при слабой неравновес
ное™ (малых градиентах уР обратной температуры) возмущение рав
новесной структуры можно рассматривать отдельно от эффекта возник
новения корреляций между координатами и импульсами, который опи
сывается функциями /. Функции, описывающие искажение структуры, 
будем искать в виде, аналогичном равновесным функциям распре
деления:

Ai(4ft) =  A  exp {— 2  (1— cm)cpftm(qft)} ,
m ~ h

F01 (Ok) =  №  exp {— pft 2  О — cm) q £ } ,
m Ah

Я  ̂  (4ft. 4;) =  A  A  exp {— рыфйг — 2  (1 — cm) (Рйфйпг -f P;<p7m)} ,
m Ah,  l

I 11 (q/,i 0/) D„D exp j 2  0  c'm) (Р/іФлт +  Ргфт )} ,
m / ft, /

Fl,",' (Ok, 01) ПЧУ exp { V  (;I -  CW) (рАф* +  Р,ф/„)) , (2)
m /  л , /
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но вместо потенциалов средних сил здесь фигурируют их аналоги м. 
зависящие не только от температуры в рассматриваемой ячейке, НО и от 
ее градиента. Верхний индекс используется в том случае, если соотвсі- 
ствующая ячейка вакантна. Фы=Фы(|Я&—ЯгI) — потенциал парного 
межчастичного взаимодействия, р̂ г — ооратная температура в некото
рой точке отрезка между центрами ячеек k я I, которую из условий 
симметрии следует выбрать посредине этого отрезка. Величины D явлпо
ются нормировочными, и из условий нормировки первых двух функции 
из (2) находим

Dk 1 =  j  exp | — Рь ^  ^  С т  ̂ Ч5*™}
vh т

Dh =  exp (pft 3  0  — Cm) V™} •
m

Условия нормировки бинарных функций имеют вид

Fn (Чь) =  (1 — ci) j  И  V (4fe> Чг) <̂Чг +  сі?11* (4ft> О/),
vi

Fol (Ok) =  (1 —• ci) j" F\°i (Ok, q;) dqi +  CiFoi (Ok, 01). (4)
° 'i

После использования в последних соотношений (2), (3) приходим к 
•системе интегральных уравнений относительно аналогов потенциалов 
средних сил

ехр {— Р/г (1 — н) фi,i) = ci exp {Рг (1 — ch) щ  } +

-)- (1 — Ci) Di j" exp j— РщФ/Д — Рг ^  (1 cm) Фш\ Ч̂г>
V} mAh,l

exp {— Рь (1 — ci) ф/ } =  Ci exp {fr (1 — ck) щ  } +

-f- (1 — c{) Dt J exp j— Р/ (1 cm) Ф/m} ^Ці• ( )̂
V} m £h,l

Эта система уравнений не является трансляционно инвариантной 
вследствие неоднородности температурного поля. Чтобы перейти к 
трансляционно инвариантным величинам, выполним разложение по гра
диенту обратной температуры и ограничимся линейными слагаемыми:

Р& =  Р/+  аг„ур- ch =  d  +  A,,aHlvP , (6)

<Pfem(4ft. Pft, vP) =  Фьт(Чй. Рг) +  Члта/fcVP +  % m VP.
фт(Рй> УР) =  Ф т(Р г)+  Чт aIfty P  +  фт  vP- (7)

Здесь а//г — вектор, соединяющий центры 1-я и k-й ячеек, Xi опреде
ляется производной концентрации вакансий по температуре в направ
лении вектора ат и зависит от характера распределения вакансий в тем
пературном поле. При условии их локально-равновесного распре
деления Xi=dci/d$ = —CiEv, где — энтальпия образования вакансий. 
Фйт и ф* — равновесные потенциалы средних сил, вычисленные при 
обратной температуре Рг; r\hm и в,* — их производные по р. В целом 
первые два слагаемые в (7) определяют локально-равновесные значения 
потенциалов средних сил, найденные при температуре в центре /г-й ячей
ки. Последние слагаемые, включающие неизвестные векторные функции 
ф/im и , описывают отклонение микроструктуры кристалла от локаль
но-равновесной. Уравнения для этих векторных функций получим, ис
пользуя разложения (6), (7) в системе уравнений (5):
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Р (1 — с) **1 =  (1 — с) (фл, +  pT]AI) aw — (1 — с) j  Я, ехр (— рДФы) Х

Ф/Д**Ы “Ь Р (^Фlirfl-lm (1 — с) ф/т )
m^k,l

dqr

-  pc exp [P (1 -  c) (ф' +  Фйі)] [ф' afti +  (1 -  c) ф' ], (8)

р ( 1 - с ) ^  =  ( 1 - с ) ( ф ?  +  Р ^ ) а йг- Р ( 1 - с )  | я ге х р [ р ( 1 - с ) х
vi

х  (фг/г +  ф*)] ^  і^іт^іт — (1 — с) ф;т ] dqi —
/п jik.l

-  Pc exp [p (1 -  c) (ф' +  ф*)] [l<p‘k aM +  (1 -  c) ф' ], (9)

АФ hi =  Ф *Д — (1 — С) (фЫ +  ф;й),

Яг =  ехр [ - Р ( 1 - с) 2 ф«™]/1 exp [ - p ( l - c) V  ф1т] dqt. (10)
m&l vt m£l

В системе уравнений (8), (9) при р и с  опущены индексы ввиду транс- 
ляционно инвариантного характера величин ф/ц и ф*. Естественно, они 
являются функциями температуры, однако эта зависимость вносит 
вклад в нелинейные слагаемые разложения системы уравнений (5).

Из рассмотрения свойств симметрии при инверсии пространства сле
дует, что ф* =  — ф£. Это позволяет разрешить уравнение (9) относитель
но ф£ и после подстановки полученного соотношения в (8) приходим к 
замкнутой системе линейных интегральных уравнений относительно век
торных функций фйг(чй, р, с). Их удобно представить через скалярные 
инварианты, например, в виде

■фгд =  Фгдп/д +  Фй/Ь/д, (11)
где единичные векторы определены как [5]:

ь м = [pk— (Pknki) nkli/V  і — (р*пы)2;
nfti =  4i/ahi, ph =  qhlqk, пмЬ,а =  0, (12)

а вектор отсчитывается от центра k-й ячейки.
Учитывая, что концентрация вакансий в кристалле мала (c«Cl), в

Рис. 1. Продольная составляющая векторной добавки к потенциалу средней силы 

Рис. 2. Поперечная составляющая векторной добавки к потенциалу средней силы
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нулевом порядке по с получим систему уравнений для определения ф£г 
п ф'’,, совпадающую с полученной ранее [6] для кристалла, в котором 
отсутствуют вакансии. На рис. 1, 2 приведены результаты вычислений 
функций ф ^и  ф |; для этого случая. Рассматривалась система частиц, 
взаимодействие между которыми описывается потенциалом Леннарда— 
Джонса

Ф (г) =  4е (13)

Вычисления выполнены при и =  0,98а3, 
ф приведены в единицах е2а. По горизон
тальной оси откладывается проекция век
тора qft на направление аы, выраженная 
в долях b = В/2 половины расстояния В 
между ближайшими соседями гранецен
трированной решетки: 'г=ЦиЗ-ы/ (Ьаы), 
y=qu/b, 6=  (]/2а)1/3/2. Ячейки к и I явля
ются ближайшими соседями, у = 0,6, по
ложительное направление оси г совпадает 
с направлением вектора аы-

Из сопоставления рис. 1 и 2 следует, 
что основной вклад в векторную функцию

Рис. 3. Неравновесная добавка к сумме локаль
но-равновесных потенциалов средних сил при еди

ничном градиенте обратной температуры

(квТ/е) = 1. Значения функций

фы вносит составляющая ф^ . Второй составляющей можно пре
небречь.

После суммирования векторных функций ф;г; по двенадцати ближай
шим соседям результирующий вектор должен быть выражен через qs. 
Пренебрегая тензорными составляющими четвертого и более высоких 
рангов, возмущение локально-равновесного распределения в неоднород
ном температурном поле будем характеризовать величиной

12

5 (Р, z) =  2  (14>
i=i

График этой функции представлен на рис. 3.
Зная возмущенные функции распределения, можно вычислить коэф

фициент термодиффузии, рассматривая разность потоков плотности ве
роятности через границу между двумя соседними ячейками, одна из. 
которых занята частицей, а вторая вакантна:

h i  -= с, (1 -  ck) f f F[°i (к, 01) dqhdph -

-  cft (1 -  с,) f f F(n (/, Ok) dqidpi. (15>
e ; s«  m

Здесь Shi — поверхность, разделяющая ячейки к и /, m — масса ча
стицы, П/а — вектор внешней по отношению к объему щ нормали к по
верхности Shi, Q '— часть импульсного пространства, соответствующая 
УСЛОВИЮ Р/,П/,г :̂0 ИЛИ Р(П;;,^0 [6].
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В феноменологической теории термодиффузионный поток обычно за
писывается в виде

J =  —с DQ
V Т =  cDQyP, (16)

где D ■— коэффициент диффузии, Q — теплота переноса.
В кристаллах кубической сингонии термодиффузия характеризуется 

скалярным коэффициентом и поток вещества не зависит от ориентации 
градиента температуры по отношению к кристаллографическим осям. 
Рассматривая в качестве примера гранецентрированную кубическую ре
шетку, удобно предположить, что градиент температуры совпадает с 
одной из кристаллографических осей. Тогда из каждой ячейки атомной 
плоскости, перпендикулярной градиенту температуры, возможен переход 
частицы в четыре соседних ячейки параллельной ей плоскости. Исполь
зуя (2), (3) и (6) — (10) в выражении (15) после умножения результата 
на 4 и сопоставления с (16), находим

DQ 2а2(2ятР) 1/2 f (—
с

1 — рс (1 — с) х

Ф/(.та/гтТ1р (фhm
m A h , l  m A h , I

фm) 2фh +

+  0  — с)2 [ 2  (фйт +  РПйт) — [ 2  (Фьт +  РЧитп) Я ,Д в]
mAh Vfo mAh

—  (1 — с)г [(фы — Фл) +  Р (Пы — lift)] —

— Р(1— с)2(ф ?+  2  turn) пЛ Hhldqh, (17)
m A k , l  )

Ны =  Hk exp {p (1 — с)(фй1 +  (Pft)}, np =  vP/lvPI-
Здесь определен коэффициент термодиффузии частиц кристалла. 

Коэффициент термодиффузии вакансий отличается от записанного здесь 
лишь знаком.

Слагаемое в (17), пропорциональное Л/с, возникает вследствие неод
нородности распределения вакансий в неоднородном температурном 
поле, причем члены, содержащие рс(1—с), обязаны своим появлением 
различию концентраций вакансий в окружении ячеек k и I, а единица — 
непосредственно в ячейках k и /. Учитывая, что c<Cl, a (3q>~l, квадрат
ные скобки при 'Л/с можно принять равными единице. Поскольку Л про
порциональна концентрации вакансий, все оставшиеся слагаемые в вы
ражении для DQ имеют нулевой по с порядок. Члены, содержащие <р и 
т), отражают влияние изменения локальноравновесных характеристик 
функций распределения в неоднородном температурном поле, тогда как 
слагаемые, включающие векторные функции ф, носят существенно не
равновесный характер.

Учитывая, что коэффициент самодиффузии определяется [7, 8] со
отношением

D =  2а2(2ятРГ1/2 j  Hkldqh, (18)
s h l

нетрудно получить выражение для теплоты переноса Q. Если полагать, 
что вакансии распределены квазиравновесно, то эта величина включает, 
помимо энтальпии образования вакансий Ev , усредненные значения по
тенциалов средних сил и векторных функций ф. Последние существен
ным образом влияют на величину Q и могут быть причиной наблюдае
мого в некоторых экспериментах изменения ее знака [9].
DH



Summary

Thermodiffusion flow and vacancy thermodiffusion coefficient have been deduced in 
terms of conditional nonequilibrium particle distribution functions. The thermodiffusion 
•coefficient includes contributions from variations of the local-equilibrium characteristics 
of the distribution functions as well nonequilibrium additional terms.
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