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Рассмотрено стационарное состояние кристалла при наличии гра
диента концентрации примесей внедрения. Кинетические функции ус
ловных распределений отыскиваются в форме, отличной от локально
равновесной. Искажение локально-равновесных распределений описы
вается векторными функциями, для которых получена система линейных 
интегральных уравнений.

Последовательное описание диффузионных явлений в кристаллах воз
можно на основе неравновесных частичных функций распределения. Для 
изучения диффузии примеси по междоузельному механизму удобно ис
пользовать метод условных распределений [1 ] в такой модификации, 
когда объем кристалла разбивается на две взаимопроникающие системы 
ячеек Вигнера — Зейтца [2 ]. Ячейки первой системы имеют своими цен
трами узлы основной решетки и их суммарный объем равен объему 
всего кристалла. Эти ячейки нумеруются латинскими индексами. Ячейки 
второй (примесной) системы также заполняют весь объем кристалла, но 
их центры располагаются в междоузлиях, по которым мигрируют при
месные частицы. Эти ячейки будем обозначать греческими индексами. 
При наличии нескольких типов междоузлий количество систем ячеек 
соответственно увеличивается. Ниже будем полагать, что для примеси 
доступен один тип междоузлий. Например, в ГЦК-решетке в качестве 
таких междоузлий могут быть рассмотрены центры октаэдрических пус
тот, также составляющие ГЦК-решетку.

Введем кинетические функции распределения F , i (k ) , Fu (к,1), опре

деленных в ячейках vh или vk и vt основной решетки, функции F u ( а ) , 

Fn (а, р ), F0i (Оа), F}? (а, Op), F0-° (Оа, Сф), определенные в ячейках va

или va и vt, примесной решетки, а также функции F ^  (к, а ) , F^  (к, Оа),

определенные в ячейках vh и va, одна из которых принадлежит основной, 
а вторая — примесной решеткам. Индексы к, I, а, [3 указывают, что аргу
ментами функций распределения являются координаты q и импульсы р 
соответствующих частиц (например, qfc, pft или qa, pff).  Индекс Оа ука
зывает, что ячейка а примесной подрешетки не занята частицей (исполь
зуется вариант схемы условных распределений, когда количество ячеек, 
на которые разбивается объем системы, превосходит число частиц [3 ]). 
Наличием вакансий в основной решетке пренебрегаем, поскольку их 
учет принципиально картину рассматриваемого явления не изменяет.

Одночастичные и одноячеечные (Fn, Fa,) функции распределения 
удобно нормировать на единицу с тем, чтобы собственно плотность 
вероятности распределения примесных частиц в своих ячейках опреде
лилась выражением caF ц (а ), а вероятность нахождения ячейки в вакант
ном состоянии — выражением (1—са) F0l (Оа), где са — локальная концен
трации примесных частиц, отнесенная к числу узлов примесной решетки, 
/(ля двухчастичных и двухъячеечных функций соответствующие плот-
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постн распределения вероятностей 

CaCfF^P (a, fi), са(1 -с (, )^ 1(°) (а, Op),

будем определиііі іімріміічшіімн

(1 - с „ )  (1—Сэ)^0(,0) ( О а , О р ) и "  іЛ'і "

(1—ca) f /і0) (/с, Оа). Такая нормировка позволяет исходно ін.ідолігп. іыіінн

лее сильную концентрационную зависимость в рассматриваемых в дальней 
шем выражениях. Функции распределения в основной системе ячеек 
нормированы обычным образом.

Интегральные нормировочные соотношения между одно- и двухъяче
ечными функциями имеют вид

=  J 1 Fn (ft,i)dq«dPi,
ч  Q p

F l l ( a ) =  M ^ a . Q d q . d p , ,
4  a p

^oi(Oa) =  l  j  F™ (Oa,l)dq idPl,
aP

F u ( k ) = c a }  j  F l l ’ {k ,a)dqa dpa+ ( l - c a)Fl°l ) (k ,0a) ,
va np

F lt( a ) = c J  j  ^ (11)(« ,P )d q ^ P P+ ( l - c P) ^ (1°>(a,Op),
P() Яр

^ u (0 a )= c pl  f  F u ' (p,Oa)dqs dp|i+ ( l-C p ) F 0<l ‘ (Oot, 0^). (1)
Vo £2p P

Здесь Q_0 — область интегрирования в пространстве импульсов.
Исходя из уравнения Лиувилля для функции распределения динами

ческих состояний всей системы, можно обычным образом [1] получить 
систему интегродифференциальных уравнений для частичных функций 
распределения. Фактически, как показано в [4 ], это будет система сетей 
уравнений, учитывающих как межчастичные, так и межъячеечные кор
реляции. Взаимосвязь между различными сетями обеспечивается усло
виями нормировки (1). В качестве примера приведем уравнение для 
функции F11 (а ) в случае, когда кристалл находится в неравновесном 
стационарном состоянии:

Ра

т
dFj
dqa

■ + ЕП
h vh Яр

М>„а

dqa
W  (к, а)

dpk
dqk dpk

Р=И=а і>(,

б Фар

3qa

dF™ (а, р)

бра
dq» фц=0, (2)

где Фар = Ф (^ а —qpl) и Фка=Ф(1дк— I) —потенциалы парного взаимо
действия между примесными частицами и частиц матрицы с примесями 
соответственно.

При малых градиентах концентрации примеси решение кинетических 
уравнений будем искать в виде, близком к равновесным функциям рас
пределения. Используя концепцию потенциалов средних сил [1, 5] и трак
туя вакантные ячейки как один из компонентов смеси [6 ], равновесные 
функции представим через одночастичпые двухъячеечные потенциалы 
(концентрация с при этом постоянна по кристаллу)

Fi  1 (q„) = D * expj -  Фм (<b) + с
U Іфк a

4W(q*) ] } .
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F M  Da exp "I £ фай (Ча) "Ьс фар ( Ча) j  ̂  5
0 h Р=И=а

’ (q«, op) =DaP exp{ -  - Ц  <ра* (q„) +
0 *

+  C X l  Ф«т(Ча) +  Х і  ф|.Р+С X )  ФтР] }  >

. ...................................................................................  (3 )
Здесь Q=kBT — температура, D*, Da, Dap — нормировочные постоянные, 

<р«А, фы и т. д,— равновесные потенциалы средних сил. Наличие верхнего, 
индекса означает, что имеется в виду потенциал для вакантной ячейки. 
Используя (3) в интегральных соотношениях вида (1), получим систему 
определяющих уравнений для потенциалов средних сил.

Неравновесные функции распределения будем искать в виде

F n ( k ) = M ( k ) F n(qh) + f n(k),
Fи (а ) = М  {а)Рц  (qa) +/ц ( а ) ,

F ^  (к, а) = М (к )  М (а) Р ^  (q*  q « )+/,?' (Л, а ),

Л ?  (а, Ор) = М (а )F™ (qa, Ор) + / Г  (а, Ор),

.................................................................................................................... (4)

М(к)  и М (а )  — нормированные на единицу максвелловские распределе
ния для соответствующих частиц.

Потребуем, чтобы функции Р  имели структуру, аналогичную равно
весным функциям распределения (3), но с использованием вместо <р ана
логов потенциалов средних сил ф, зависящих от градиента концентрации 
примеси.

Функции ф удовлетворяют формально тем же интегральным уравне
ниям, что и равновесные, но наличие в них зависящей от коорди н ат кон
центрации позволяет выделить в аналогах потенциалов слагаемые, про
порциональные градиенту концентрации. Такое построение функций Р  
обеспечивает удовлетворение условиям нормировки (1) первыми слагае
мыми в правых частях (4), так что функции / оказываются нормирован
ными на нуль. Роль последних состоит в том, чтобы компенсировать воз
можную несогласованность построенных решений с системой интегро- 
дифференциальных уравнений (2). В соответствии со сказанным для 
аналогов потенциалов средних сил в неравновесном случае запишем

Фы =  фы +  Т1ыаай V С+фы V С,

Фэ1=фЯ+Г)«ааР V с+фр, V с, 

ф/=фА?+т]й|3яар V с+ф/ V с,

........................................................................... (5)

Здесь ср — по-прежнему равновесные потенциалы средних сил, вы
численные при концентрации примеси, равной ее локальному значению 
в узле а (с= са). Изменение локальной концентрации учитывается вто
рыми слагаемыми в правых частях (5), причем г| являются производ
ными по концентрации соответствующих равновесных потенциалов сред
них сил и для них могут быть сформулированы уравнения па основе 
интегральных соотношений для потенциалов средних сил. Вектор aajs 
соединяет центры ячеек а и к. на которые разбит объем системы, Vc — 
градиент концентрации, предполагающийся постоянным.

Используя представления (4) в условиях нормировки (1), разлагая 
полученные соотношения по степеням градиента концентрации и огра
ничиваясь линейными слагаемыми, нолучим систему линейных инте-
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тральных уравнений для векторных функций г|з, определяющих асим
метрию конфигурационных частей функций распределения при наличии 
-стационарного градиента концентрации. Приведем здесь в качестве при
мера одно из необходимых шести уравнений этой системы

Фа* =  1 j  ^ { е х р [ - - ^ - (Ф аА- с аф4а-ф аА) ] - і | х
VK

x{E ^  [фйразд+са(т]й|3аед+%р) ] }d q s-

Cot J ('ПюааЛ+ф h a  )dqk

H h

exp {  ~~ [ X j Фм+СаХ!іФм]}
l Фк P

i  exp{ -  [ X j Фы+СаХі Ф«] }  d4b

(6)
(7)

В кубических кристаллах диффузия характеризуется скалярным коэф
фициентом, который может быть определен, если вычислить плотность 
диффузионного потока через поверхность, нормальную к градиенту кон
центрации. Направление Vc по отношению к кристаллографическим осям 
может быть произвольным, но удобно рассмотреть ситуацию, когда это 
направление совпадает с одной из осей.

Плотность диффузионного потока определяется интегралами по по
верхности Satl, разделяющей две соседние ячейки а и р ,  одна из которых 
занята примесной частицей, а вторая вакантна [2]

J =  —7 ^ jn a|! [ са( 1—cs) j  J Ра ПсФ {<x,0$)dqadpa-
/7“ L т

af>

-C p ( l—*1-C .) J J ̂
л r „ mp̂' ®alJ

mb'ap

(8)

где пЙ(і — единичный вектор внешней по отношению к ячейке а нормали 
к поверхности Бац, т — масса примесной частицы, а — расстояние между 
ближайшими соседними междоузельными позициями. Область интегри
рования йр' в пространстве импульсов характеризуется [7 ] условием 
Pa-na(Ĵ 0 . При выбранном направлении градиента концентрации сумми
рование в (7) ведется по четырем ориентациям поверхности при 
которых вектор naP составляет угол, равный л/4, с направлением гра
диента концентрации.

Использование в (8) полученных соотношений для функций распре
деления позволяет записать выражение для коэффициента диффузии 
в виде

D=2a2(£) U IJfiadqfi -
с (1—с)

0
Hfia\

Sap

X ( Xi %*~+с ) J dЧр. (9)[ X l  Tl№+c 2—I HPT— ----- — nPa [  2_1 %
h l¥ = a ,f l  h

exP [ -  - у  ( X l  фэя+ c X l  Фрт- сФр'
h 1 Ф а ,Р

I I

■)]
• |ia '

1 exp [ -  (  X j Фш.+ с )  ]  d4»

( 1 0 )

Тч*а,Р

4* 99



Первое слагаемое, включающее равновесные потенциалы средних: 
сил, определяет коэффициент самодиффузгш примесных частиц [2] и 
может быть получено на основе известных представлении равновесной 
статистической механики [8]. Слагаемые, включающие производные по 
концентрации равновесных потенциалов ( ц), отражают неидеальность 
раствора. Члены, включающие векторные функции ф, имеют существен
но неравновесную природу. Слагаемые, содержащие ц и ф, при малых 
концентрациях пропорциональны с, так что в пределе с-*-0 коэффициент- 
диффузии становится равным коэффициенту самодиффузии.

Вычисление кинетических коэффициентов на основе возмущенных 
локально-равновесных функций распределения, представляемых к виде 
(4 ), (5), имеет много общего с процедурами Чепмена — Энскога и Греда, 
используемыми в кинетической теории газов. Существенное отличие со
стоит в учете пространственной микронеоднородности одночастичного 
распределения, характерной для кристаллического состояния. Наличие 
градиентов макроскопических параметров понижает симметрию кристал
ла и распределение частицы вблизи узла кристаллической решетки уже 
не может быть описано локально-равновесной функцией, отражающей 
симметрию исходного равновесного кристалла. Введенные выше вектор
ные функции ф описывают отклонение функций распределения от их 
локально-равновесной формы и явным образом входят в выражения дли 
кинетических коэффициентов, в данном случае для коэффициента диф
фузии. По-видимому, роль таких добавок может быть существенной и в 
жидкостях, которые характеризуются выраженным ближним порядком.
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