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УДК 517.977 

А. А. Якименко 
Белорусский государственный технологический университет 

МОДАЛЬНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ ОДНОЙ ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ  
ЗАПАЗДЫВЮЩЕГО ТИПА В СПЕЦИАЛЬНОМ СЛУЧАЕ 

В публикации рассмотрено решение задачи модальной управляемости для двумерной стаци-
онарной динамической системы с запаздывающим аргументом с одним входом и двумя соизме-
римыми запаздываниями в одном специальном случае. Дано определение задачи модального 
управления для исследуемой системы. Задача модального управления является одной из основ-
ных задач теории управления. Такая задача хорошо изучена для систем без запаздывания.  
Для систем с запаздывающим аргументом и систем нейтрального типа решение задачи модаль-
ного управления значительно сложнее. Это обусловлено тем, что пространство состояний таких 
систем, как правило, бесконечномерно. 

В статье получено решение поставленной задачи при определенных значениях параметров 
исследуемой системы с запаздыванием. Также получены регуляторы по типу обратной связи, ре-
шающие задачу модального управления для рассматриваемой системы. Эти регуляторы найдены 
в частотной области как элементарные функции коэффициентов системы. Далее приведены пра-
вила, согласно которым полученные регуляторы переходят из частотной области в регуляторы по 
типу обратной связи для исследуемой системы. Приведен иллюстративный пример решения за-
дачи модального управления для рассматриваемой системы.  

Дан список литературы, в которой задача модального управления решается для других запаз-
дывающих систем и систем нейтрального типа. 

Ключевые слова: запаздывающие системы, модальное управление, регуляторы, обратная 
связь, запаздывание. 

Для цитирования: Якименко А. А. Модальная управляемость одной двумерной системы за-
паздывающего типа в специальном случае // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки 
и информатика. 2024. № 2 (284). С. 5–9. 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-1. 
 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

MODAL CONTROLLABILITY OF ONE TWO-DIMENSIONAL DELAYED  
SYSTEM IN A SPECIAL CASE 

The publication considers the solution of the modal controllability problem for a two-dimensional 
stationary dynamic system with a retarded argument with one input and two commensurate delays in one 
special case. The definition of the modal control problem for the system under study is given. The modal 
control problem is one of the main problems of control theory. Such a problem has been well studied for 
systems without delay. For systems with a retarded argument and neutral type systems, the solution of 
the modal control problem is much more complicated. This is due to the fact that the state space of such 
systems is usually infinite-dimensional.  
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The article obtains a solution to the problem for certain values of the parameters of the system with 
delay under study. Feedback-type controllers are also obtained that solve the modal control problem for 
the system under study. These controllers are found in the frequency domain as elementary functions of 
the system coefficients. Below are the rules according to which the obtained controllers pass from the 
frequency domain to feedback-type controllers for the system under study. An illustrative example of 
solving the modal control problem for the system under study is given.  

A list of literature is given in which the modal control problem is solved for other delayed systems 
and neutral type systems. 

Keywords: retarded systems, modal control, regulators, feedback control, delay. 

For citation: Yakimenka A. A. Modal controllability of one two-dimensional delayed system in  
a special case. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2024, no. 2 (284),  
pp. 5–9 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-1.  

Введение. Задача модального управления яв-
ляется одной из основных задач теории управле-
ния. Такая задача хорошо изучена для систем без 
запаздывания. Для систем с запаздывающим аргу-
ментом и систем нейтрального типа [1–7] решение 
задачи модального управления значительно слож-
нее. Это обусловлено тем, что пространство состо-
яний таких систем, как правило, бесконечномерно. 
В данной работе решается задача модального 
управления для двумерной стационарной динами-
ческой системы с одним входом и двумя соизмери-
мыми запаздываниями в одном специальном слу-
чае. Получены регуляторы по принципу обратной 
связи, решающие задачу модального управления. 
Приведен пример решения такой задачи. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом с одним входом и двумя соизмеримыми 
запаздываниями: 

 (1) 

где , 0, 1, 2jA j =  – постоянные (2×2)-матрицы; 
0h > – постоянное запаздывание; b  – постоянный 

2-вектор; u  – скалярное управление. Не ограничи-
вая общности, можно считать, что ( )0 1b′ =

(штрих ( )′⋅  означает транспонирование). 
Характеристическое уравнение разомкнутой 

(с нулевым управлением) системы (1) имеет вид 
2 2

2 0 1 2det h hI A A e A e−λ − λ λ − − − ≡ λ +   

( )2
10 11 12 0 0 01

h h he e e−λ − λ −λ+ α + α + α λ + α + α +  

 2 3 4
0 2 03 0 4 0,h h he e e− λ − λ − λ+ α + α + α =  (2) 

где ,λ ∈  j he− λ  – оператор сдвига ( ( )j he x t− λ ≡

( )x t jh≡ − ). 
Присоединим к системе (1) регулятор вида 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
,

M

j
j lh

u t q x t jh g s x t s ds
= −

′ ′= − + +   (3) 

где , ,l M ∈  ,jq  0, 1, ,j M=  – 2-векторы; 

( ) ,g s  [ ], 0s h∈ −  – непрерывная 2-вектор-функция. 
В частотной области регулятор (3) имеет вид 

 ( ) ( )
0

,
M

j h
j

j
U q e G− λ

=

′λ = + λ  (4) 

где ( )G λ  – целая функция, определяющая инте-
гральную часть (3). 

Определение. Система (1) модально управ-
ляема регулятором вида (3), если для наперед за-
данных чисел , 0, 0, 1, 2, 3, 4;ij i jα = =  1,i =  

0, 1, 2j =  найдется такой регулятор, при котором 
характеристическое уравнение замкнутой си-
стемы (1), (3) будет иметь вид (ср. с формулой (2)): 

( )2
2 0 1 2det h hI A A e A e bU−λ − λ λ − − − − λ ≡   

( )2 2
10 11 12 0 0

h he e−λ − λ≡ λ + α + α + α λ + α +   
2 3 4

01 0 2 03 0 4 0.h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+ α + α + α + α =     

Пусть  

 2
1 10 11 12 ;m mμ = α + α + α    (5) 

   2 3 4
2 00 01 0 2 03 0 4 ,m m m mμ = α + α + α + α + α      (6) 

где , 0, 0, 1, 3, 4;ij i jα = =  1, 0, 1, 2i j= =  – 
произвольные числа. Тогда система (1), за-
мкнутая регулятором, решающим задачу мо-
дального управления, имеет следующее ха-
рактеристическое уравнение: 

 2
1 2 0.λ + μ λ + μ =  (7) 

Обозначим hm e−λ=  – оператор сдвига ( )(mx t =  
( )),x t h= −  ( ) 2

0 1 2 .A m A A m A m= + +  Не ограни-
чивая общности, можно считать, что матрица 

( )A m  имеет вид 

( ) ( ) ( )
2

0 1 0 1

21 22
,

a a m b b m m
A m

a m a m
 + + +

=  
  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 ,x t A x t A x t h A x t h bu t= + − + − +
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где  

( ) 2
21 210 211 212 ;a m a a m a m= + +  

 ( ) 2
22 220 221 222 .a m a a m a m= + +  (8) 

В работах [6], [7] требовалось выполнение 
условия 1 0.a ≠  В данной работе рассмотрим 
случай 
 1 0.a =  (9) 

Тогда матрица ( )A m  примет вид 

( ) ( ) ( )
2

0 0 1

21 22
.

a b b m m
A m

a m a m
 + +

=  
  

 

Регулятор, решающий задачу модального 
управления, будем искать в виде 

( ) ( ) ( )1 2, , ,U m u m u mλ =  λ λ  =   

 ( ) ( ) ( ) ( )11 21 2 22, ,m a m m a m= η − η λ −    (10) 

где ( )11 mη − полином относительно .m  
Компоненту ( )2 , mη λ  регулятора (10) раз-

делим на дифференциально-разностную (ей со-
ответствует некоторый квазиполином) и инте-
гральную части: 

 ( ) ( ) ( )2 21 22, , ,m m mη λ = η + η λ  (11) 

где ( )21 mη  – полином относительно ;m  
( )22 , mη λ  соответствует интегральной части. 

Будем искать эту функцию в следующем виде: 

( ) ( )22 1 2
0

, ,m km c c m
a

−η λ = +
λ −

 

где 0 ;a hk e−=  1 2,c c  – некоторые числа, подлежа-
щие определению. Характеристическое уравнение 
замкнутой регулятором (10) системы (1) примет вид 

( )

2
0 0 1

11 21 1 2
0

a b b m m
m kc c m

a

− λ + +
≡−η η + + − λ

λ −
 

( )2 2
0 21 1 11 2 2a b m c km c m≡ λ + − − η λ − η + − −  

2
11 21 0 11 0 1 1 0.m a b c k c m− η + η − η + − =  

Чтобы получить для замкнутой системы ха-
рактеристическое уравнение (7), выберем в ка-
честве 21η  следующий квазиполином: 

21 0 1,aη = − − μ  

где 1μ  определен в формуле (5). 
Тогда характеристическое уравнение за-

мкнутой системы примет вид 
2 2 2 2

1 1 11 2 2 11 0b m c km c m m aλ + μ λ − η + − − η − −  

1 0 0 11 1 1 0.a b c k c m− μ − η + − =  

Чтобы последнее уравнение имело вид (7), 
нужно выполнение равенства 

2 2 2
1 11 2 2 11 0b m c km c m m a− η + − − η − −  

1 0 0 11 1 1 2 .a b c k c m− μ − η + − = μ  

Выразив отсюда 11 ,η  получим 
2 2

2 2 2 0 1 0 1 1
11 2

0 1

.
c km c m a a c k c m

b b m m
−μ + − − − μ + −

η =
+ +

 (12) 

Последняя дробь, в общем случае, не явля-
ется полиномом относительно .m  Подберем 1с  
и 2с  так, чтобы правая часть формулы (12) стала 
полиномом. Для этого вначале выделим целую 
часть в (12). 

11 2cη = − +  
2

1 2 2 0 1 0 0 2 1 1 2
2

0 1

.
b c m c km a a b c c k c m

b b m m
+ − − μ + + − − μ

+
+ +

 

Потребуем, чтобы числитель последней дроби 
был бы равен нулю. Имеем 

2
1 2 2 0 1 0 0 2 1 1 2b c m c km a a b c c k c m+ − − μ + + − − μ ≡ 

( ) 2
1 2 2 1 0 1 0 0 2b c c k c m a a b c≡ + − − − μ + +  

1 2 0.c k+ − μ =  
Отсюда видно, что в качестве 1с  можно взять 

 1 1 2 2 .c b c c k= +  (13) 
Тогда с учетом соотношения (13) 

2
1 2 2 0 1 0 0 2 1 1 2b c m c km a a b c c k c m+ − − μ + + − − μ ≡ 

( )2 2
0 1 2 0 0 1 2 0.b b k k c a a≡ + + − − μ − μ =  

Отсюда  

 
2
0 0 1 2

2 2
0 1

.
a a

c
b b k k

+ μ + μ
=

+ +
 (14) 

Нетрудно увидеть, что для того, чтобы 2с  из 
формулы (14) было полиномом относительно ,m  
необходимо и достаточно выполнения условия 
 2

0 1 0.b b k k+ + ≠  (15) 
С учетом того, что 

( ) ( )22 1 2
0

, ,m km c c m
a

−η λ = +
λ −

 

и приняв во внимание (13), (14), после неслож-
ных преобразований получим 

( ) ( ) ( )2
0 1 0 2 1

22 2
00 1

, .
a a m b k m km

ab b k k

+ μ + μ + + −η λ =
λ −+ +

 

Таким образом, с учетом (10) регуляторы в 
частотной области 
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 ( ) ( )
2
0 0 1 2

1 212
0 1

, ;
a a

u m a m
b b k k

+ μ + μ
λ = − −

+ +
 (16) 

( ) ( )2 0 1 22,u m a a mλ = − − μ − +  

 
( ) ( )2

0 1 0 2 1

2
00 1

a a m b k m k
ab b k k

+ μ + μ + + −+
λ −+ +

 (17) 

решают задачу модального управления для си-
стемы (1) при выполнении условия (15). 

Отсюда видна справедливость следующей 
теоремы 

Теорема. Для того чтобы система (1) была 
модально управляема регулятором вида (3) в 
случае (9), выполнение условия (15) необходимо 
и достаточно. При этом регуляторы, решающие 
задачу модального управления, в частотной об-
ласти имеют вид (16), (17).  

При переходе от регуляторов в частотной об-
ласти к регуляторам вида (3) нужно следовать 
следующим правилам. 

1. Слагаемым вида i
jm x  соответствует 

( ) .jx t ih−  

2. Слагаемым вида 1 jxμ  соответствует 

( ) ( ) ( )10 11 12 2 .j j jx t x t h x t hα + α − + α −    

3. Слагаемым вида 2 jxμ  соответствует 

( ) ( ) ( )0 0 01 0 2 2j j jx t x t h x t hα + α − + α − +  

( ) ( )0 3 0 43 4 .j jx t h x t h+ α − + α −   

4. Слагаемым вида j
m k x−
λ − ξ

 соответствует 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,h s
j

h

H t s H h s e x t s ds− + ξ

−

+ + +  

где ( )H t – функция Хевисайда. 

5. Слагаемым вида j
m km x−⋅
λ − ξ

 соответствует 

( ) ( ) ( ) ( )2

2

2 .
h

h s
j

h

H t s H h s e x t s ds
−

− + ξ

−

+ + +  

Пример. Рассмотрим систему (1) с матрицами 

0
210 220

3 2
,A

a a
− 

=  
 

 1
211 221

0 5
,A

a a
 

=  
 

  

2
212 222

0 1
,A

a a
 

=  
 

 
0

.
1

b  
=  
 

 

Тогда матрица ( )A m  имеет вид 

( )
2

2 2
210 211 212 220 221 222

3 2 5
.

m m
A m

a a m a m a a m a m

 − + +
=  

+ + + +  
 

Обозначим 0 3 .a h hk e e−= = ∈  Проверим вы-
полнение условия (15): 

2 3 6
0 1 2 5 0.h hb b k k e e+ + = + + >  

Условие (15) выполнено. Тогда регуляторы 
(16), (17) примут следующий вид: 

( ) 21 2
1 210 211 2122

9
, ,

2 5
u m a a m a m

k k
− μ + μ

λ = − − − −
+ +

 

( ) 2
2 1 220 221 222, 3u m a a m a mλ = − μ − − − +  

( ) ( )1 2
2

9 3 5
.

32 5
m k m k

k k
− μ + μ + + −+

λ ++ +
 

Нетрудно проверить, что система (1), за-
мкнутая этим регулятором, имеет характеристи-
ческое уравнение вида 

2
1 2 0,λ + μ λ + μ =  

где 1 2,μ μ  определены в формулах (5), (6). 
Заключение. В статье получен способ 

нахождения регуляторов по принципу обрат-
ной связи, решающих задачу модального 
управления для двумерной системы запазды-
вающего типа с двумя соизмеримыми запаз-
дываниями и одним входом в случае (9). Ука-
заны дополнительные условия существования 
таких регуляторов. Также рассмотрен иллю-
стративный пример. 
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УДК 514.76 
Н. П. Можей 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА РАЗРЕШИМЫХ ГРУПП ЛИ,  

НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ  
НУЛЕВОЙ КРИВИЗНЫ 

Во введении указан объект исследования – аффинные связности на однородных простран-
ствах.  В каком случае однородное пространство допускает инвариантную связность? Если суще-
ствует хотя бы одна инвариантная аффинная связность, то пространство является изотропно-точ-
ным. В статье изучены трехмерные изотропно-точные однородные пространства, на которых дей-
ствует разрешимая группа преобразований, допускающие инвариантные связности только 
нулевой кривизны. Цель работы – определить, при каких условиях указанные пространства не 
допускают эквиаффинных связностей. Охарактеризованы основные понятия: изотропно-точная 
пара, аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, тензор Риччи, эквиаффинная связ-
ность. В основной части работы найдено и приведено в явном виде полное описание трехмерных 
однородных пространств с разрешимой группой преобразований, допускающих инвариантные 
аффинные связности только нулевой кривизны, но не допускающих эквиаффинных связностей.  
Особенностью методов, представленных в работе, является применение чисто алгебраического 
подхода к описанию многообразий и структур на них. Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при исследовании многообразий, а также иметь приложение в различных областях 
математики и физики, поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях связаны с изу-
чением инвариантных объектов на однородных пространствах. 

Ключевые слова: эквиаффинная связность, группа преобразований, однородное простран-
ство, тензор кривизны, тензор кручения. 

Для цитирования: Можей Н. П. Однородные пространства разрешимых групп Ли, не допус-
кающие эквиаффинных связностей нулевой кривизны // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математи-
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N. P. Mozhey 
Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics 

EQUIAFFINE CONNECTIONS OF ZERO CURVATURE ON HOMOGENEOUS 
SPACES OF SOLUBLE GROUPS OF TRANSFORMATIONS 

In the introduction, the object of research is indicated – affine connections on homogeneous spaces. 
When a homogeneous space admits an invariant connection? If there exists at least one invariant affine 
connection, then the space is isotropically-faithful. In this article we study three-dimensional isotropicaly-
faithful homogeneous spaces on which a solvable Lie group of transformations operates, allowing 
invariant connections of zero curvature only. The purpose of the work is to determine under what 
conditions these spaces do not admit equiaffine connections. The basic notions, such as isotropically-
faithful pair, affine connection, curvature and torsion tensors, Ricci tensor, equiaffine connection are 
defined. In the main part of the paper, a complete description of three-dimensional homogeneous spaces 
with a solvable group of transformations, allowing invariant affine connections of zero curvature only, 
but not allowing equiaffine connections, is found and given explicitly. The features of the methods 
presented in the work is the application of a purely algebraic approach to the description of manifolds 
and structures on them. The results obtained can be used in the study of manifolds, as well as have 
applications in various fields of mathematics and physics, since many fundamental problems in these 
fields are connected with the study of invariant objects on homogeneous spaces. 

Keywords: equiaffine connection, transformation group, homogeneous space, curvature tensor, 
torsion tensor. 
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Введение. Важнейшими структурами в диф-
ференциальной геометрии многообразий явля-
ются структуры различных связностей, имею-
щие широкое применение в естествознании и 
математике. Понятие эквиаффинной кривизны 
первоначально встречается у В. Бляшке [1], аль-
тернативный подход приведен в работе [2]. Во-
прос о существовании связности нулевой кри-
визны является одной из нерешенных проблем, 
такие связности позволяют дать геометриче-
скую интерпретацию некоторым понятиям ма-
тематики и физики, например, понятие связно-
сти, определяющее представление нулевой кри-
визны, играет важную роль в теории солитонов. 
«Дифференциальная геометрия многомерных 
пространств различных “связностей” является 
одним из интереснейших разделов современной 
математики. Очень велико ее значение и в совре-
менной физике и механике» [3]. Трехмерные од-
нородные пространства с разрешимой группой 
преобразований рассматривались в статье [4], 
причем внимание сосредоточено на простран-
ствах, допускающих аффинные связности 
только нулевой кривизны. В данной работе 
определено, при каких условиях такое простран-
ство не допускает эквиаффинных связностей; 
при изложении сохранены обозначения, введен-
ные в работе [4], в которой приведен более по-
дробный тематический обзор, а также обоснова-
ние применяемых методов. 

Основная часть. Пусть M  – дифференци-
руемое многообразие, на котором транзитивно 
действует группа G, = xG G  – стабилизатор  
произвольной точки x M∈ , g  – алгебра Ли  
группы Ли G , а g  – подалгебра, соответствую-
щая подгруппе G. Необходимое условие суще-
ствования аффинной связности состоит в том, что 
представление изотропии для G должно быть точ-
ным, если G эффективна на /G G. Там, где это не 
будет вызывать разночтения, будем отождествлять 
подпространство, дополнительное к g  в g , и фак-
торпространство ggm /= . Аффинной связностью 
на паре ( gg, ) называется такое отображение 

),(: mglg→Λ  что его ограничение на g  есть изо-
тропное представление подалгебры g , а все отоб-
ражение является −g инвариантным. Тензор круче-
ния )(1

2 mInvTT ∈  и тензор кривизны 
)(1

3 mInvTR ∈  имеют вид  
[ ] ;,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ   

[ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm   
для всех ., g∈yx  Будем говорить, что Λ  имеет 
нулевое кручение или является связностью без 
кручения, если = 0.T  Определим тензор Риччи 

2T (Ric Inv∈ m ): ( , ) = tr{ ( , ) }.Ric y z x R x y z  Бу- 

дем говорить, что аффинная связность Λ  яв-
ляется локально эквиаффинной, если 
tr ([ , ]) = 0x yΛ  для всех ,x y ∈g, то есть 

([ , ]) ( )Λ ⊂g g sl m . Аффинная связность Λ  с ну-
левым кручением имеет симметрический тензор 
Риччи тогда и только тогда, когда она локально 
эквиаффинна [5]. 

Под эквиаффинной связностью будем пони-
мать аффинную связность Λ  (без кручения), для 
которой tr ( ) = 0xΛ  для всех x∈g . В этом случае 
очевидно, что ( ) ( ).Λ ∈g sl m  

Будем описывать пару ( , )g g  при помощи 
таблицы умножения алгебры g , через 

1 1 2 3{ , , , , , }ne e u u u  обозначим базис g  
( = dim )n g . Будем полагать, что подалгебра g  
порождается векторами 1, , ne e , а 1 2 3{ , , }u u u  – 
базис m.  Для нумерации подалгебр используем 
запись . ,d n  а для нумерации пар – запись . . ,d n m  
соответствующие приведенным в источнике [4], 
здесь d  – размерность подалгебры, n – номер под-
алгебры в )(3,gl , а m – номер пары ( gg, ). Бу-
дем описывать связность через образы базисных 
векторов 1( )uΛ , 2( )uΛ , 3( )uΛ . Аффинная связность 
называется тривиальной, если 1( )uΛ = 2( )uΛ =

3( )u= Λ = 0. Пара ( gg, ) называется тривиальной, 
если существует коммутативный идеал a  в ,g  
такой, что =⊕g a g. Тривиальную пару типа .d n  
обозначаем . .1d n . 

Теорема. А) Все трехмерные тривиальные 
однородные пространства, допускающие инва-
риантные аффинные связности только нулевой 
кривизны, но не допускающие эквиаффинных 
связностей, такие, что g  разрешима, локально 
имеют вид =⊕g a g , где a  – коммутативный 
идеал в ,g  а g  сопряжена одной из следующих по-
далгебр в )(3,gl : 

dim =1g  

1 1
4 2

1, > 0,
( , ) ( 2, 1), > 0,

2. 4.
( , ) ( , ), 2 ;

1;

0,
7. 9. .

2;

x x x
x x x

x x

x x x x
x x x

x x

λ ≤ μ ≤ λμ
λ

λ μ ≠ − − μ
λ − λ

λ μ ≠ μ ≠ − λ
μ μ

λ + μ ≠ −

λ ≠
λ

λ ≠ −

dim = 2g  

1 ,
| | 1,

1. 2. > 0,
0;

( , ) ( 1, 1);

0,
3. 0; 4. ( , ) (0, 0),

( , ) (0, 2);

x x y
x x

y y

x x y x
x x x y

y x y

+ − ≤ μ ≤ λ
λ ≤

λ λ λμ
λ ≠

μ λ μ ≠ − −

λ λ ≥
− λ λ ≥ − λ μ ≠

λ + μ λ μ ≠ −
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0,
5. ; 6. ; 8.

1;

y x y y y x
x x y

y y y

+ λ
λ ≠
λ ≠ −

λ
 

1 1
2 2

1 1
2 4

( , ) ( , ),
9. ( , ) ( , ), 10. ;

0, 0,
1;

y x x y x
y x y

y x

−λ μ ≠
λ λ μ ≠

μ λ ≠ μ ≠
λ + μ ≠ −

 

11. ;12. ;14. ;
x y x x y y y x

x y x y y y
x x y

−
 

1
2

0,
15. ;16.

;

x y x
y y y

y y
−

λ ≠
λ

λ ≠
λ

 

1
2

0,
19. 21. 1, 0, ;

2;
(2 1)

y y x x y
y x y

y x

λ ≠
λ λ ≠

λ ≠ −
λ λ −

 

22. .
2

y
x y

x
 

 

dim = 3g  

1. ; 2. ; 6. ;
x y x x

y x y y
z z z

−  

( , ) (0, 0),
7. 0; 8.

( , ) ( 1, 1);

y x y x
y z

z y z

λ μ ≠
λ λ ≠

λ μ ≠ − −
λ + μ

 

 

9. ;10. ;11. ;
x y z x z x z

x y y x y y x
x y y

λ +  

1 < 1,
12. ;13. 14. 0;0,

1;

z x z x z
y x y x y
x x x

− λ ≤
λ − μ >μ ≠

μ μλ + μ ≠ −

 

> 0,
16.  17. ;

2 ;

x x z x x y z
x x y x

x y

λ λ +
μ

− λ
μ ≠ − λ

μ
 

| | 1,
18. ;19. 0,

1;

x x z y z
x x

y x

λ ≤
λ ≠

λ λ ≠ −
 

,
20. 0, 0, 21. 0;

1;

x y z y z
x x x

x x x

λ ≤ μ
λ λ ≠ μ ≠ λ λ <

μ λ + μ ≠ − − λ
 

 

1
2

2 ;
22. 23. 1, ,0;

> 0;
(2 1)

x y z x y z
x x x y
x x x

λ
λ ≠ − μ

μ λ λ ≠
λ

− μ λ −
 

1
224. ; 26. ; 27. 0, ;

2

y z x z y x z
x y y y y y

x y y
−λ λ ≠

λ
 

28. ; 29. 0, 2;
x z x x z

y x y
x x

μ ≠ −
μ

 

30. ;31.
x x z x y z

x x y x z
x x y

+
+

−
 

dim = 4g  

4. ; 6. 1 1;7. 0;
x u x u x x u

y x z x x z
z y y

λ
λ − ≤ λ ≤ − λ λ ≥  

 

,
8. ( , ) (0, 0),

( , ) ( 1, 1);

x u
y z

x y

λ ≤ μ
λ μ ≠

λ + μ λ μ ≠ − −
 

0,
9. ( , ) (0, 0),

( , ) (0, 2);

y x u
x y z

x y

λ ≥
− λ μ ≠

λ + μ λ μ ≠ −
 

1 < 1,
10. ;11. ( , ) (0, 0),

( , ) ( 1, 1);

z u x z u
x y

y x y

− ≤ μ
λ μ ≠

λ + μ λ μ ≠ − −
 

12. 0;13. 0;
x z u x z u

y y y
x y y y

λ ≥ λ λ≥
λ + − λ

 

0,
14. 15. 0;

( , ) (0, 2);

x y z u x z u
y x y x y
x y y

λ + μ
λ ≥

λ + λ ≥
λ μ ≠ −

−

 

16. ;17. ;18. ;
x z u x x y u x x u

y x x z x z
y y y

λ +
 

19. ; 20. 0, 1;
y u y u

z x z
x x

λ ≠ −
λ

 

0,
21. 22. .

1;

x y u x y z u
x z x z

x x y

+
μ ≠

λ
λ + μ ≠ −

μ −
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dim = 5g  

4. ; 5. ; 6. ;

7. ;8. ; 9. ;

( , ) (0,0),
10.

( , ) ( 1, 1).

x v x y v x u v
y u y x u y

z z z

x u v z v x z v
y z x u x u
z y y y

x z v
y u

x y

−

λ
−

λ μ ≠
λ μ ≠ − −

λ + μ

 

dim = 6g  

5. .
x u w

y v
z

 

Греческими буквами здесь обозначены пара-
метры, подалгебры с одинаковыми номерами, но 
разными значениями параметров, не сопряжены 
друг другу, латинскими буквами обозначены пе-
ременные, по умолчанию они принадлежат  ; ба-
зис подалгебры выбираем, придав одной из пере-
менных значение 1, а остальным 0, нумерация ба-
зисных векторов соответствует алфавиту. 

Б) Все трехмерные нетривиальные одно-
родные пространства, допускающие инвари-
антные аффинные связности только нулевой 
кривизны, но не допускающие эквиаффинных 
связностей, такие, что g  разрешима, локально 
имеют вид 1.2.2 (λ < –1), 1.2.3 (0 < λ ≤ 1

2 ),  
1.4.2 (λ > 0), 1.7.3, 2.2.2, 2.4.2, 2.8.5, 2.9.2 (μ ≠ 0,–1, 
– 1

2 ), 2.15.2, 2.16.3, 2.19.5, 3.8.7, 3.13.3 (0 < μ < 2), 
3.13.5 (μ ≠ –1, –2 < μ < 0), 3.14.3, 3.19.17, 3.20.25 
(μ ≠ – 1

3 , μ < 0), 3.20.26 (λ ≠ 1
4 , λ > 0), 4.8.9, 

4.11.5, где 

1.2.2, λ < –1 e1 u1 u2 u3  
e1 0 u1 λu2 (λ + 1)u3  
u1 –u1 0 u3 0  
u2 –λu2 –u3 0 0  
u3 –(λ + 1)u3 0 0 0  
      

1.2.3, 0 < λ ≤ 1/2 e1 u1 u2 u3  
e1 0 u1 λu2 (1 – λ)u3  
u1 –u1 0 0 0  
u2 –λu2 0 0 u1  
u3 (λ – 1)u3 0 –u1 0  

 
1.4.2, λ > 0 e1 u1 u2 u3  

e1 0 λu1 – u2 u1 + λu2 2λu3  
u1 –λu1 + u2 0 u3 0  
u2 –λu2 – u1 –u3 0 0  
u3 –2λu3 0 0 0  

 

1.7.3 e1 u1 u2 u3  
e1 0 u1 2u2 u1 + u3  
u1 –u1 0 0 u2  
u2 –2u2 0 0 0  
u3 –u1 – u3 –u2 0 0  
      

2.2.2 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 0 u1 u2 0  
e2 0 0 u1 0 u3  
u1 –u1 –u1 0 0 0  
u2 –u2 0 0 0 u1  
u3 0 –u3 0 –u1 0  
       

 

2.4.2 e1 e2 u1 u2 u3   
e1 0 0 u1 u2 2u3   
e2 0 0 –u2 u1 0  
u1 –u1 u2 0 u3 0  
u2 –u2 –u1 –u3 0 0  
u3 –2u3 0 0 0 0  
       
2.9.2,  
μ ≠ 0, 

μ ≠ –1,–1/2 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 (1 – μ)e2 u1 (μ + 1)u2 μu

3 
 

e2 (μ – 1)e2 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 u2  
u2 –(μ + 1)u2 0 0 0 0  
u3 –μu3 –u1 –u2 0 0  
       

 

2.8.5 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 e1 0 0 u1  
e2 –e1 0 0 u2 u3  
u1 0 0 0 0 u2  
u2 0 –u2 0 0 0  
u3 –u1 –u3 –u2 0 0  
       

2.15.2 e1 e2 u1 u2 u3  
e1 0 e1 0 0 u1  
e2 –e1 0 0 u2 u2 + u3  
u1 0 0 0 0 u2  
u2 0 –u2 0 0 0  
u3 –u1 –u2–u3 –u2 0 0  
       

 

2.16.3 e1 e2 u1 u2 u3   
e1 0 –(1/2)e1 0 0 u1  
e2 (1/2)e1 0 u1 (1/2) u2 u2 + 

+ (1/2)u3 
 

u1 0 –u1 0 0 0  
u2 0 –(1/2) u2 0 0 u1  
u3 –u1 –u2 – 

(1/2)u3 
0 –u1 0  

       
 

2.19.5 e1 e2 u1 u2 u3   
e1 0 – (1/2)e1 0  0  u1  
e2  (1/2)e1 0 u1 u1 + 

+ u2 
e1 +  

+ (1/2)u3 
 

u1  0  –u1 0 0 0  
u2  0  –u1 – u2 0 0 0   
u3  –u1 –e1 – (1/2)u3 0 0 0  
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3.8.7 e1 e2 e3 u1 u2 u3  
e1 0 0 2e3 u1 0 –u3  
e2 0 0 –e3 0 u2 u3  
e3 –2e3 e3 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 u2  
u2 0 –u2 0 0 0 0  
u3 u3 –u3 –u1 –u2 0 0  
        

3.13.3, 0 < μ < 2 
 e1 e2 e3 u1 u2 u3  

e1 0 (1 – 2μ)e2 (1 – μ)e3 u1 (1 –μ)u2 μu3  
e2 (2μ – 1)e2 0 0 0 0 u2  
e3 (μ – 1)e3 0 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 0  
u2 (μ – 1)u2 0 0 0 0 u1  
u3 –μu3 –u2 –u1 0 –u1 0  
        

3.13.5, μ ≠ –1, –2 < μ < 0 
 e1 e2 e3 u1 u2 u3  

e1 0 e2 (1 – μ)e3 u1 (1 + μ)u2 μu3  
e2 –e2 0 0 0 0 u2  
e3 (μ – 1)e3 0 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 u2  
u2 –(μ + 1)u2 0 0 0 0 0  
u3 –μu3 –u2 –u1 –u2 0 0  
        

 

3.14.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3  
e1 0 –3e2 –e3 u1 –u2 2u3  
e2 3e2 0 0 0 0 u2  
e3 e3 0 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 0  
u2 u2 0 0 0 0 u1  
u3 –2u3 –u2 –u1 0 –u1 0  
        

 
 

3.19.17 e1 e2 e3 u1 u2 u3  
e1 0 –2e2 –e3 0 2u2 u3  
e2 2e2 0 0 0 u1 e3  
e3 e3 0 0 0 0 u1  
u1 0 0 0 0 0 0  
u2 –2u2 –u1 0 0 0 0  
u3 –u3 –e3 –u1 0 0 0  
        

3.20.25, μ ≠ – 1
3 , μ < 0 

 e1 e2 e3 u1 u2 u3  
e1 0 (1 – 2μ)e2 (1 – μ)e3 u1 2μu2 μu3  
e2 (2μ – 1)e2 0 0 0 u1 e3  
e3 (μ – 1)e3 0 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 0  
u2 –2μu2 –u1 0 0 0 0  
u3 –μu3 –e3 –u1 0 0 0  
        

3.20.26, λ ≠ 1
4 , λ > 0 

 e1 e2 e3 u1 u2 u3  
e1 0 (1 – λ)e2 (1 – 2λ)e3 u1 λu2 2λu3  
e2 (λ – 1)e2 0 0 0 u1 0  
e3 (2λ – 1)e3 0 0 0 e2 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 0  
u2 –λu2 –u1 –e2 0 0 0  
u3 –2λu3 0 –u1 0 0 0  

 

4.8.9 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3  
e1 0 0 2e3 e4 u1 0 –u3  
e2 0 0 –e3 0 0 u2 u3  
e3 –2e3 e3 0 0 0 0 u1  
e4 –e4 0 0 0 0 0 u2  
u1 –u1 0 0 0 0 0 u2  
u2 0 –u2 0 0 0 0 0  
u3 u3 –u3 –u1 –u2 –u2 0 0  
         

 

4.11.5 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3  
e1 0 0 e3 e4 u1 0 0  
e2 0 0 –e3 –(1/2)e4 0 u2 (1/2)u3  
e3 –e3 e3 0 0 0 u1 e4  
e4 –e4 (1/2)e4 0 0 0 0 u1  
u1 –u1 0 0 0 0 0 0  
u2 0 –u2 –u1 0 0 0 0  
u3 0 –(1/2)u3 –e4 –u1 0 0 0  
 
В работе [4] приведен список трехмерных 

однородных пространств разрешимых групп 
Ли, допускающих аффинные связности только 
нулевой кривизны, соответственно, для дока-
зательства этой теоремы достаточно выбрать 
из них пространства, не допускающие эквиаф-
финных связностей. Заметим также, что у про-
странств, указанных в теореме, связность 
имеет нулевую кривизну, тензор Риччи также 
нулевой (то есть симметрический), следова-
тельно, при равенстве нулю тензора кручения 
аффинная связность является локально эквиа-
финной связностью без кручения. Находим 
афинные связности и тензоры кручения. Про-
веряя, при каких условиях пространство не до-
пускает эквиаффинных связностей, получаем 
искомый результат.  

Действительно, выпишем инвариантные 
связности на пространствах, приведенных в ра-
боте [4]. Прямыми вычислениями получаем, 
что, например, у пар, перечисленных в пункте Б 
теоремы (в некотором базисе), аффинная связ-
ность тривиальна с нулевой кривизной и круче-
нием, за исключением пар, выписанных ниже. 
Если тензор кручения нулевой, то аффинная 
связность (которая также является локально эк-
виафинной) имеет вид, приведеннный в табл. 1. 

Если же тензор кручения может быть нену-
левым, то аффинная связность и сам тензор кру-
чения имеют вид, приведеннный в табл. 2 и 3. 

Следовательно, аффинная связность явля-
ется локально эквиафинной связностью без кру-
чения при 1

1,3 2q =  в случаях 3.14.3, 3.13.3  
( 0μ ≠ ), 2.16.3; при 1

22,3p =  в случаях 4.8.9, 3.8.7, 
3.13.5, 2.8.5, 2.9.2 ( 1

20, 1,μ ≠ − − ), 2.15.2, 1.7.3; 
при 1,2 1,3 1r q= −  в случаях 2.2.2, 1.2.3; при 

1,2 1,3r q=  в случае 3.20.26 ( 1
3=λ ); при 1

3,2 2p =  
в случаях 2.4.2, 1.4.2 и при 3,1 3,2 1q p= −   
в случае 1.2.2.  
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Таблица 1  
Аффинная связность (тензор кручения нулевой) 

Пара Аффинная связность  
(тензор кручения нулевой) 

4.11.5, 
3.19.17, 
3.20.25 

1
30,μ ≠ −  

1 2 3( ) = 0, ( ) = 0, ( ) =u u uΛ Λ Λ

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 
 
 
 
 

3.20.26 
1 1

3 4,λ ≠  

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0

     
     
     
     
     

2.19.5 

1,3

1,3

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 1 ,
0 0 0 0 0 0 0 0 0

r

r

     
     
     
     
     

∈  
 

Таблица 2  
Аффинная связность  

(тензор кручения может быть ненулевым) 

Пара 
Аффинная связность (тензор кру-
чения может быть ненулевым, 

, ,i jp , ,i jq ,i jr ∈ , , = 1,3i j ) 

3.13.3 0μ ≠ , 
3.14.3 

1,3

1 2

1,3

3

0 0
( ) = 0, ( ) = 0 0 0 ,

0 0 0

0 0
( ) = 0 0 0

0 0 0

q
u u

q
u

 
 Λ Λ  
 
 
− 

 Λ  
 
 

 

4.8.9, 3.8.7, 
3.13.5 (μ ≠ –1), 

2.8.5, 
2.9.2 λ ≠ 1

2   
1

2( 0,1, 1, )μ ≠ − −
 

2.15.2 

2,3

2,3

0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0

0 0 0

p

p

   
   
   
   
   

 
 − 
 
 

 

2.2.2, 1.2.3 

1,3 1,20 0 0 00 0 0
0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

q r    
    
              

 

2.16.3 

1,30 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

q   
   
   
   
   

1,3 1,30
0 0 0
0 0 0

q r− 
 
 
 
 

Окончание табл. 2 

3.20.26 
1

3=λ  

1,3

1,2

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 1 0

0 0
0 0 0
0 0 0

q

r

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

2.4.2, 1.4.2  
3,1 3,2 3,2 3,1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,

0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

p p p p

   
   
   
   −   

 
 
 
 
 

 1

2.9.2 = 1μ , 
1.7.3  

2,3

2,3 2,3

0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0

0 0 0

p

p r

   
   
   
   
   

 
 − 
 
 

 

2.9.2 λ = 1
2   

1
2( 0,1, 1, )−μ ≠ −

 

2,3

1,3

2,3

0 0 0 0 0 0
0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0

0 0 0

p

r
p

   
   
   
   
   

 
 − 
 
 

 

1.2.2  3,2 3,1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

p q

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

 
Аналогично, у всех пар, перечисленных в 

пункте А теоремы, локально эквиаффинные 
связности имеют вид, указанный в табл. 4. 

Для остальных трехмерных однородных 
пространств, приведенных в теореме, локально 
эквиаффинная связность также существует и 
тривиальна.  

Заметим, что в случаях 3.20.25 ( 1
3–μ = ) и 

3.13.5 ( 1μ = − ) tr ( ) = 0xΛ  для всех x ∈ g , то есть 
эквиафинные связности существуют (и совпадают 
с локально эквиаффинными), в случаях 1.2.1 
(μ + λ = –1), 1.4.1 (μ = –2λ), 1.7.1 (λ = –2),  
2.2.1 (λ, μ) = (–1,–1), 2.4.1 (λ, μ) = (0,–2), 2.8.1 (λ = –1), 
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2.9.1 (λ + μ = –1), 2.16.1 (λ = – 1
2 ), 2.19.1 (λ = –2), 

3.8.1 (λ, μ) = (–1,–1), 3.13.1 (μ + λ = –1), 3.16.1 (μ = –2λ), 
3.19.1 (λ = –1), 3.20.1 (μ + λ = –1), 3.21.1 (λ = 0), 
3.22.1 (λ = –2μ), 3.23.1 (λ = 0),  3.27.1 (λ = – 1

2 ), 
3.29.1 (μ = –2), 4.8.1 (λ, μ) = (–1,–1), 4.9.1 (λ, μ) = 
= (0, –2), 4.11.1 (λ, μ) = (–1, –1), 4.14.1 (λ, μ) = (0, –2), 
4.20.1 (λ = –1), 4.21.1 (μ + λ = –1), 5.10.1 (λ, μ) =  
= (–1,–1) также имеем tr ( ) = 0xΛ  для всех x ∈g , 
то есть эквиаффинная связность существует  
(и тривиальна), а в остальных случаях, приве-
денных в теореме, tr ( ) 0Λ ≠g , так как даже 

( ) ( )Λ ∉g sl m , следовательно указанные пары не 
допускают эквиаффинных связностей. 

 
Таблица 3  

Тензор кручения 

Пара Тензор  
кручения 

3.14.3, 3.13.3 
0μ ≠ , 2.16.3 

1 2 1 3( , ) = ( , ) = 0,T u u T u u  

2 3( , ) =T u u ( )1,32 1,0,0q −
4.8.9, 3.8.7, 
3.13.5, 2.8.5, 

2.9.2 
1

20, 1, –μ ≠ − , 
2.15.2, 1.7.3 

( )2,3(0, 0, 0), 0, 2 1, 0 , (0, 0, 0)p −

 
3.20.26  

1
3=λ  ( )1,3 1,2(0,0,0), (0,0,0), ,0,0q r−

2.2.2, 1.2.3 ( )1,3 1,2(0,0,0), (0,0,0), 1,0,0q r− −

2.4.2, 1.4.2 ( )3,20,0, 2 1 , (0,0,0), (0,0,0)p −

1.2.2 ( )3,2 3,10,0, 1 , (0,0,0), (0,0,0)p q− −

 
Таблица 4 

Локально эквиаффинная связность 

Пара 
Локально  

эквиаффинная связность 
(без кручения) 

4.11.1 1
2=λ , = 0μ ,  

4.21.1 = 1μ − λ ( 1),λ ≠  
3.27.1 1

2=λ , 2.16.1 
1

2=λ , 
2.21.1 3

4=λ  

1 2

1,3

3

0 0 0
( ) = ( ) = 0 0 0 ,

0 0 0
0 0

( ) = 0 0 0
0 0 0

u u

r
u

 
 Λ Λ  
 
 

 
 Λ  
 
 

1

4.8.1 1
2= 0, =λ μ ,  

3.8.1 1
2= , = 0λ μ ,  

2.8.1 1
2=λ , 2.9.1 

= 2λ μ  
1 1 1

4 3 3( 0, , , –μ ≠ , 1
2

), 1.2.1 
2

3= / 2 ( 2, – )μ λ λ ≠ −
1.7.1 = 2λ  

2,3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0
0 0 0

r

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

Продолжение табл. 4 

Пара 
Локально  

эквиаффинная связность 
(без кручения) 

3.7.1 1
2=λ ,  

2.1.1 1
2=λ ,  

1.2.1 1
2=λ ( 1

2μ ≠ ,1 ), 

1.7.1 1
2=λ  

1,20 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

q   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

1 

3.14.1 0, 2,μ ≠   
2.9.1 = 1λ , 1

2μ =  1,3

2,3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0 0

r
r

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

2.9.1 1
2=λ  

31 1 1
2 2 4 20, – , – , ,μ ≠

 

1,2

1,3

0 00 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

q

r

  
  
        

 
 
 
 
 

1

 

1.2.1 = 2μ λ   
( 1 1

3 4,λ ≠ ) 
3,2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

q

  
  
  

      
 
 
 
 
 

1

 

1.2.1 1
2=λ , 1μ =  

1,2

3,2

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

q

q

  
  
  

      
 
 
 
 
 

1

 

4.11.1 = 1, = 1μ − λ , 
3.8.1 = 1, = 1λ − μ , 

3.20.1 = 1 ( 0)μ − λ λ ≠ , 
2.2.1 = = 1λ μ , 
2.9.1 = 1λ − μ  

( 0, 1,μ ≠  1 1
3 2, ) ,  

1.2.1 = 1μ − λ  
1 1
3 2( , )λ ≠  

1,3

1,3

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

q

q
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Продолжение табл. 4 

Пара 
Локально  

эквиаффинная связность 
(без кручения) 

4.14.1 = 0, = 2λ μ , 
3.22.1 = 2 0λ μ ≠  

1,2

1,2

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

q

q

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

1 

2.9.1 1
2= =λ μ ,  

1.2.1 1
2= =λ μ  

1,2 1,3

1,3 1,3

0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0
0 0 0
0 0 0

q q

q r

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

3.23.1 2
3=λ ,  

2.21.1 2
3=λ  

1,3

1,3

1,3

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 2
0 0 0

q

q
q

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

2.4.1 = 0, = 2,λ μ  
1.4.1 = 2μ λ  

3,1 3,1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,

0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

p p

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

1

 

2.9.1 2
3=λ , 1

3=μ   

1,3

1,3

2,3

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0 0

q

q
r

   
   
   
   
   

 
 
 
 
 

 

Окончание табл. 4 

1.2.1 = 1μ λ +   
( 2λ ≠ − ) 

3,2 3,2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0p p

   
   
   
   
   

 

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
 
 

 

1

1.2.1 1
3=λ , 

2
3=μ   

1,3

3,2

1,3

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

q

q

q

  
  
  

      
 
 
 
 
 

1

 

 
Прямыми вычислениями для всех пар, при-

веденных в работе [4], получаем, что других 
трехмерных однородных пространств с разре-
шимой группой преобразований, допускаю-
щих аффинные связности только нулевой кри-
визны, но не допускающих эквиаффинных 
связностей, нет. 

Заключение. Таким образом, найдено и 
приведено в явном виде полное описание трех-
мерных однородных пространств с разреши-
мой группой преобразований, допускающих 
инвариантные связности только нулевой кри-
визны, но не допускающих эквиаффинных 
связностей. Особенностью методов, представ-
ленных в работе, является применение чисто 
алгебраического подхода к описанию много-
образий и структур на них. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы при иссле-
довании многообразий, а также иметь прило-
жения в различных областях математики и 
физики, поскольку многие фундаментальные 
задачи в этих областях связаны с изучением 
инвариантных объектов на однородных про-
странствах. 
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ÌÅÕÀÍÈÊÀ 
MECHANICS  

 
 
 
УДК 531.382 

Т. Б. Карлович, А. П. Васеха, Р. Н. Ласовский 

Белорусский государственный технологический университет 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТРАЕКТОРИИ ТОЧКИ 

КАСАНИЯ ВОЛЧКА ТИП-ТОП С ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ  
ПРИ ЕГО ДВИЖЕНИИ 

Волчок тип-топ (tippe top) является примером механической системы, которая при вращении 
может переворачиваться на 180º, занимая неустойчивое положение равновесия. Волчок представ-
ляет собой симметричное тело вращения с одинаковыми моментами инерции относительно гори-
зонтальных осей и отличным от них моментом инерции относительно вертикальной оси. В состо-
янии покоя центр тяжести волчка располагается ниже центра описанной вокруг него сферы, а при 
движении он может подниматься выше центра сферы. Переворот волчка обусловлен наличием 
трения скольжения по поверхности. 

В настоящей работе для эксперимента были разработаны два вида волчков в виде тонкостен-
ных сферических оболочек, срезанных выше экватора, и ножек в виде усеченных конусов, вкру-
чиваемых в цилиндрические отверстия на дне сферических оболочек. Внутри одной из сфериче-
ских оболочек для локализации воздуха добавлялись перегородки. Модели распечатывались на 
3D-принтере PLA-пластиком. Затем волчки запускались многократно на гладкой горизонтальной 
поверхности и производилась видеосъемка их движения. Выяснилось, что траектории движения 
представляют собой сходящиеся спирали, причем для волчка без перегородок максимальный ви-
димый диаметр витка спирали больше, чем для волчка с перегородками. Это соответствует пред-
сказаниям теории эволюции тяжелого динамически симметричного тела сферической формы на 
горизонтальной плоскости с малым трением. 

Ключевые слова: механическая система, динамически симметричное тело, количество дви-
жения, кинетический момент. 

Для цитирования: Карлович Т. Б., Васеха А. П., Ласовский Р. Н. Экспериментальное ис-
следование траектории точки касания волчка тип-топ с горизонтальной поверхностью при его 
движении // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2024. № 2 
(284). С. 19–24. 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-3. 
 

T. B. Karlovich, A. P. Vasekha, R. N. Lasovsky 

Belarusian State Technological University 
EXPERIMENTAL STUDY OF THE TRAJECTORY OF THE TOUCH POINT  

OF A TIPPE TOP WITH A HORIZONTAL SURFACE DURING ITS MOVEMENT 
A tippe top is an example of a mechanical system tat is spun by hand and can tip 180º when rotated, 

exhibited dynamically unstable behavior. A top is a symmetrical body of rotation with equal moments of 
inertia about the horizontal axes and a different moment of inertia about the vertical axes. At rest, the 
center of gravity of the top is located below the center of the sphere described around it, and when moving, 
it can rise above the center of the sphere. The turning of the top is due to the presence of sliding friction 
on the surface.  

In this work, models of two types of tops in the form of thin-walled spherical shells, cut above the 
equator, and legs in the form of truncated cones, screwed into a cylindrical holes at the bottom of the 
spherical shells, were developed for the experiment. Partitions were added inside of the spheres to contain 
air. The models were printed on a 3D-printer using PLA-plastic. Then the tops were launched repeatedly 
on a smooth horizontal surface and their movement was videotaped. It turned out that the trajectories of 
movement are converging spirals, and for a top without partitions maximum visible diameter of a spiral 
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turn is greater than for a top with partitions. This corresponds to the predictions of the theory of evolution 
of a heavy dynamically symmetrical spherical body on a horizontal plane with low friction. 

Keywords: mechanical system, dynamically symmetrical body, momentum, kinetic moment. 

For citation: Karlovich T. B., Vasekha A. P., Lasovsky R. N. Experimental study of the trajectory 
of the touch point of a tippe top with a horizontal surface during its movement. Proceedings of BSTU, 
issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2024, no. 2 (284), pp. 19–24 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-3.  

Введение. Волчком тип-топ или волчком 
Томпсона называется кинетическое устройство, 
которое при раскручивании на неподвижной го-
ризонтальной поверхности может переворачи-
ваться на 180º в вертикальной плоскости. Обычно 
такой волчок представляет собой сферическую 
оболочку, срезанную выше экватора с конусооб-
разной ножкой внутри. Волчок является симмет-
ричным телом с осью вращения, совпадающей с 
осью конусообразной ножки, и центром тяжести, 
находящимся ниже центра сферы, описанной во-
круг него. Для переворота волчка и поднятия его 
центра тяжести выше центра сферы необходимо 
раскрутить волчок до определенной угловой ско-
рости. В случае малой скорости вращения пере-
ворот не происходит, а возникает лишь прецес-
сия оси симметрии волчка.  

Объяснение опрокидывания волчка связано 
с решением задачи о движении тела по твердой 
неподвижной горизонтальной поверхности с уче-
том силы трения. Еще в середине прошлого века 
появился ряд работ, качественно объясняющих 
поворот оси симметрии быстро закрученного 
волчка, основанных на решении нелинейных ди-
намических уравнений. Задача о существовании 
и устойчивости непрерывных вращений сферы 
на горизонтальной поверхности была исследо-
вана в работе [1]. В работе [2] рассмотрена мо-
дель движения шара, центр масс которого лежит 
на оси динамической симметрии. На него дей-
ствует сила трения скольжения, пропорциональ-
ная скорости точки контакта волчка с горизон-
тальной плоскостью. Получены приближенные 
уравнения, описывающие динамику шара, и на 
основе диаграмм Смейла продемонстрированы 
условия существования устойчивых решений, в 
том числе для случая расположения центра тя-
жести шара выше его центра симметрии.  

В работе [3] исследованы теоретическая мо-
дель и экспериментальная реализация волчка 
тип-топ. Выделены три типа динамического по-
ведения: с опрокидыванием, без опрокидывания и 
наклонное, при котором волчок поднимается, но 
не переходит в вертикальное положение, а оста-
ется в некотором промежуточном состоянии. 
Найдены условия, при которых осуществляется 
переход от одного типа вращения к другому, а 
также изготовлены и протестированы несколько 
образцов волчка «три-в-одном» с подвижным 

центром тяжести. Перемещение центра тяжести 
в образцах позволяет наблюдать три типа их ди-
намического поведения.  

Основная часть. Для эксперимента были 
разработаны модели двух волчков, которые из-
готавливались на 3D-принтере при помощи пе-
чати PLA-пластиком плотностью 1,24 г/см3. Мо-
дель волчка тип-топ (рис. 1) представляет собой 
сферическую оболочку, толщиной 1 мм и внеш-
ним диаметром 38 мм. Оболочка срезается при-
близительно на 1/4 диаметра, чтобы в образовав-
шееся отверстие можно было вставить ножку и 
вручную за нее раскручивать волчок. Ножка яв-
ляется усеченным конусом длиной 38 мм с мень-
шим диаметром 3 мм и большим диаметром  
5 мм. Она вкручивается в цилиндрическое от-
верстие высотой 4 мм, сделанное в дне сферы.  

 

 
 

Моделирование волчков осуществлялось в 
CAD системе по оригинальным чертежам. Необ-
ходимость раздельной печати ножки и шляпки 
(срезанной сферической оболочки) обусловлена 
соблюдением сферической формы с точностью 
0,5 мм, иначе волчок не будет переворачиваться. 
Для второго волчка (рис. 1, рис. 2, б) сфериче-
ская оболочка печатается с внутренними реб-
рами (перегородками), разбивающими ее про-
странство на четыре одинаковых сектора. Масса 
первого волчка составляет 7,03 г, второго – 8,13 г. 
Соответствующие элементы моделей представ-
лены на рис. 1.  

Готовые собранные волчки показаны на рис. 2. 
На рис. 2, а представлен образец с полой шляпкой, 
в которой при раскручивании осуществляется 
вихревое движение потоков воздуха. Для умень-
шения скорости воздушных потоков внутри 
сферы служат внутренние ребра (рис. 2, б).  

Рис. 1. 3D-модели элементов волчков тип-топ: 
1 – ножка; 2 – сферическая оболочка без ребер; 

3 – сферическая оболочка с ребрами 

1 2 3 



Ò. Á. Êàðëîâè÷, À. Ï. Âàñåõà, Ð. Í. Ëàñîâñêèé 21 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2024 

 
 

Для экспериментов с волчками выбиралась 
твердая горизонтальная поверхность с малой шеро-
ховатостью. Измерение наклона поверхности про-
водилось уровнемером. Максимальные отклонения 
от горизонтали составили ±0,5º. В качестве матери-
ала для поверхности использовались ламинат и 
окрашенный порошковой краской металличе-
ский лист. Принципиального отличия в движе-
ниях волчков на менее шероховатой поверхно-
сти (ламинат) и более шероховатой поверхности 
(металлический лист) не наблюдалось. Лучшее 
сцепление с поверхностью, большая сила трения 
скольжения и более четко прописанная траекто-
рия точки касания волчка горизонтальной по-
верхности при его движении наблюдались на 
металлической поверхности.  

Визуализация траектории точки касания 
волчка горизонтальной поверхности при его 
движении проводилась двумя способами. Визу-
ализация траектории первым способом осу-
ществлялась путем видеосъемки со скоростью 
240 кадров в секунду с последующей раскадров-
кой через равные интервалы времени ~0,1 c.  
При отсутствии сыпучего материала на поверх-
ности траектории точки касания представляли 
собой начальный криволинейный отрезок движе-
ния до переворота волчка (не показан на рис. 3)  
и скручивающуюся спираль после его перево-
рота (показана на рис. 3). Причем первоначаль-
ный отрезок движения был длиннее для волчка 
без ребер, так же как и максимальный видимый 
диаметр витка спирали. Волчок без ребер быст-
рее переворачивался, но был менее устойчивый 
при вращении на ножке. Волчок с ребрами пере-
ворачивался при большей начальной скорости, 
однако дольше мог находиться в перевернутом 
состоянии. Максимальное количество витков 
спирали было более 10. Видимый радиус закру-
чивания траектории для волчка без ребер со-
ставлял ~150 мм, для волчка с ребрами ~100 мм.  

Визуализация траектории точки касания 
волчка горизонтальной поверхности с насып-
ным материалом производилась вторым спосо-
бом: по следу, оставляемому ножкой волчка. 
Для этого на темный ламинат наносился мелко-
дисперсный легкосыпучий материал. Лучше 

всего для этих целей подошла мука, которая 
предварительно просеивалась, а затем рассыпа-
лась тонким слоем по поверхости ламината. 
Волчки много раз запускались вручную на лами-
нате, в результате их движения в муке образовы-
вались дорожки, повторяющие траекторию точки 
касания ножки горизонтальной поверхности. 
 

 
 

В присутствии сыпучего материала возрас-
тала сила трения скольжения волчка по поверх-
ности. Для волчков с ребрами и без ребер при 
движении количество витков скручивающейся 
спирали резко уменьшалось. В некоторых слу-
чаях волчки не переворачивались, а прецессиро-
вали на шляпке. Типичные траектории движе-
ния волчков представлены на рис. 4. Основные 
этапы эволюции хорошо заметны на рис. 4, а. 
Участок АВ характеризует движение волчка на 
шляпке при воздействии внешнего крутящего 
момента. В точке В вследствие неустойчивого 
движения за короткий интервал времени проис-
ходит переворот на ножку. Тонкие линии соот-
ветствуют скольжению конца ножки по поверх-
ности. На участке BC наблюдается движение 
волчка по дуге окружности с одновременным 
вращением вокруг мгновенной вертикальной 
оси. В точке С происходит торможение движе-
ния и обратный переворот волчка на шляпку. На 
участке CD движение осуществляется на 
шляпке до полной остановки. Вследствие неод-
нородности насыпания муки на ламинирован-
ную поверхность движение волчка может со-
провождаться случайными поворотами, и тогда 
его траектория становится петлеобразной, как 
на рис. 4, б. Если переворота волчка во время 
движения не происходит, то на траектории от-
сутствует участок BC (рис. 4, а). Такой случай 
показан на рис. 4, в. Для менее инертного волчка 

1 
Рис. 2. Волчки тип-топ, распечатанные 

 на 3D-принтере: 
а – без перегородок; б – с перегородками 

2 б а 

1 

Рис. 3. Фрагмент спиралевидного движения  
шапочки волчка после его переворота, вид 
сверху (получен путем раскадровки видео  
с последующим удалением фона из кадров  
и наложением их друг на друга; cтрелками  

показано направление движения) 

2 
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без ребер показана траектория на рис. 4, г.  
Вначале он движется по спирали, а затем в силу 
большого сопротивления резко тормозит, разво-
рачивается и заканчивает движение. 
 

 
 

Спиральное движение волчка теоретически 
предсказывается в статье [4] на основе нелиней-
ной динамической модели сферической обо-
лочки на плоскости с вязким трением. Для опи-
сания прецессии сферы радиуса ρ используются 
неподвижная система отсчета Oxyz и подвижная 
система отсчета Gξησ с началом в центре масс, 
который отстоит от центра симметрии С на вели-
чину ε (рис. 5). Система векторных дифференци-
альных уравнений записывается с учетом теорем 
об изменении количества движения и момента ко-
личества движения сферы, условия постоянства 
вектора восходящей вертикали γ и условия безот-
рывного движения сферы по горизонтальной 
плоскости в точке касания плоскости Q: 

 

( )

;
;

0;
0,

m m mg
I I

+ × = − +
+ × = × +

+ × =
+ × =

v v

v





ω γ
ω ω ω

γ ω γ
ω γ

R
r R M

r

 (1) 

где m – масса сферы; v – скорость центра масс; 
ω – угловая скорость; γ – единичный вектор 

восходящей вертикали; R – реакция, приложен-
ная в точке Q; R = Nγ + F, где N – нормальная 
составляющая реакции; F – сила трения сколь-
жения; I – центральный тензор инерции сферы 
относительно осей координат Gξ, Gη, Gσ, свя-
занных со сферой; r – радиус-вектор, проведен-
ный из центра масс к нижней точке сферы Q;  
M = М1 + М2 – суммарный момент силы трения 
и силы сопротивления воздуха.  
 

 

 
Предполагается, что моменты инерции отно-

сительно осей Gξ и Gη одинаковы между собой, 
равны A и отличаются от момента инерции от-
носительно оси Gσ – C, так что тензор инерции I 
имеет вид  

 
0 0

0 0
0 0

A
I A .

C

 
 =  
 
 

  (2) 

В работе [4] аналитически определяются коор-
динаты точки касания Q в виде периодических 
зависимостей от времени, которые задают схо-
дящееся спиральное движение, однако с ограни-
чением радиуса эволюцонирующей окружности 
радиусом сферы ρ.  

В эксперименте с двумя волчками наблюда-
лись спиральные движения с видимым радиу-
сом окружности вращения, бὁльшим радиуса 
сферы волчков. Несовпадение с теоретиче-
скими расчетами может быть обусловлено не-
сколькими причинами: 1) использованием тео-
рии возмущений в работе [4]; 2) несферической 
формой волчков; 3) несимметричным раскру-
чиванием волчка вручную (большой и указа-
тельный пальцы руки создают несимметрич-
ную пару сил); 4) влиянием сопротивления воз-
духа. В случае вращения цельной сферы 

Рис. 4. Визуализация траектории точки касания 
волчка горизонтальной поверхности  

при его движении, полученная путем инверсии  
изображения (для улучшения качества  

изображения сделана обводка траекторий): 
а – траектория для волчка с ребрами: А – начало 
траектории, B – момент переворота волчка,  

BC – движение на ножке, C – опрокидывание  
на шляпку; D – конец движения; б – петлеобразная 
траектория для волчка с ребрами; в – траектория 
для волчка, который не перевернулся на ножку;  

г – траектория для волчка без ребер 

б 

в г 
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Рис. 5. Схематическое движение сферического 
волчка по горизонтальной плоскости Oxy 
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обтекание воздухом происходит только сна-
ружи, в случае срезанной сферической обо-
лочки движение воздуха наюлюдается как сна-
ружи, так и внутри. Сила сопротивления воз-
духа, действующая на сферический объект, 
оценивается по формуле 

 
2

0 ,
2cF c s

ρ
=

w   (3) 

где c – коэффициент аэродинамического сопро-
тивления для вращающихся тел; ρ0 – плотность 
воздуха; w – скорость набегающего воздушного 
потока; s – эффективная площадь.  

Для чисел Рейнольдса ~105 в соответствии с 
работой [5] примем значение с = 0,48. Тогда Fc = 
= 0,0065 Н. Оценку силы трения произведем для 
коэффициента трения скольжения μ = 0,5 с ис-
пользованием равенства  

 0, 0245НтF mg .μ =  (4) 

В соответствии с расчетами по формулам 
(3) и (4) сила сопротивления воздуха может со-
ставлять до 27% от силы трения скольжения.  
В случае срезанной сферы обтекание воздухом 
происходит как по внешней, так и по внутрен-
ней поверхности волчка с перемешиванием 

воздушных потоков на поверхности среза 
сферы.  

Теоретически сопротивление воздуха учи-
тывается в уравнениях (1) в виде пары сил, экви-
валентной моменту М2, направление которого 
совпадает с направлением кинетического мо-
мента волчка [6]. 

Заключение. В работе экспериментально 
исследованы траектории точки касания волчка 
тип-топ горизонтальной поверхности при его 
движении. Для этого были смоделированы и 
распечатаны на 3D-принтере два волчка, шляпка 
одного из которых была полой, а внутри шляпки 
другого находились ребра, повышающие сопро-
тивляемость воздуху при движении. Экспери-
ментальные исследования показали, что оба 
волчка при раскручивании вручную на шляпке 
очень быстро переворачиваются на ножку и дви-
жутся по закручивающейся спирали, причем 
максимальный видимый диаметр витка спирали 
у волчка без ребер оказывается большим, чем у 
волчка с ребрами. Также было проведено срав-
нение с аналитическими результатами, получен-
ными в работе [4]. Оказалось, что форма траек-
тории полностью совпадает с теоретическими 
предсказаниями, однако есть отличие в парамет-
рах спирали. 
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Белорусский государственный технологический университет 
СТАТИСТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФЛУКТУАЦИИ ПОЛЯ ПЛОТНОСТИ  

В СФЕРИЧЕСКИХ МОЛЕКУЛЯРНЫХ НАНОЧАСТИЦАХ 
Ранее предприняты первые шаги для практической реализации идеи о принципиальной воз-

можности сокращенного описания флуктуаций поля плотности с помощью введенной цепочки 
коррелятивных функций для ансамбля взаимодействующих элементарных флуктуаций плотно-
сти (ЭФП). Они с определенной вероятностью возникают и исчезают случайным образом на фоне 
однородной макроскопической системы с заданными термодинамическими параметрами, и по-
этому их можно рассматривать в качестве квазичастиц. Их коррелятивные функции введены ана-
логично тому, как это сделано для системы реальных частиц (атомов либо молекул) в известном 
методе Боголюбова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона (ББГКИ). В качестве потенциалов взаимо-
действия ЭФП с однородной средой (без учета флуктуаций) и между собой в этой работе использу-
ются энергии образования одиночных и парных (бинарных) ЭФП, расчет которых возможен в рам-
ках двухуровневого статистического метода описания свойств неоднородных систем, одним из 
примеров которых как раз и являются системы с флуктуирующим полем плотности. Конкретные 
численные расчеты выполнены для простой молекулярной системы с межчастичным взаимодей-
ствием Леннард-Джонса, которая представляет собой сферическую наночастицу, находящуюся в тер-
мостате с заданными термодинамическими параметрами (температура и химический потенциал).  
В связи с этим для статистического описания такой системы используется большой термодинамический 
потенциал, который является функционалом поля плотности при наличии ЭФП в объеме системы. 

В результате усреднения флуктуаций поля плотности в двух точках сферической наночастицы 
с использованием рассчитанных потенциалов для бинарных ЭФП определяется пространственная 
корреляционная функция флуктуаций в сферической наночастице, что, понятно, не может быть по-
лучено в рамках известной теории флуктуаций для макроскопических систем. 

Ключевые слова: двухуровневый статистический метод, наносистемы, флуктуации плотно-
сти в наночастицах. 
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STATISTICAL RESEARCH OF DENSITY FIELD FLUCTUATIONS IN SPHERICAL 

MOLECULAR NANOPARTICLES 
Previously, the first steps were taken to practically implement the idea of the fundamental possibility 

of an abbreviated description of density field fluctuations using the introduced chain of correlative 
functions for an ensemble of interacting elementary density fluctuations (EDF). With a certain 
probability, they appear and disappear randomly against the background of a homogeneous macroscopic 
system with given thermodynamic parameters and therefore they can be considered as quasiparticles. 
Their correlative functions are introduced in the same way as was done for a system of real particles 
(atoms or molecules) in the well-known Bogolyubov – Born – Green – Kirkwood – Yvon (BBGKY) 
method. As potentials of interaction of EDFs with a homogeneous medium (without taking into account 
fluctuations) and among themselves, this work uses the formation energies of single and paired (binary) 
EDFs, the calculation of which is possible within the framework of a two-level statistical method for 
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describing the properties of inhomogeneous systems, one of the examples of which is systems with a 
fluctuative density field. Specific numerical calculations were performed for a simple molecular system 
with Lennard-Jones interparticle interaction, which is a spherical nanoparticle located in a thermostat 
with given thermodynamic parameters (temperature and chemical potential). That is why to statistically 
describe such a system, a large thermodynamic potential is used, which is a functional of the density field 
in the presence of an EDF in the volume of the system. 

As a result of averaging fluctuations of the density field at two points of a spherical nanoparticle 
using calculated potentials for binary EFPs, the spatial correlation function of fluctuations in a spherical 
nanoparticle is determined, which, of course, cannot be obtained within the framework of the known 
fluctuation theory for macroscopic systems. 

Keywords: two-level statistical method, nanosystems, density fluctuation in nanoparticles. 
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2024, no. 2 (284), pp. 25–30 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-4. 

Введение. К настоящему времени в рамках 
двухуровневого статистического метода [1–3] 
сформулирована идея о принципиальной воз-
можности сокращенного статистического опи-
сания термодинамических флуктуаций с помо-
щью статистического ансамбля взаимодейству-
ющих ЭФП [4, 5], которые возникают случайным 
образом на фоне однородной макроскопической 
системы с заданными термодинамическими па-
раметрами. Для этого введены эффективные по-
тенциалы взаимодействия одиночных ЭФП со 
средой (Ψ(хi)) и друг с другом (для двух флукту-
аций Ψ(хi, хj), трех и так далее). В результате 
большой термодинамический функционал Ω{ρl} 
неоднородной системы с произвольным полем 
плотности ρl, сформированным с помощью со-
ответствующего ансамбля ЭФП, можно пред-
ставить в виде разложения по неприводимым 
эффективным потенциалам Ψ взаимодействия 
ЭФП, т. е. квазичастиц [6]: 

ср
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i i j

x x x
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 ( , ) ( , ).j k i kx x x x− Ω − Ω   (4) 

Здесь ( )ixΩ – флуктуационная часть боль-
шого потенциала системы с одиночной ЭФП, 
которую можно рассматривать как энергию об-
разования этой флуктуации, а ( , )i jx xΩ  и 

( , , )i j kx x xΩ – аналогичные потенциалы системы 
с двумя и тремя ЭФП и т. д. 

Первое интегро-дифференциальное уравне-
ние для младшей коррелятивной функции W1(xi), 

описывающей распределение значений парамет-
ров одиночной флуктуации в различных точках 
изучаемой системы, имеет следующий вид [1, 2]: 

1
1

( ) ( )1 ( )i i
i

i i

W x x W x
x x

∂ ∂Ψ+ +
∂ θ ∂

 

 2

( , )1 ( , ) 0.
j

M
i j

i j j
j i ix

x x
W x x dx

x≠

∂Ψ
+ =

θ ∂   (5) 

1. Расчет пространственной корреляцион-
ной функции с использованием ЭФП в виде 
сферических пространственных волн. Основ-
ная особенность используемого здесь нового 
статистического подхода состоит в том, что его 
можно применять при изучении флуктуаций как 
в макроскопических системах, так и в нанораз-
мерных системах (наночастицах), тогда как ши-
роко известные результаты теории флуктуаций 
[7, 8] относятся к бесконечным системам. В 
связи с этим в конкретных расчетах поле пара-
метра порядка разлагается в ряд Фурье по плос-
ким пространственным волнам и выполняется 
интегрирование по всему бесконечному объему.  

Для наноразмерной системы, которая нахо-
дится в равновесии с окружающей ее макроскопи-
ческой системой (термостатом), в данной работе 
предлагается описывать флуктуации поля плотно-
сти с помощью набора сферических волн с цен-
трами в определенных точках изучаемой системы. 
Двухуровневый статистический метод позволяет 
рассчитать термодинамические потенциалы оди-
ночных сферических элементарных флуктуаций 
поля плотности со всевозможными амплитудами 
и волновыми числами, а также их групп, в частно-
сти бинарных флуктуаций с двумя центрами, 
находящимися на расстоянии r, представляющих 
собой суперпозицию двух одиночных ЭФП. Этого 
достаточно, чтобы с их помощью выполнить 
усреднение флуктуаций плотности в двух точках 
изучаемой системы, которые совпадают с цен-
трами бинарных флуктуаций. Понятно, что это не 
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может быть реализовано в рамках хорошо извест-
ной феноменологической флуктуационной тео-
рии, в которой с неизбежностью приходится ис-
пользовать эффективный гамильтониан системы в 
виде разложения большого термодинамического 
потенциала Ω по степеням параметра порядка и 
его первых производных.  

В данной работе для практической реализации 
идеи о сокращенном описании поля флуктуаций в 
молекулярной среде со средней плотностью nc бу-
дем использовать ЭФП в виде сферических волн с 
различными значениями амплитуд x и волновых 
чисел k [6]:  

 c
sin( )( , , ) { } .l

krn x k r n n x
kr

Δ = ρ − =  (6) 

 
В качестве примера на рис. 1 представлены ра-

диальные профили двух одиночных ЭФП с проти-
воположными значениями амплитуд (x1 > 0 и 
x2 < 0), а также профиль бинарной ФЭП (верхняя 
кривая), полученной в соответствии с принципом 
суперпозиции для двух одиночных ЭФП.  

Потенциалы (x1, k1, x2, k2, r) для бинарных 
ЭФП с двумя центрами на фиксированном рас-
стоянии r друг от друга позволяют выполнить 
численное усреднение произведения флуктуа-
ций плотности в двух точках системы. Это поз-
волит рассчитать бинарную корреляционную 
функцию G ( )r  наноразмерной либо макроско-
пической системы с учетом флуктуаций поля 
плотности по следующей формуле: 
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где 1 1 1( , ,0),n n x kΔ = Δ  2 2 2( , , ).n n x k rΔ = Δ  
Учитывая вышесказанное, отметим также, 

что для наночастицы радиуса R, имеющей соб-
ственную сферическую границу, функция G ( )r  

зависит от положения центров бинарных ЭФП и 
их ориентации внутри сферы, т. е. она анизо-
тропна, тогда как аналогичная функция одно-
родной макроскопической системы изотропна, 
т. к. зависит только от r.  

Численные расчеты потенциалов (x1, k1, x2, k2, r) 
выполнены с помощью специальных компью-
терных программ (разработанных с использова-
нием системы Mathcad) для наночастицы как 
молекулярной термодинамической системы, 
находящейся в равновесии с термостатом в 
окрестности критической точки жидкость – газ. 
При этом все величины обезразмерены с помо-
щью линейного и энергетического параметров по-
тенциала Леннард-Джонса. Конкретные расчеты 
выполнены для сферической наночастицы радиу-
сом R = 31,4, что примерно соответствует 15 нм. 
Она находится в термостате при температуре θ = 
= 3,5 и плотности ρ = 1/v = nc/ω, здесь nc = 0,505 – 
средние числа заполнения элементарных ячеек ку-
бической решетки в статистическом методе услов-
ных распределений; ω – объем ячеек, для которых 
расстояния между ближайшими узлами d = 1,096. 
Для этих термодинамических параметров химиче-
ский потенциал системы μ = – 3,0523 при учете 
взаимодействия каждой молекулы с тремя бли-
жайшими соседями в решетке. 

2. Численные расчеты энергии образова-
ния бинарных флуктуаций плотности и их ве-
роятностей возникновения в объеме наноча-
стицы. В выполненных численных расчетах зна-
чения потенциалов (x1, k1, x2, k2, r), имеющих 
смысл энергии образования бинарных ЭФП с за-
данными наборами параметров x1, k1, x2, k2, r, рас-
считывались для бинарных ЭФП, центры кото-
рых совпадали с центром наночастицы радиусом R. 
Результаты расчетов для бинарных ЭФП с задан-
ными значениями амплитуд x1, x2 и расстояний r 
представлены в виде матриц Ωi,j, элементами ко-
торых являются исходные параметры решаемой 
статистической модели и рассчитанные значения 
энергий образования этих флуктуаций. Послед-
ние зависят от волновых чисел k1 и k2.  

 
Рис. 1. Профили плотности для двух разноименных элементарных  
флуктуаций Δn0 и Δn70 и их общий профиль Δnрез = Δn0 + Δn70  
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Значения элементов матрицы Ωi,j: Ω0,0 = x1, 
Ω0,1 = θ, Ω0,2 = μ, Ω0,3 = nc, Ω0,4 = r, Ω1,0 = x2, 
остальные элементы нулевого столбца и все эле-
менты первой строки определяют значения вол-
новых чисел k1 и k2 соответственно, а элементы 
Ωi,j при i больше 1 и j больше 0 определяют зна-
чения энергий образования бинарных ЭФП. 

В качестве примера на рис. 2 приведена мат-
рица Ωi,j для бинарной ЭФП с амплитудами x1 = 
= 0,02 и x2 = 0,04, центры которых находятся на 
расстоянии r = 2. 

На рис. 3 и 4 показаны графики энергий об-
разования бинарных ЭФП для разных наборов 
значений амплитуд x1, x2 и расстояния r = 2. 

 
Рис. 2. Пример матрицы Ωi,j для бинарной ЭФП 

 

           
а            б 

Рис. 3. Спектральные зависимости энергии образования двух бинарной ЭФП  
с заданными разными значениями амплитуд одинаковых знаков:  

а – x1 = 0,02 и x2 = 0,04; б – x1 = – 0,04 и x2 = – 0,02 
 

              
а                                                                                                  б 

Рис. 4. Спектральные зависимости энергии образования двух бинарной ЭФП  
с заданными разными значениями амплитуд противоположных знаков:  

а – x1 = – 0,02 и x2 = 0,04; б – x1 = – 0,04 и x2 = 0,02 
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Заключение. Выполненные в работе чис-
ленные расчеты энергии образования бинарных 
флуктуаций показали, что сформулированная 
ранее идея о принципиальной возможности со-
кращенного статистического описания флуктуа-
ций поля плотности может быть практически ре-
ализована при исследовании вкладов тепловых 
флуктуаций в термодинамические характери-
стики наноразмерных систем, что в принципе 

невозможно сделать известными из литературы 
методами.  

Следует также отметить, что предложен-
ное описание флуктуаций с помощью ЭФП 
позволит в дальнейшем рассчитывать функ-
ции распределения одиночных и бинарных 
ЭФП по значениям их амплитуд, волновых 
чисел и расстояний r между двумя одиноч-
ными ЭФП. 
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УДК 539.1.06:539.23.234 
В. В. Тульев 

Белорусский государственный технологический университет 
ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ СТРУКТУР МЕТАЛЛ / КРЕМНИЙ, 

ПОЛУЧЕННЫХ ИОННО-АССИСТИРУЕМЫМ ОСАЖДЕНИЕМ ПОКРЫТИЙ  
В ВАКУУМЕ 

В работе обсуждаются экспериментальные результаты по изучению распределения элементов в 
приповерхностных слоях Me/Si-структур (Me = Ti, Zr, Mo), сформированных методом ионно-ассисти-
руемого осаждения в вакууме. Этот метод заключается в осаждении покрытия на подложку, в про-
цессе которого поверхность формируемой структуры облучается пучком ускоренных ионов. Время 
осаждения покрытий составляло 1−6 ч при ускоряющем напряжении U = 5‒10 кВ и плотности ионного 
тока ∼4−10 мкА/см2. В рабочей камере в процессе осаждения покрытий поддерживался вакуум при 
давлении ~10−2 Па. Средняя скорость нанесения покрытия находилась в пределах 0,2−0,4 нм/мин. От-
ношение Ji /Jа плотности потока Ji ассистирующих ионов к плотности потока Jа нейтральных атомов 
составляло 0,2−0,5, что соответствует условию роста покрытия на подложке.  

Состав и распределение элементов по глубине в сформированных покрытиях изучались ме-
тодом резерфордовского обратного рассеяния ионов гелия в сочетании с компьютерным модели-
рованием RUMP и методом резонансных ядерных реакций. Механические свойства поверхности 
сформированных структур изучались при помощи наноиндентирования, топография поверхности об-
разцов – сканирующим атомно-силовым микроскопом. 

Исследования Me/Si-структур, проведенные с применением метода резерфордовского обратного 
рассеяния и метода резонансных ядерных реакций, показали, что сформированные структуры содер-
жат атомы осажденного металла (∼5 ат. %), атомы кремния из подложки (10‒15 ат. %), атомы техно-
логических примесей углерода (20‒25 ат. %), кислорода (10‒15 ат. %) и водорода (30‒40 ат. %). Ис-
точником технологических примесей является летучая фракция углеводородов вакуумного масла 
диффузионного паромасляного насоса. 

Установлено, что нанотвердость поверхности Me/Si-структур на глубине ∼50 нм превышает 
нанотвердость чистого кремния в ∼5 раз, а на глубине ∼100 нм ‒ в 3 раза. Увеличение твердости по-
верхности полученных структур приводит к уменьшению ее модуля Юнга в 5‒10 раз. При дальнейшем 
увеличении глубины индентирования твердость модифицированной поверхности и модуль Юнга при-
ближаются к характеристикам поверхности немодифицированного кремния. Исследование топогра-
фии поверхности образцов показало, что шероховатость поверхности немодифицированного кремния 
очень незначительна и составляет ∼0,2 нм. Шероховатость сформированных Ме/Si-структур увеличи-
вается до 0,3‒0,7 нм в зависимости от металла основы покрытия, а полная площадь поверхности об-
разца практически не отличается от его проективной площади. 

Ключевые слова: ионно-ассистируемое осаждение, кремний, титан, цирконий, молибден, водо-
род, резерфордовское обратное рассеяние, метод резонансных ядерных реакций, нанотвердость. 
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ных ионно-ассистируемым осаждением покрытий в вакууме // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-мате-
матические науки и информатика. 2024. № 2 (284). С. 31–37. 
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V. V. Tul’ev 
Belarusian State Technological University 

STUDYING THE SURFACE OF METAL / SILICON STRUCTURES, OBTAINED  
BY ION-ASSISTED DEPOSITION METAL-CONTAINING COATINGS IN VACUUM  

The paper discusses experimental results on studying the distribution of elements in the near-surface 
layers of Me/Si structures (Me = Ti, Zr, Mo) formed by ion-assisted deposition in a vacuum. This method 
consists of depositing a coating onto a substrate, during which the surface of the structure being formed 
is irradiated with a beam of accelerated ions. The coating deposition time was (1–6) hours at an acceler-
ating voltage U = 5–0 kV and an ion current density of ~4–10 μA/cm2. During the deposition of coatings, 
a vacuum was maintained in the working chamber at a pressure of ~10−2 Pa. The average coating depo-
sition speed was in the range of 0,2–0,4 nm/min. The ratio Ji/Jа of the flux density Ji of assisting ions to 
the flux density Ja of neutral atoms was 0,2–0,5, which corresponds to the condition for growth of the 
coating on the substrate. 
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The composition and depth distribution of elements in the formed coatings were studied using the 
Rutherford backscattering method of helium ions in combination with RUMP computer modeling and 
the method of resonance nuclear reactions. The mechanical properties of the surface of the formed struc-
tures were studied using nanoindentation, and the topography of the surface of the samples was studied 
using a scanning atomic force microscope. 

Studies of Me/Si structures carried out using the Rutherford backscattering method and the method 
of resonant nuclear reactions showed that the formed structures contain atoms of the deposited metal  
(~5 at. %), silicon atoms from the substrate (10‒15 at. %), atoms technological impurities of carbon  
(20‒25 at.%), oxygen (10‒15 at. %) and hydrogen (30‒40 at. %). The source of process impurities is the 
volatile hydrocarbon fraction of the vacuum oil of a diffusion steam-oil pump. 

It has been established that the nanohardness of the surface of Me/Si structures at a depth of ∼50 nm 
exceeds the nanohardness of pure silicon by 5 times, and at a depth of ∼100 nm by 3 times. An increase in 
the surface hardness of the resulting structures leads to a decrease in its Young’s modulus by 5–10 times. 
With a further increase in the indentation depth, the hardness of the modified surface and Young's modulus 
approaches the characteristics of the surface of unmodified silicon. A study of the surface topography of the 
samples showed that the surface roughness of unmodified silicon is very insignificant and amounts to  
∼0,2 nm. The roughness of the formed Me/Si structures increases to 0,3–0,7 nm depending on the base metal 
of the coating, and the total surface area of the sample is practically no different from its projective area. 

Keywords: ion-assisted deposition, silicon, titanium, zirconium, molybdenum, hydrogen, Ruther-
ford backscattering, resonance nuclear reaction method, nanohardness. 

For citation: Tul’ev V. V. Studying the surface of metal / silicon structures obtained by  
ion-assisted deposition metal-coating in vacuum. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathe-
matics. Informatics, 2024, no. 2 (284), pp. 31–37 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-5. 

Введение. Ионно-лучевое модифицирова-
ние применяют для изменения различных по-
верхностных свойств материалов и изделий  
[1–6]. Одним из таких методов является ионно-ас-
систируемое осаждение покрытия в вакууме. 
Метод заключается в нанесении покрытия на 
подложку при одновременном облучении по-
верхности формируемой структуры ускорен-
ными ионами [2, 4−6]. Этот метод позволяет 
формировать поверхностные структуры с раз-
личными составом и свойствами [1−6]. 

В наших исследованиях для реализации 
этого метода использовался вакуумный элек-
тродуговой ионный источник, создающий 
плазму, в которой содержатся ионизированная и 
нейтральная фракции из материала электродов 
[4−6]. Нейтральная фракция испаряется во всех 
направлениях, и ее часть осаждается на под-
ложку. Под действием электростатического 
поля, с разностью потенциалов U между под-
ложкой и источником, ионы вытягиваются из 
разрядного промежутка, ускоряются и бомбар-
дируют поверхность образца. При этом проис-
ходит процесс перемешивания атомов осаждае-
мого покрытия с атомами подложки, в резуль-
тате чего формируется покрытие с высокой 
степенью адгезии к основе. В процессе такого 
осаждения в приповерхностных слоях образца 
происходят сложные физико-химические про-
цессы, способные существенно изменить рас-
пределение элементов по глубине, а также 
структуру и свойства поверхности [1–6]. 

Целью данной работы является исследова-
ние распределения элементов по глубине в при-
поверхностных слоях кремния, а также механи-
ческих свойств и морфологии поверхности по-
сле ионно-ассистируемого осаждении покрытий 
на основе Ti, Zr, Mo; установление закономер-
ностей и особенностей процессов взаимопро-
никновения атомов покрытия и подложки и их 
влияния на свойства поверхности.  

Основная часть. На пластины кремния нано-
сились покрытия на основе металла (Ti, Zr, Mo) 
методом ионно-ассистируемого осаждения в ва-
кууме. Осаждение металлосодержащих покры-
тий осуществлялось при ускоряющем напряже-
нии 5‒10 кВ и плотности ионного тока 
∼(4−5) мкА/см2. Время осаждения покрытий t 
составляло 1−6 ч, средняя скорость нанесения по-
крытия находилась в пределах 0,5−2,0 нм/мин. 
Отношение плотности потока Ji ассистирующих 
ионов к плотности потока Jа нейтральных ато-
мов составляло Ji / Jа = 0,2−0,6, что соответ-
ствует условию роста покрытия на подложке.  
В процессе осаждения покрытий в рабочей ка-
мере поддерживался вакуум при давлении  
~10−2 Па.  

Послойный элементный анализ проводился 
методом резерфордовского обратного рассея-
ния: применялся метод резерфордовского обрат-
ного рассеяния (РОР) ионов гелия с Е0 = 1,4 МэВ 
и углом рассеяния θ = 168°, углом влета θ1 = 0°, 
углом вылета θ2 = 12°. Энергетическое разреше-
ние анализирующей системы составляло 15 кэВ. 
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Моделирование экспериментальных спектров 
РОР выполнялось с использованием программ 
RUMP [7]. 

Определение содержания водорода в полу-
ченных Me/Si-структурах было проведено с по-
мощью метода резонансных ядерных реакций 
(ЯР). Для этого использовалась резонансная 
ядерная реакция при взаимодействии иона азота 
с атомом водорода 1Н(15N,αγ)12C. Распределение 
водорода по глубине было определено при ска-
нировании поверхности образцов пучком ионов 
N+ с энергией, изменяющейся в интервале 
6380−7000 МэВ через 10 кэВ в зависимости от 
толщины анализируемого слоя. 

Измерение нанотвердости и модуля Юнга 
в работе проводилось при помощи нанотвер-
домера «Fisher H100». В процессе измерений 
снимается кривая нагружение – разгрузка, ко-
торая в дальнейшем обрабатывается по методу 
Оливера – Фара [8]. В исследовании нагрузка 
на индентор изменялась в интервале от 0,4 до 
20 мН. Глубина проникновения индентора со-
ставляла 50–300 нм. Температура при испыта-
ниях на нанотвердость была равна ~22–23°С. 
Общее время нагружения индентора состав-
ляло 14,5 с. Величина силы нагрузки и глубина 
проникновения индентора измерялись с ин-
тервалом 0,5 с. Для каждого образца было при-
ведено 5 измерений в различных точках по-
крытия, после этого экспериментальные дан-
ные усреднялись.  

Топография поверхности образцов изуча-
лась на сканирующем атомно-силовом микро-
скопе NT 206 (АСМ). 

С использованием метода РОР ионов гелия 
был проведен анализ элементного состава Ti/Si-, 
Zr/Si-, Mo/Si-структур. На рис. 1 представлены 
спектры РОР ионов гелия от кремниевого об-
разца до и после осаждения покрытия на основе 
Zr. Анализ спектров РОР показал, что на поверх-
ности кремния формируется покрытие (сигнал 
от атомов кремния сдвигается в область мень-
ших каналов (рис. 1, кривые 1‒3)). Согласно 
спектрам РОР, в состав покрытия входят по-
мимо атомов осаждаемого металла (Zr), атомы 
технологических примесей углерода и кисло-
рода. Об этом свидетельствуют соответствую-
щие пики на спектрах (рис. 1). В спектрах РОР 
от исходного образца кремния (рис. 1, кривая 4) 
пики сигналов от атомов С и О не наблюдаются. 
Источником атомов кислорода и углерода явля-
ется летучая фракция углеводородов вакуум-
ного масла диффузионного паромасляного 
насоса [4−6, 9]. Необходимо отметить, что в со-
став покрытия входят атомы кремния из под-
ложки. Об этом свидетельствует «ступенька» от 
сигнала атомов кремния в области 220−235 ка-
налов (рис. 1, кривые 1‒3).  

 
Рис. 1. Спектры РОР ионов гелия от образцов Si 

до и после ионно-ассистируемого осаждения покрытия 
на основе Zr при различном времени осаждения:  
1 – 1 ч; 2 – 3 ч; 3 – 6 ч; 4 – исходный образец Si 

 
На основе данных РОР были рассчитаны 

слоевые концентрации компонентов в структу-
рах Zr/Si. Данные расчетов приведены в табл. 1 

 
Таблица 1 

Слоевые концентрации компонентов  
в Zr/Si-структуре, рассчитанные по данным РОР 

Образец 

Время  
осаждения 
покрытия 

t, ч 

Слоевая концентрация 
(Nt), 1016 атом/см2 

C O Zr 

Zr/Si 
1 10,0 3,7 0,5 
3 22,2 8,8 2,0 
6 76,5 41,0 6,5 

 
Из экспериментальных данных РОР видно, 

что сформированные Zr/Si-структуры содержат 
∼(4−6)% атомов циркония, ∼(60−70)% атомов 
углерода и ∼(25−35)% атомов кислорода. 

На основе экспериментальных данных 
спектров РОР было проведено моделирование 
элементного состава приповерхностных слоев 
сформированных структур с помощью про-
граммы RUMP. На рис. 2 представлены про-
фили распределения элементов по глубине в 
Mo/Si-структуре, полученной моделирова-
нием RUMP. Толщину покрытия и глубину 
проникновения компонентов в глубь кремния 
отсчитывают от положения исходной поверх-
ности подложки, которое в структуре Ме/Si 
установлено с использованием введенного в 
подложку Хе-маркера по методике, описанной 
в литературе [5]. 

Анализ результатов моделирования показы-
вает, что в состав сформированной структуры 
входят: атомы осажденного металла (∼5 ат. %), 
атомы кремния из подложки (10−15 ат. %), 
атомы углерода (20−25 ат. %), атомы кислорода 
(10−15 ат. %) и атомы водорода (30−40 ат. %). 

– • –
– ▼ – 
– ▲ – 
–  – 
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Рис. 2. Профили распределения элементов  
по глубине в Mo/Si-структуре 

 
Анализ данных спектров РОР и результатов мо-

делирования RUMP Ti/Si-, Zr/Si-, Mo/Si-струк-
тур, показывает, что в состав сформированных 
покрытий входят атомы осажденного металла 
(∼5‒10 ат. %), атомы кремния из подложки (10‒
15 ат. %) и атомы технологических примесей: 
водорода (3‒15 ат. %), углерода (20‒25 ат. %) и 
кислорода (10‒15 ат. %). 

Так как метод РОР ионов гелия не позволяет 
непосредственно определить наличие атомов 
водорода в образце, то содержание атомов водо-
рода во всех сформированных Me/Si-структурах 
определялось методом резонансных ядерных ре-
акций. Для этого использовалась резонансная 
(Г = 1,86 кэВ) ядерная реакция при взаимодей-
ствии иона азота с атомом водорода. Для опре-
деления концентрации водорода в покрытии 
применялась калибровка системы [10]. Распре-
деление водорода по глубине в приповерхност-
ных слоях образцов было установлено с помо-
щью сканирования поверхности образца пучком 
ионов N+ с энергией, изменяющейся в интервале 
6380−7000 МэВ. Для каждого образца проводи-
лось не менее пяти последовательных сканиро-
ваний поверхности. 

На рис. 3 представлен профиль распределения 
атомов водорода по глубине в Zr/Si-структуре. 
Следует отметить, что толщина слоя, в котором 
обнаружены атомы водорода, соответствует 
толщине осажденного покрытия. 

Результаты проведенного эксперимента с при-
менением метода ЯР подтверждают результаты 
моделирования RUMP. Причем в приповерхност-
ных слоях исходных подложек кремния атомы во-
дорода не были обнаружены методом ЯР. Это ука-
зывает на тот факт, что атомы водорода появля-
ются в покрытии в процессе его осаждения. 
Источником атомов водорода, как и атомов кисло-
рода и углерода [4−6, 9], является летучая фракция 
углеводородов вакуумного масла диффузионного 

паромасляного насоса. При последующих скани-
рованиях поверхности анализирующим пучком 
ионов азота N+ концентрация атомов водорода в 
приповерхностном слое уменьшается, а после 4-го 
или 5-го сканирования практически не изменяется 
и становится равной согласно данным экспери-
мента: для Ti/Si-структуры ∼1,4 ⋅ 1017 ат/см2, для 
Zr/Si-структуры ∼1,0 ⋅ 1016 ат/см2 и для Mo/Si-
структуры ∼1,6 ⋅ 1017 ат/см2 (табл. 2). 

 

Рис. 3. Профиль распределения водорода по глубине 
в Zr/Si-структуре (время осаждения покрытия 1 ч) 

 
Уменьшение концентрации атомов водорода 

в приповерхностных слоях сформированных 
структур под воздействием анализирующего 
пучка ионов азота N+ можно объяснить дегаза-
цией атомов водорода и его соединений, кото-
рые оказались химически слабо связаны с дру-
гими атомами покрытия.  

 
Таблица 2 

Содержание водорода в приповерхностных слоях 
Zr/Si- структуры 

Число 
сканирований 

Глубина 
слоя, нм 

n,  
ат/см3 

Nt,  
см-2 

C, ат. 
% 

Zr/Si (t = 1 ч) 
1 

83,3 2,10 ⋅ 1021 3,30 ⋅ 1016 3,00 
5 5,73 ⋅ 1020 0,90 ⋅ 10167 0,82 

Zr/Si (t = 3 ч) 
1 

143,9 6,81 ⋅ 1020 2,00 ⋅ 1016 0,97 
5 3,75 ⋅ 1020 1,10 ⋅ 1016 0,54 

 
С использованием метода наноиндентирова-

ния были определены нанотвердость и модуль 
Юнга приповерхностных слоев сформирован-
ных Me/Si-структур. На рис. 4 представлены 
графики зависимости нанотвердости (рис. 4, а) и 
модуля Юнга (рис. 4, б) поверхности исходного 
Si и структур Mе/Si от глубины проникновения 
индентера.  
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Рис. 4. Графики зависимости нанотвердости (а)  

и модуля Юнга (б) поверхности образцов  
от глубины проникновения индентора 

 
Экспериментальные данные показывают 

(рис. 4, а), что при глубине ∼50 нм нанотвер-
дость поверхности Ti/Si-, Zr/Si- и Mo/Si-струк-
тур превышает нанотвердость исходного крем-
ния в ∼5 раз, а на глубине ∼100 нм ‒ в 3 раза. При 
дальнейшем увеличении глубины проникнове-
ния индентора твердость модифицированной 
поверхности приближается к твердости немоди-
фицированного кремния. На рис. 4, б представ-
лены графики зависимости модуля Юнга припо-
верхностных слоев сформированных Mе/Si-струк-
тур от глубины индентирования. Анализ 
полученных данных показал, что модуль Юнга 
сформированных покрытий в 2,5‒5 раз меньше, 
чем модуль Юнга немодифицированного крем-
ния. При увеличении глубины проникновения 
индентора модуль Юнга покрытия приближа-
ется к значению модуля Юнга немодифициро-
ванного кремния. Уменьшение модуля Юнга 
свидетельствует об уменьшение упругости при-
поверхностных слоев образцов, что связано с 
увеличением твердости этих слоев. 

Причинами увеличения твердости поверхно-
сти образцов является формирование в покрытиях  

при ионно-ассистируемом осаждении преципи-
татов осаждаемых металлов, частиц оксидных и 
карбидных фаз, структурных радиационных де-
фектов [5, 11]. 

Топография поверхности исследуемых об-
разцов изучалась на сканирующем атомно-сило-
вом микроскопе (рис. 5).  

 

 
Рис. 5. 3-мерное изображение топографии 

поверхности Mo/Si-структуры 
 

Результаты экспериментов показали, что 
средняя шероховатость исходного образца крем-
ния очень незначительна и составляет ∼0,2 нм, а 
полная площадь исследуемого фрагмента прак-
тически не отличается от проективной площади. 
Шероховатость сформированных Ме/Si-струк-
тур увеличивается до 0,7‒1,1 нм в зависимости 
от металла основы покрытия (рис. 5). Шерохо-
ватость образующихся структур Me/Si увеличи-
вается до 0,3–0,7 нм в зависимости от металла 
основы покрытия, а общая площадь поверхно-
сти образца практически не отличается от его 
проективной площади. 

Заключение. Методом ионно-ассистируе-
мого осаждения металлсодержащих покрытий 
получены Ti/Si-, Zr/Si- и Mо/Si-структуры. 
Время осаждения покрытий составляло 1−6 ч 
при ускоряющем напряжении U = 5−10 кВ и 
плотности ионного тока ∼4−10 мкА/см2. В рабо-
чей камере в процессе осаждения покрытий под-
держивался вакуум при давлении ~10−2 Па.  

Исследования поверхности полученных 
Me/Si-структур, проведенные с применением 
метода резерфордовского обратного рассеяния в 
сочетании с моделированием RUMP и метода 
резонансных ядерных реакций, показали, что 
сформированные структуры содержат атомы 
осажденного металла (∼5 ат. %), атомы кремния 
из подложки (10−15 ат. %), атомы технологиче-
ских примесей углерода (20−25 ат. %), кисло-
рода (10−15 ат. %) и водорода (30−40 ат. %). Ис-
точником технологических примесей является 
летучая фракция углеводородов вакуумного 

2,5 нм 
2,5 нм 

5,0 
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0 
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масла диффузионного паромасляного насоса. 
Методом наноиндентирования установлено, 

что нанотвердость поверхности Ti/Si-, Zr/Si- и 
Mo/Si-структур на глубине ∼50 нм превышает 
нанотвердость исходного кремния в ∼5 раз, а на 
глубине ∼100 нм ‒ в 3 раза. Увеличение твердости 
поверхности полученных структур приводит к 
уменьшению ее модуля Юнга в 5‒10 раз. При 
дальнейшем увеличении глубины индентирова-
ния твердость модифицированной поверхности и 
модуль Юнга приближается к характеристикам 
поверхности не модифицированного кремния.  

Исследование топографии поверхности об-
разцов при помощи атомно-силового микро-
скопа показало, что шероховатость поверхности 
немодифицированного кремния очень незначи-
тельна и составляет ∼0,2 нм, а полная площадь 
фрагмента практически не отличается от его 
проективной площади. Шероховатость сформи-
рованных Ме/Si-структур увеличивается до 0,3‒
0,7 нм в зависимости от металла основы покры-
тия, а общая площадь поверхности образца 
практически не отличается от его проективной 
площади. 
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ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ИК-СПЕКТРА ДИКАТИОНА ТЕТРАОКСОПОРФИРИНА 
Целью настоящей работы является анализ колебательных состояний дикатиона тетраок-

сопорфирина и интерпретация ИК-спектра на основе квантовомеханического расчета мето-
дом функционала плотности.  

Методом функционала плотности выполнен расчет геометрической структуры, нормаль-
ных колебаний и интенсивностей в ИК-спектре дикатиона тетраоксопорфирина. Предложена 
интерпретация ИК-спектра этого соединения. Показано, что замещение пиррольных колец 
фурановыми приводит к существенным изменениям частот и формы ряда плоских валентных 
скелетных колебаний и выходов атомов водорода из плоскости макроцикла.  

Связи СаО значительно изменяются в колебаниях с вычисленными значениями частот 927, 
963, 1230, 1304 и 1351 см–1. Наибольшую амплитуду они имеют в нормальном колебании с часто-
той 1230 см–1. Колебания выхода из плоскости макроцикла атомов водорода фурановых колец 
отнесены к ИК-полосе 819 см–1, что более чем на 100 см–1 выше, чем частота колебания аналогич-
ной формы у порфина или его металлокомплексов. 

Ключевые слова: дикатион тетраоксопорфирина, ИК-спектры, расчет нормальных колеба-
ний, метод функционала плотности. 
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INTERPRETATION OF THE IR SPECTRUM OF TETRAOXOPORPHYRIN DICATION  
The aim of this work isto analyze the vibrational states of the tetrooxoporphyrin dication and an interpre-

tation of the IR spectrum based on guantum mechanical calculation using the density functional method.  
The geometric structure, normal vibrations and intensities in the IR spectrum of tetraoxaporphyrin 

dication were calculated using the density functional method. An interpretation of the IR spectrum of this 
compound is proposed. It has been shown that the replacement of pyrrole rings with furan ones leads to 
significant changes in the frequencies and modes of a number of in-plane stretching skeletal vibrations 
and the out-of-plane vibrations of hydrogen atoms. The CaO bonds are significantly changes in vibrations 
with calculated frequency values of 927, 963, 1230, 1304, and 1351 cm–1.  

They have the greatest amplitude in the normal vibration with a frequency of 1230 cm–1. Out-of-
plane mode of the hydrogen atoms of furan rings are assigned to the IR band of 819 cm–1, which is more 
than 100 cm–1 higher than the frequency of a similar vibration of porphine or its metal complexes. 

Keywords: tetraoxoporphyrin dication, IR spectra, normal coordinate calculations, DFT calculations. 

For citation: Gladkov L. L., Gladkova G. A. Interpretation of the IR Spectrum of tetraoxoporphyrin dication. 
Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2024, no. 2 (284), pp. 38–42 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-6.  

Введение. Среди большого числа биологически 
активных соединений особое место занимает 
класс молекул, содержащих тетрапиррольные 
хромофоры. Не случайно за этими соединениями за-
крепился термин «пигменты жизни». Например, мо-
лекулы хлорофилла и феофитина являются важней-
шими компонентами хлоропластов, уникальных 
преобразователей световой энергии в химическую. 

Другие молекулы этого класса, железопор-
фирины типа гема, являющиеся составной ча-
стью гемопротеинов, участвуют во многих 

окислительно-восстановительных процессах, 
протекающих в живых организмах. Кроме того, 
порфирины находят новые применения в меди-
цине при лечении онкологических и лучевых за-
болеваний, причем существенно, что их родство 
с биологическими пигментами обусловливает 
их нетоксичность. Существуют применения тет-
рапирролов в технике, и есть все основания по-
лагать, что область этих применений будет рас-
ширяться. Так, молекулы этого класса соедине-
ний являются катализаторами для ряда химико-
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технологических процессов и перспективными 
объектами для молекулярной электроники. 

Все описанные функции указанных соедине-
ний несомненно связаны со строением их моле-
кул, которое необходимо изучать методами экспе-
риментальной и теоретической спектроскопии.  
В этих соединениях четыре пиррольных кольца объ-
единены в макроцикл с разветвленной π-электрон-
ной системой. Представляет интерес исследовать 
спектральные изменения при замене пирролов пя-
тичленными циклами с другими гетероатомами.  
К таким соединениям относятся тетраоксопорфи-
рины (рисунок), у которых пиррольные кольца за-
менены фурановыми. Тем более, что по своему 
строению они являются промежуточным звеном 
между свободными основаниями порфиринов и 
их металлокомплексами. 

 

 
Структурная формула дикатиона  

тетраоксопорфирина и обозначения атомов углерода 
 

Ранее в работе [1] выполнены расчеты частот 
и интенсивностей линий резонансного КР (РКР) 
при возбуждении в В-полосу поглощения мето-
дом DFT/TDDFT. Согласно вычислениям, струк-
тура данного соединения плоская и принадлежит 
к точечной группе симметрии D4h, как и металло-
порфины с расположением атома металла в плос-
кости макроцикла. Длина связей СаО равна 1,357 
Å, что заметно меньше рассчитанной длины связи 
CaN Zn-порфина и порфина (~1,370 Å [2]). Также 
короче и связи CaCb и CaCm (1,421 и 1,386 Å) по 
сравнению с 1,455 и 1,395 Å (соответственно [2]).  

В работе [3] были зарегистрированы  
ИК-спектры в области 400–1600 см–1 и спектры КР 
дикатиона тетраоксопорфирина при длине 
волны возбуждения 785 и 514 нм. Методом 
функционала плотности оптимизирована гео-
метрическая структура этого соединения и неко-
торых изоэлектронных порфиринов. Вычислен-
ные длины связей отличаются в сторону бόль-
ших значений (1,366, 1,421, 1,391, 1,377 Å для 

СаО, CaCb, CaCm и CbCb связей соответственно). 
Результаты расчетов колебательных частот 
сравниваются с экспериментальными значени-
ями. Однако форма колебаний не приводится. 
Кроме того, отнесение ряда линий РКР в работе [1] 
вызывает сомнения. 

В настоящей работе представлен анализ ко-
лебательных состояний дикатиона тетраоксо-
порфирина и интерпретация ИК-спектра на ос-
нове квантовомеханического расчета методом 
функционала плотности. 

Основная часть. Для расчета геометрии и 
колебательных состояний использовался об-
менно-корреляционный функционал ВРЕ и 
трехэкспонентный базисный набор 3z по алго-
ритму, реализованному в квантово-химической 
программе [4]. Процесс оптимизации геомет-
рии был остановлен, когда компоненты гради-
ента энергии не превышали 10–6. Затем были 
проведены расчеты нормальных колебаний и 
интенсивностей в ИК-спектрах. Отсутствие 
мнимых значений частот свидетельствует о до-
стижении стационарной точки при оптимизации 
геометрии молекул. Масштабирование вычис-
ленных частот не производилось.  

Результаты наших расчетов длин связей и 
углов между связями согласуются с данными ра-
боты [3] (1,375, 1,420, 1,392, 1.377 Å для СаО, 
CaCb, CaCm и CbCb связей соответственно). По срав-
нению с рассчитанными данными для Zn-пор-
фина [2] отметим уменьшение связей CaCb 
(1,445 Å), CaCm (1,396 Å) и удлинение связей 
CbCb (1,363 Å).  

Следует отметить, что у дикатиона тетраок-
сопорфирина вычисленное расстояние между 
противоположными атомами кислорода равно 
4,138 Å, тогда как согласно нашим расчетам у 
свободного основания порфина расстояние 
между атомами азота пирролениновых колец со-
ставляет 4,054 Å. Эта величина также больше, 
чем данные расчетов аналогичного расстояния 
для ряда металлокомплексов порфина [5]. Уве-
личение размеров центральной полости макро-
цикла мы связываем с большей электроотрица-
тельностью атомов кислорода (3,44) по сравне-
нию с атомами азота (3,04). Это приводит к 
увеличению углов между связями метиновых 
мостиков CaCmCa до 130°, тогда как вследствие 
жесткой структуры пирролениновых и фурано-
вых колец углы CaОCa, как и углы СаNСа Zn-пор-
фина, имеют одинаковую величину (107°). 

Перейдем к рассмотрению колебательных 
состояний. В ИК-спектрах могут проявляться 
только 17 плоских колебаний Eu типа симметрии 
и 5 неплоских A2u колебаний. Сопоставление 
теоретических частот с экспериментальными из 
работы [3] для колебаний этих типов симметрии 
дано в таблице. Для описания формы плоских 
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колебаний приведены наибольшие изменения 
длин связей и углов в порядке их уменьшения.  
В таблицу не включены частоты валентных ко-
лебаний СН связей ввиду отсутствия экспери-
ментальных данных.  

 
Отнесение частот колебаний Eu- и A2u-типов  
симметрии дикатионa тетраоксопорфирина,  

см–1, активных в ИК-спектрах 

νтеор νэксп Отнесение 
Eu-колебания 

1572 1569 CaCm, δ(CmH) 
1493 1495 CbCb, CaCm, CaОCa 
1442 1446 CbCb, CaCb, δ(CbH) 
1351 – CaО, CbCb, δ(CmH) 
1304 – CaCb, CaCm, CaCbCb, δ(CbH) 
1230 1221 CaО, CaCmCa, CaО 
1135 1149 CaCb, CaО, δ(CbH), δ(CmH) 
1063 1049 δ(CbH), CbCb 
963 972 CaО, CaCb  
927 936 CaCb, CaО 
788 798 CaCbCb, CaОCa  
729 739 CbCaО, CaОCa 
354 – CbCaCm, CaCbH 
285 – OCaCm, CaCmCa 

А2u-колебания 
864 900 ρ(CmH), ρ(Cm) 
778 819 ρ(CbH), ρ(CmH) 
679 696 ρ(CaО) 
314 – ρ(Cm), ρ(Hm) 
98 – ρ(O), ρ(Cb) 
Примечание. Обозначение формы колебаний: δ – 

плоское деформационное колебание; ρ – выход атома или 
связи из плоскости макроцикла. 

 
Обсуждение нормальных колебаний целесо-

образно проводить в сравнении с аналогичными 
колебаниями порфина и его металлокомплек-
сов, информация о которых систематизирована 
и обобщена в работе [6].    

Среди скелетных валентных колебаний 
наибольшие частоты имеют колебания связей 
СаСm. Его частота 1569 см–1 лишь слегка выше 
частоты аналогичного колебания Zn-порфина 
(1558 см–1) [7]. Однако это не означает, что за-
мена атомов кислорода на азоты не влияет на ме-
тиновые мостики. Частота четного колебания 
связей СаСm типа симметрии B1g 1653 см–1 [1] 
близка по значению соответствующей частоте 
Ni-порфина 1650 см–1 [8] и на 81 см–1 отличается 
от частоты Eu колебания. Это существенно 
больше разницы в соответствующих частотах 
металлокомплексов порфина, составляющей 
примерно 50 см–1. Отсюда следует, что силовые 
постоянные метиновых мостиков изменяются у 
катиона тетраоксопорфирина. 

Частота колебания с заметным участием 
связей СbСb имеет слегка меньшее значение –  

1495 см–1 по сравнению с частотой аналогичного 
колебания Zn-порфина – 1517 см–1, что согласу-
ется с таким же изменением мод четных типов 
симметрии. По-видимому, это обусловлено 
уменьшением силовых постоянных указанных 
связей вследствие их удлинения.  

Связи СаО заметно участвуют в колебаниях 
с вычисленными значениями частот 927, 963, 
1230, 1304 и 1351 см–1. Расчет показывает, что 
все они имеют низкую активность за исключе-
нием первого колебания, которое дает наиболее 
интенсивную ИК-полосу. В данной моде смеще-
ние атомов кислорода перпендикулярно связям 
СbСb и вызывает существенное изменение углов 
СаОСа. Связи СаО имеют наибольшую ампли-
туду в колебании с частотой 1230 см–1. 

Можно предположить, что плоские дефор-
мационные колебания атомов водорода δ(СН) 
исследуемого дикатиона будут слабо изменяться 
по сравнению с металлокомплексами порфина. 
Действительно, δ(СbН) сопоставлена с ИК-полосой 
1049 см–1, δ(СmН) – с полосой 1149 см–1.  
У Zn-порфина эти колебания имели частоты 
1052 см–1 и 1151 см–1 [7]. Поэтому вызывает со-
мнение отнесение линии РКР 1124 см–1 к колеба-
нию δ(CbH) типа симметрии B1g [1]. Возможно, 
линия 1051 см–1, зарегистрированная при длине 
волны возбуждения 785 нм, относится к колеба-
нию данного типа симметрии, а не к полносим-
метричному, как предположено в источнике [1]. 

Для сравнения низкочастотных колебаний 
следует использовать данные для молекулы пор-
фина, так как наличие металла в значительной 
степени формирует нормальные колебания в 
этой области спектра. Частоты плоских дефор-
мационных скелетных колебаний дикатиона 
тетраоксопорфирина с частотами до 850 см1 
слабо изменяются по сравнению с порфином. 
Так, частотам четных колебаний 104, 137, 304, 
420, 725 и 805 см–1 [1] (вычисленные значения) 
соответствуют колебания порфина сходной 
формы с частотами 98, 155, 305, 420, 721 и 
812 см–1 [9]. Это связано с тем, что небольшие 
изменения в силовых постоянных деформацион-
ных координат слабо сказываются на частотах 
колебаний, в которых группы атомов движутся 
в одном направлении. 

Результаты расчета неплоских колебаний 
оказались в определенной степени неожидан-
ными. Ранее колебание ρ(СbН) выхода из плос-
кости макроцикла атомов водородов на пир-
рольных кольцах было отнесено к ИК-полосе 
около 700 см–1 Cu-порфина, колебание ρ(СmН) – к 
полосе около 850 см–1 [10]. У дикатиона тетраок-
сопорфирина колебание с рассчитанной частотой  
679 см–1 и сопоставленное с полосой 696 см–1 пред-
ставляет собой симметричное складывание пир-
рольного кольца, в котором наибольшую амплитуду 
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имеют смещения атомов кислорода из плоскости 
макроцикла. А выходы из указанной плоскости 
водородов фурановых колец участвуют в колеба-
нии с частотой примерно на 100 см–1 больше. Ча-
стота колебания ρ(СmН) также имеет более высокое 
значение и сопоставлена с полосой 900 см–1 [3]. 

Заключение. Методом функционала плот-
ности оптимизирована геометрия дикатиона 

тетраоксопорфирина, рассчитаны частоты и 
форма их нормальных колебаний. Предложена 
интерпретация ИК-спектра этого соединения. 
Показано, что замещение пиррольных колец фу-
рановыми приводит к существенным измене-
ниям частот и формы ряда плоских валентных 
скелетных колебаний и выходов атомов водо-
рода из плоскости макроцикла. 
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В статье обоснована актуальность использования цифровых решений при строительстве (мо-

дернизации, реконструкции) водопроводно-канализационных хозяйств Республики Беларусь на 
основе технологий интернета вещей, включающих виртуальное представление реальных объек-
тов, аппаратно-программных моделирующих решений с использованием искусственного интел-
лекта, систем распределенной и удаленной передачи информации. 

Функциональное моделирование с учетом многофакторности и нелинейности колебания па-
раметров объектов управления продемонстрировало необходимость увеличения уровня автома-
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вышения их эффективности, особенно при рисках техногенных чрезвычайных ситуаций. 

В результате расчета и анализа степени автоматизации водоотведения была обоснована акту-
альность создания цифровой платформы управления водоотведением, в котором объектом может 
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solutions using artificial intelligence, distributed and remote information transmission systems.  

Functional modeling taking into account the multifactorial and nonlinear nature parameter 
fluctuations demonstrated the need to increase the level of automation technological processes in order 
to coordinate the actions various installations and increase their efficiency, especially in case of risks 
man-made emergency situations.  

Calculation and analysis of the degree automation wastewater disposal, existing and necessary, 
substantiated the relevance creating methodological and information and communication support for a 
digital platform for managing wastewater disposal. 

The planned results of the functioning such platform are formulated, among which the main ones 
are: compliance with state social standards for serving the population in the field of water and wastewater 
services while ensuring the environmental safety of the functioning water disposal systems and 
wastewater treatment systems, increasing the efficiency their functioning at various stages life cycles and 
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Введение. Целью Государственной программы 
«Цифровое развитие Беларуси» на 2021–2025 гг. 
определено обеспечение внедрения информаци-
онно-коммуникационных и передовых производ-
ственных технологий в отрасли национальной эко-
номики и сферы жизнедеятельности общества. 

В ее рамках выполняются мероприятия по со-
зданию (развитию) современной информационно-
коммуникационной инфраструктуры, внедрению 
цифровых инноваций в отраслях экономики, в том 
числе технологий «умных городов». Важной тех-
нологической частью последней подпрограммы 
выступает использование программных продук-
тов для обеспечения комфортной и безопасной 
экосреды жителей населенных пунктов. 

В Беларуси накоплен большой положитель-
ный опыт построения, реконструкции и эксплу-
атации систем водоснабжения и водоотведения 
[1, 2], позволяющий прояснить общие принципы 
устройства таких систем: унифицировать пере-
чень применяемого технологического оборудо-
вания, определить параметры и методы монито-
ринга состояния систем и показателей их эффек-
тивности, сформулировать организационные 
структуры и методы управления системами. В 
современных условиях опыт может быть реали-
зован в форме цифровой платформы – информа-
ционной системы, обеспечивающей поддержку 
деятельности систем водоснабжения и водоот- 

ведения. На рис. 1 схематически cпредставлена 
архитектура цифровой платформы водопро-
водно-канализационного хозяйства (ВКХ).  

Структурно цифровая платформа представ-
ляет собой набор систем (на рис. 1 это S1, S2, S3, 
S4), взаимодействующих между собой через спе-
циализированную систему SYSTEM-BUS. Кроме 
того, внешние системы OTHER SYSTEMS взаи-
модействуют с системами платформы тоже с по-
мощью SYSTEM-BUS. Каждая система состоит 
из одного или нескольких программных моду-
лей (на рис. 1 это  M1.1, M1.2, …, M3.2). Под-
ключенное к платформе технологическое обору-
дование представлено в системе их цифровыми 
двойниками (A, B, C), к экземплярам которых 
может быть подсоединено реальное оборудова-
ние (A1, A2, …, C1). Взаимодействие систем 
платформы с цифровыми двойниками и внеш-
ними пользователями (U1) осуществляется че-
рез специализированную систему FRONT-BUS. 

Функциональность систем платформы разби-
вается на три уровня (FRONT, MIDDLE, BACK).  

Уровень FRONT предназначен для взаимо-
действия с внешними устройствами и пользова-
телями. Уровень MIDDLE служит для под-
держки функций управления, настройки, ана-
лиза, оценки рисков и безопасности. Уровень 
BACK представляет функции учета, сбора ста-
тистики, мониторинга состояния. 
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Рис. 1. Архитектура цифровой платформы ВКХ  

 
Предполагается, что цифровая платформа раз-

вернута в облачной системе (CLOUD), а коммуни-
кация с системами, модулями, цифровыми двойни-
ками, пользователями и технологическим оборудо-
ванием осуществляется в рамках сети Интернет. 

Перспективными направлениями в отече-
ственном ВКХ являются технологии IoT (интер-
нета вещей), а также системы виртуального 
представления реальных объектов, аппаратно-
программных моделирующих решений на ос-
нове использования искусственного интеллекта, 
систем распределенной и удаленной передачи 
информации – фактически, разработки цифро-
вых двойников (цифровых теней) [3–5] техноло-
гических узлов и процессов водоотведения ком-
мунальных и промышленных объектов. 

Основная часть. Целью исследований явля-
ется обоснование технологической целесообраз-
ности создания и функциональных задач цифро-
вой платформы управления водоотведением 
коммунально-промышленными объектами. 

Обоснование методики исследований. Цен-
тральное место в цифровой платформе управле-
ния системам водоотведения занимает система 
контроля экологической безопасности комму-
нального водоотведения. На стадии создания 
концептуальной модели этой системы целесооб-
разно применение методологии IDEF0 [6] – при-
емов функционального моделирования и графи-
ческой нотации. IDEF0-модель системы выгля-
дит как «черный ящик» со входами, выходами, 
управлением и механизмом, который посте-
пенно уточняется до необходимого уровня де-
тализации. Описание методологии IDEF0 со-
держится в рекомендациях Р 50.1.028−2001 
«Информационные технологии поддержки жиз- 

ненного цикла продукции. Методология функ-
ционального моделирования» [7]. Методология 
применяется при проектировании информаци-
онных систем и предназначена для графиче-
ского описания структуры, функций и выполня-
ющихся в рамках этих систем процессов. 

Анализ применяемых в системах комму-
нального водоотведения технологий [8–10] поз-
волил сформулировать следующие компоненты 
IDEF0-модели: 

− входящие факторы (данные поступают от 
измерительных средств, лабораторного анализа и 
экспертов): качество сточных вод отдельных або-
нентов, качество сточных вод на входе в очистные 
сооружения, расход СВ, состояние оборудования; 

− управляющие факторы: нормативные тре-
бования к абонентам и сбросу в природные во-
доемы, стоимость ресурсов, паспортные харак-
теристики оборудования; 

− механизмы: технологическое оборудова-
ние (например, насосы, задвижки, контроллеры, 
воздуходувки); 

− результаты: показатели экологической 
безопасности и ресурсозатратности системы. 

Функциональное моделирование систем 
водоотведения. На рис. 2 приведена контекст-
ная диаграмма системы контроля экологической 
безопасности водоотведения. 

Проведя функциональную декомпозицию (раз-
деление) первого уровня, раскрыв контекстную 
диаграмму (см. рис. 1), можно получить детали-
зацию процесса экологического контроля си-
стемы водоотведения (рис. 2). 

Полученные результаты (см. рис. 2 и 3) ука-
зывают на иерархичность и многофакторность 
системы водоотведения, что требует соответ-
ствующих подходов при ее управлении. Также с 
учетом нестационарности и нелинейности коле-
бания параметров [11] можно рассматривать 
компьютерно-интегрированную систему как эф-
фективное средство согласования работы раз-
личных технологических установок и повыше-
ние их эффективности, особенно при рисках 
чрезвычайных ситуаций [12]. 

Расчет уровня автоматизации водоотве-
дения и анализ путей его повышения. Исходя из 
того что технологической основой цифровизации 
процессов является их автоматизация, для 
оценки фактического состояния внедрения соот-
ветствующих средств выполнили оценку уровня 
автоматизации, где такой показатель Р определя-
ется на основе декомпозиции всего действия по 
управлению на отдельные функции. Для каждой 
i-й функции задается коэффициент важности γi, 
который выявляет ее значимость в общем про-
цессе, и оценивается степень автоматизации дан-
ной функции. Коэффициент γi и оценка опти-
мального значения степени автоматизации βiопт 
определяются с помощью экспертных оценок. 
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Рис. 2. Контекстная диаграмма системы контроля экологической безопасности водоотведения 

 

 
Рис. 3. Диаграмма декомпозиции контекстной диаграммы экологического контроля водоотведения 

 
Параметр Р получают на основе декомпози-

ции всего действия по управлению на отдельные 
функции и рассчитывают как среднее для всех 
подфункций, отнесенное к важности степени их 
автоматизации: 
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где βi – оценка степени автоматизации. 
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Таким образом, чтобы рассчитать значение 
показателя Р, необходимо иметь следующие 
данные:  

− список функций системы (с использова-
нием методологии IDEF0); 
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− коэффициенты важности функций γi (экс-
пертная оценка); 

− оценку степени автоматизированности 
функций βi и их оптимальные значения βiопт (со-
гласно паспортным данным и экспертной 
оценке). 

Описанные выше данные целесообразно 
представить в виде таблицы (табл. 1), в которой 
перечень функций составляется на базе описа-
ния действующей системы автоматизации водо-
отведения.  

Оценим степень автоматизированности про-
цессов-функций (см. рис. 2, табл. 1): 

− «Импактный экологический мониторинг 
параметров водоотведения»; 

− «Обработка (прогноз) информации о пара-
метрах водоотведения»; 

− «Контроль экологической безопасности 
системы водоотведения». 

Ключевым ограничением автоматизации 
функции «Импактный экологический монито-
ринг параметров водоотведения» является кри-
тическое отсутствие измерительных средств, 
способных работать в оперативном режиме 
(максимально приближенном к режиму реаль-
ного времени) – не более 30% от технологиче-
ских потребностей, при этом на основе исследо-
ваний установлено, что степень наблюдаемости 
увеличивается путем косвенного анализа ин-
струментально определяемых параметров с ис-
пользованием подходов математического моде-
лирования [13, 14].  

Функция «Обработка (прогноз) информации о 
параметрах водоотведения» на данный момент 
фактически не выполняется в автоматическом 
режиме – такую оценку могут давать только экс-
перты-технологи; подзадача предиктирования 

не решается даже на концептуальном уровне. 
Процесс «Контроль экологической безопасно-
сти системы водоотведения» является наиболее 
управляемым в результате того, что он локали-
зован на очистных сооружениях (подфункции: 
«Расчет управляющих воздействий», «Выполне-
ние очистки сточных вод», «Корректировка 
управляющих воздействий») и его оптимизация 
выступает задачей специализированных систем 
управления, как правило, уровня SCADA-реше-
ний с дальнейшей передачей информации на ав-
томатизированные системы более высокого 
уровня иерархии. 

Например, для реализации наиболее автома-
тизированой функции «Контроль экологической 
безопасности системы водоотведения» значение 
β3 определяется следующим образом: 
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Аналогично рассчитываем для других функ-
ций действующей и планируемой цифровизиро-
ванной систем водоотведения остальные пара-
метры уровня автоматизации (табл. 2). 
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Таблица 1 

Исходные данные для расчета потребности автоматизации коммунального водоотведения 

Функция γі Количество  
подфункций Формула для расчета βі опт 

Импактный экологиче-
ский мониторинг пара-
метров водоотведения 

1 1 
1γ

1
1з

β ,
n
n

=  

где n1з, n1γ – общее и автоматически измеряемое γ-м спо-
собом количество параметров 

0,5 

Обработка (прогноз) ин-
формации о параметрах 
водоотведения 

0,9 1 
2γ 2γ

2
γ 1 2

β
β ,

з

n
n=

=  

где n2з, n2γ – общее и автоматически измеряемое γ-м спо-
собом количество параметров 

0,8 

Контроль экологической 
безопасности системы 
водоотведения 

1 3 3
3γ 3γ

3
γ 1 3з

β
β ,

n
n=

=  

где n3з, n3γ – общее и автоматически измеряемое γ-м спо-
собом количество параметров 

0,6 
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Расчет планируемого уровня автоматизации: 
3

1
пл 3

1

β γ
1 0,5 0,9 0,8 1 0, 6 0, 63.

1 0,9 1γ

i i
i

i
i

P =

=

⋅ + ⋅ + ⋅= = =
+ +




(7) 

Тогда в процентном выражении разница между 
расчетным планируемым (желаемым) уровнем 
автоматизации и расчетным фактическим со-
ставляет: 63 – 28 = 35%. Соответстенно, необхо-
димо как минимум в 2,25 раза улучшить данный 
интегральный показатель управляемости системы 
водоотведения. 

 
Таблица 2 

Уровни автоматизации действующей  
и цифровизируемой системы водоотведения 

Реализация  
функций 

Объем  
реализации 
функции, % 

γі βi βi опт ρi 

Импактный эко-
логический мони-
торинг параметров 
водоотведения: 
– общее количе-
ство измеряемых 100 1,0 0,3 0,5 30 
– количество из-
меряемых вруч-
ную 

 
 

70 

 
 

1,0 0,3 0,5 30 
После цифровиза-
ции 100 1 0,5 0,5 50 
Обработка (про-
гноз) информа-
ции о параметрах 
водоотведения 10 0,9 0,1 0,8 10 
После цифрови-
зации 80 0,9 0,8 0,8 80 
Контроль эколо-
гической безопас-
ности системы во-
доотведения: 
− приборы по ме-
сту 40 1 0,43 0,6 43 
− централизован-
ный контроль 30 1 0,43 0,6 43 
− с сигнализаци-
ей отклонений 30 1 0,43 0,6 43 
После цифрови-
зации 100 1 0,6 0,6 60 

 
Анализ табл. 1 и 2, функций (6) и (7) позво-

ляет сделать вывод, что для повышение систем-
ного уровня автоматизации до планируемого 
наибольшее внимание действительно необхо-
димо уделить этапу «Импактный экологический 
мониторинг параметров водоотведения». Вто-
рым по значимости увеличения значения фор- 

мулы (6) до уровня (7) является «Обработка (про-
гноз) информации о параметрах водоотведения»; 
на третьем месте стоит «Контроль экологической 
безопасности системы водоотведения». 

В то же время «Импактный экологический мо-
ниторинг параметров водоотведения» требует раз-
работки значительного количества абсолютно но-
вых измерительных средств, способных работать 
энергонезависимо в режиме реального времени в 
агрессивных условиях, что выходит за рамки при-
кладных задач цифровизации водоотведения. 

Следовательно, в настоящее время существует 
актуальная потребность в создании методиче-
ского и информационно-коммуникационного обес-
печения цифровой платформы управления водоот-
ведением коммунальных и промышленных объек-
тов (ЦПУВ КПО), которая бы реализовывала 
прежде всего функцию «Обработка (прогноз) ин-
формации о параметрах водоотведения». 

Обоснование задач цифровой платформы 
управления водоотведением. В рамках иссле-
дований термин «цифровая платформа» тракту-
ется как адаптивная информационная система 
реального времени, включающая в себя помимо 
традиционных обеспечений (аппаратного, мате-
матического, системного, программного орга-
низационного и ряда других) специализирован-
ные компоненты и механизмы, предназначен-
ные для постоянного эволюционного развития: 
включение новых объектов анализа и управле-
ния и постоянное расширение функционально-
сти, интеграция с другими решениями и синтез 
новых подсистем, миграция на новые програм-
мно-аппаратные платформы. 

Соответственно, цифровая платформа управ-
ления водоотведением коммунальных и про-
мышленных объектов – механизм цифровой 
трансформации предприятий ВКХ, предусмат-
ривающий в перспективе замену объектов 
управления их цифровыми образами (цифро-
выми двойниками, цифровыми тенями) с пре-
вращением цифровой платформы в цифровую 
экосистему (информационную систему, пред-
ставляющую собой комплекс взаимосвязанных 
сервисов (электронных услуг), покрывающих 
более 90% функций организаций водопроводно-
канализационных хозяйств). 

Целью функционирования ЦПУВ КПО бу-
дет повышение экономической эффективности 
и экологической безопасности функционирова-
ния систем водоотведения ВКХ на различных 
жизненных циклах путем использования совре-
менных информационно-коммуникационных 
технологий на основе IoT (интернета вещей), си-
стем обработки и интеллектуального анализа 
данных, экспертных систем и систем поддержки 
принятия решений, систем виртуализации ре-
альных объектов. 
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Планируемые результаты использования 
ЦПУВ КПО: 

−  соблюдение нормативов государственных 
социальных стандартов по обслуживанию населе-
ния в области ВКХ при обеспечении экологиче-
ской безопасности функционирования систем во-
доотведения и систем очистки сточных вод; 

−  повышение экономической эффективно-
сти функционирования ВКХ на различных эта-
пах жизненных циклов: 

−  уменьшение ресурсо- и энергозатрат; 
−  повышение оперативности принятия управ-

ленческих решений; 
−  повышение оперативности и распреде-

ленный контроль качества сточных вод в узлах 
систем водоотведения; 

−  снижение рисков чрезвычайных ситуа-
ций антропогенного характера в водных объек-
тах за счет прогнозирования и выявления мест 
их потенциального возникновения; 

−  масштабирование цифровых двойников 
(цифровых теней) базовых технологических уз-
лов систем водоотведения на другие коммуналь-
ные и промышленные объекты. 

Тогда в результате выполнения исследований 
предприятия ВКХ (в целом) получат (рис. 4): 

−  методический аппарат практического 
внедрения, использования и масштабирования 
ЦПУВ КПО; 

−  методику внедрения на предприятиях 
ВКХ цифровых двойников (цифровых теней) 
технологических узлов систем водоотведения 
согласно подходам «Цифровой водоканал»; 

−  программное обеспечение цифровых 
двойников (цифровых теней) технологических 
узлов систем водоотведения (в соответствии с 
ГОСТ Р 57700.37−2021 «Компьютерные модели 
и моделирование. Цифровые двойники изделий. 
Общие положения»); 

−  учебно-методическое обеспечение для по-
вышения квалификации и переподготовки специ-
алистов с использованием решений ЦПУВ КПО. 

Такой теоретичесий базис позволит: 
−  создать эффективную систему управле-

ния объектами водоотведения, включая очистку 
сточных вод; 

−  повысить ресурсо- и энергоэффектив-
ность технологических процессов; 

−  обеспечить экологическую безопасность 
системы водоотведения, включая оптимизацию 
функционирования очистных сооружений; 

−  качественно планировать операции и вы-
полнять работы по техническому обслуживанию и 
ремонту агрегатов, оборудования и других состав-
ляющих элементов систем водоотведения; 

−  обеспечить раннее реагирование на по-
тенциальные чрезвычайные ситуации техноген-
ного характера и недопущение их возникнове- 

ния на объектах ВКХ, например в случаях попа-
дания залповых концентраций загрязнителей на 
очистные сооружения; 

−  системно практико-ориентированно обу-
чать персонал современным цифровым решениям. 

 

 
Рис. 4. Последовательность внедрения цифровой 

платформы управления водоотведением  
коммунально-промышленных объектов 

 
Органы власти, проектные организации и 

структуры экспертизы получат: 
−  методический аппарат (рекомендации) 

для анализа обоснованности финансовых вло-
жений в структуры предприятий ВКХ; 

−  методический аппарат (рекомендации) 
для усовершенствования нормативной базы 
проектирования, экспертизы и эксплуатации 
объектов ВКХ, в том числе с учетом требований 
цифровизации процессов в них; 

−  единую информационную систему для 
оперативного и удаленного контроля за состоя-
нием качества сброса сточных вод в природные 

Проведение ряда совместных рабочих 
встреч и семинаров для формирования 
детальной дорожной карты создания 

ЦПУВ КПО 

Проведение системного анализа  
состояния и функционала системы  

водоотведения; создание технического 
задания на единую цифровую  

платформу 

Построение математических  
и физических моделей, создание  
на их базе программного продукта  

и архитектуры аппаратного обеспечения 
цифровой платформы; имитационные 

валидация и верификация  
ЦПУВ КПО 

Закупка элементов ЦПУВ КПО,  
монтаж, запуск и наладка, практические 

валидация и верификация  
ЦПУВ КПО 

Системное развитие ЦПУВ КПО,  
с постоянными мероприятиями  
по повышению квалификации  
и переподготовке профильных  

специалистов 
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водные объекты (при дальнейшем масштабирова-
нии результатов проекта в рамках государства); 

−  методический базис для выполнения ре-
гиональных проектов «Умный город» (в разрезе 
создания цифровой экосреды водоотведения и 
экологической безопасности водных ресурсов) в 
рамках Государственной программы «Цифровое 
развитие Беларуси». 

Заключение. Оценка Государственной про-
граммы «Цифровое развитие Беларуси» на 2021–
2025 гг., в разрезе внедрения информационно-
коммуникационных технологий в сферы жизнеде-
ятельности общества позволяет сделать заключе-
ние о целесообразности создания ЦПУВ КПО и ее 
внедрения в подпрограмму «Умный город». 

Использование методологии IDEF0 при функ-
циональном моделировании процессов водоотве-
дения продемонстрировало сложную иерархич-
ность и многофакторность такого технологиче-
ского комплекса, что обосновывает применение 
компьютерно-интегрированной системы как эф-
фективного средства согласования работы различ-
ных установок и повышения их эффективности, 
особенно при рисках чрезвычайных ситуаций. 

Анализ уровня автоматизации, т. е. в процент-
ном выражении разница между расчетным плани-
руемым (желаемым) уровнем автоматизации и рас-

четным фактическим, составляет 35%, таким обра-
зом обосновывается актуальность создания мето-
дического и информационно-коммуникационного 
обеспечения цифровой платформы управления во-
доотведением коммунальных и промышленных 
объектов (ЦПУВ КПО), которая бы реализовывала 
прежде всего функцию «Обработка (прогноз) ин-
формации о параметрах водоотведения». 

Соответственно, цифровая платформа управ-
ления водоотведением коммунальных и промыш-
ленных объектов выступит в роли эффективного 
механизма цифровой трансформации предприя-
тий ВКХ, предусматривающего в перспективе за-
мену объектов управления их цифровыми обра-
зами (цифровыми двойниками, цифровыми те-
нями), с превращением цифровой платформы в 
цифровую экосистему (информационную си-
стему, представляющую собой комплекс взаимо-
связанных сервисов (электронных услуг), покры-
вающих более 90% функций организаций водо-
проводно-канализационных хозяйств). 

Дальнейшие исследования перспективно наце-
лить на создание адекватных математических 
моделей элементов и многофакторных процес-
сов систем водоотведения, которые выступят 
базисом для разработки соответсвующего про-
граммного обеспечения. 
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Белорусский государственный технологический университет 
АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИИ (1 – W(р)) С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 
ПРИ ПОМОЩИ РЕАЛЬНО ДИФФЕРЕНЦИРУЮЩЕГО ЗВЕНА 

И АПЕРИОДИЧЕСКОГО ЗВЕНА ВТОРОГО ПОРЯДКА 
В данной публикации рассмотрено представление функции (1 – W(р)) с запаздыванием в виде 

реального дифференцирующего звена и последовательного соединения со звеном второго по-
рядка. В статье показано влияние изменения величины запаздывания и постоянной времени объ-
екта на точность аппроксимации. 

Особенностью реализации данного способа является большое запаздывание у функции W(р), 
которое делает управление и предсказание поведения подобных функций сложной задачей. Произ-
веден анализ целесообразности и достаточной точности данной аппроксимации. Представлены осо-
бенности реализации, требуемые для соответствия исходной и аппроксимируемой функций. 

Созданы функции для анализа влияния на ошибку аппроксимации параметров передаточных 
функций. Также приведена модель, сравнивающая поведение функции (1 – W(р)) с ее представле-
нием в виде реального дифференцирующего звена и звена второго порядка при различных пара-
метрах изначальной функции, и зависимость ошибки аппроксимации от запаздывания и постоян-
ной времени данной функции.  

Определены оптимальные параметры исходной функции, при которых аппроксимация наибо-
лее точно повторяет поведение оригинальной функции, в качестве уравнения зависимости между 
постоянной времени и запаздыванием функции. Построена плоскость распространения ошибки 
аппроксимации относительно параметров изначальной функции.  

Ключевые слова: аппроксимация, передаточная функция, ошибка аппроксимации, звено вто-
рого порядка с запаздыванием. 
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дыванием при помощи реально дифференцирующего звена и апериодического звена второго порядка // 
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DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-8. 

D. S. Karpovich. T. P. Fokin 
Belarusian State Technological University 

APPROXIMATION OF THE (1 – W(р)) FUNCTION USING A REAL  
DIFFERENTIATING TRANSFER FUNCTION AND A SECOND-ORDER  

APERIODIC TRANSFER FUNCTION 
This paper considers the representation of the function (1 – W(р)) with delay in the form of a real 

differentiating link and serial connection with the second-order link. The article shows the influence of 
changing the value of the delay and time constant of the object on the accuracy of approximation.  

The peculiarity of the implementation of this method is a large delay of the function W(p), which 
makes the control and prediction of the behaviour of such functions a difficult task. The feasibility and 
sufficient accuracy of this approximation are analysed. The implementation features required to match 
the original and approximated functions are presented.  

Functions are created to analyse the influence of transfer function parameters on the approximation 
error. A model comparing the behaviour of the function (1 – W(р)) with its representation in the form of 
a real differentiating transfer function and a second-order transfer function at different parameters of the 
original function and the dependence of the approximation error on the delay and time constant of this 
function is also given.  

The optimal parameters of the original function, at which the approximation most accurately repeats 
the behaviour of the original function, are determined as the equation of dependence between the time 
constant and delay of the function. The plane of propagation of the approximation error with respect to 
the parameters of the original function is constructed.  

Keywords: approximation, transfer function, approximation error, second-order delayed transfer 
function with delay.  
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Введение. При управлении сложными объ-
ектами с большими запаздываниями зачастую 
требуется выполнение функции (1 – W(р)) для 
синтеза предиктора или системы управления в 
целом. Данная функция имеет сложности при 
реализации, обусловленные в том числе и боль-
шим запаздыванием функции W(р). 

Основная часть. Разность (1 – W(р)) зача-
стую сложна в реализации обратной связи или 
проста в виде элемента синтезируемой системы 
управления, и по этой причине для реализации 
сложных схем вроде предикторов часто прибе-
гают к ее представлению в ином виде. Рассмот-
рим вариант, в котором нам необходимо полу-
чить функцию (1 – W(р)) путем аппроксимации 
звена запаздывания реально-дифференцирую-
щим элементом [1]. 

Для этого исходную передаточную функцию 
со звеном чистого запаздывания  

зд

зд 2 2
зд зд зд

1( )
2 1

−τ⋅=
+ ξ +

peW p
T p T p

, 

где τзд – величина чистого запаздывания; Тзд – по-
стоянная времени исходной передаточной функ-
ции; ξзд – коэффициент демпфирования, можно 
представить в виде последовательного соедине-
ния реального дифференцирующего звена и 
звена второго порядка вида: 

зд 2 2
Д Д 1

11 ( )
1 1

kpW p
T p T p T p

− ≅ ⋅
+ + +

, 

где коэффициенты аппроксимирующей функ-
ции связаны с параметрами исходной функции 
следующими зависимостями: 

зд зд зд2k T= ξ + τ ; 

2
зд зд

Д
зд зд

зд

0,5
2

1

T
T T

τ −
=

ξ
+

τ

; 

2 здT T= ;  1 зд зд2 .T T= ξ  

При этом следует выделить важное условие 
для изначальной системы, которое должно вы-
полняться для корректной аппроксимации за-
паздывания: 

 2 2
зд зд0,5T < τ . (1) 

Исходная функция (1 – W(р)) имеет переход-
ную характеристику следующего вида (рис. 1) [1]. 

 
Рис. 1. График переходной характеристики 

исходной передаточной функции с запаздыванием 
 

При этом аппроксимированная функция бу-
дет обладать переходной характеристикой вида, 
представленного на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. График переходной характеристики 

аппроксимированной функции 
 
Как можно заметить, у данных переходных ха-

рактеристик есть отличия. Если сравнить площади 
под кривыми, представленными на рис. 1 и 2, мо-
жем получить следующие графики (рис. 3, 4) [2]. 

 

 
Рис. 3. График интеграла переходной  

характеристики исходной передаточной функции 
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Рис. 4. График интеграла переходной  
характеристики аппроксимированной  

передаточной функции 
 

Проанализировав рис. 3 и 4, можно сделать вывод, 
что площади подынтегральных кривых близки друг 
другу. Это подобие еще больше проявляется, если сов-
местить эти графики на одной координатной плоско-
сти, как показано на рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Графики интегралов переходных 

характеристик исходной 
и аппроксимированной 
передаточных функций 

 
Определим, какое влияние оказывают вели-

чины параметров исходного объекта на ошибку 
аппроксимации. Для этого произведем ряд симу-
ляций с изменением одного параметра при неиз-
менных иных параметрах и построим графики из-
менения модуля ошибки площади под кривой [3]. 

При изменении запаздывания график модуля 
ошибки площадей под кривыми в зависимости от 
величины чистого запаздывания τзд меняется в со-
ответствии с видом, представленным на рис. 6. 

Данные, приведенные на рис. 6, были полу-
чены для передаточной функции Wзд (р) следую-
щего вида: 

зд

зд 2 2
1( )

1,99 2,828 1

peW p
p p

−τ⋅=
+ +

, 

где τзд изменялось в диапазоне от 4 до 25 с. 

 
Рис. 6. График изменения модуля ошибки 

площадей под кривыми в зависимости от величины  
чистого запаздывания τзд 

 
Анализ рис. 6 позволяет сделать вывод, что 

увеличение запаздывания τзд влечет за собой 
рост ошибки на первом и втором пиках в при-
мерно равных пропорциях, но при этом приво-
дит лишь к небольшому смещению этих двух 
пиков в течение нескольких десятков секунд [4]. 

При изменении постоянной времени объек-
та τзд график модуля ошибки площади под кри-
вой меняется в соответствии с графиком, пред-
ставленным на рис. 7. 

 

 
Рис. 7. График изменения модуля ошибки  
площадей под кривыми в зависимости  

от величины постоянной времени объекта

     Исходная функция 
     Аппроксимированная функция 
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Рис. 8. Структура Simulink для определения ошибки аппроксимации

Данные, представленные на рис. 7, были по-
лучены для передаточной функции Wзд (р) сле-
дующего вида: 

35

зд 2 2
зд зд

1( )
1,414 1

p

W ep
T p T p

−⋅=
+ +

, 

где Тзд изменялось в диапазоне от 2 до 20 с. 
Как можно заметить, увеличение постоянной 

времени Тзд влечет за собой увеличение первого 
пика ошибки, при постепенном уменьшении вто-
рого и третьего пиков, но при этом приводит к су-
щественному смещению этих двух пиков во вре-
мени, в отличие от изменений запаздывания. 

Для оценки влияния на графики обоих парамет-
ров построим плоскость распределения модуля 
разности площадей под кривыми для различных 
значений запаздывания и постоянных времени. 

Для решения данной задачи необходимо по-
строить в среде Simulink схему, представленную 
на рис. 8. В которой верхняя часть реализует ис-
ходную передаточную функцию (1 – W(р)) с запаз-
дыванием, а нижняя часть – аппроксимирующую 
передаточную функцию с реально дифференци-

рующим звеном. Интеграторы 1
s

 вычисляют 

площади под графиками переходных процессов, 
а модуль разностей этих площадей выводится для 
последующего анализа [5]. 

После чего, проведя ряд симуляций, мы по-
лучим следующую поверхность модуля ошибки 
аппроксимации (error) в зависимости от пара-
метров объекта (τзд и Тзд ) (рис. 9). 

Анализ данных, представленных на рис. 9, 
позволяет сделать вывод о том, что модуль 
ошибки аппроксимации имеет тенденцию к сни-
жению при уменьшении постоянной времени 
объекта Тзд и запаздывания τзд, однако при этом 
изменение является нелинейным и имеет ярко 
выраженный минимум, характер изменения ко-
торого является линейным. 

 
Рис. 9. График изменения модуля ошибки  

площадей под кривыми в зависимости от величины 
постоянной времени объекта Тзд и запаздывания τзд  

 
При этом условие корректной аппроксима-

ции (1) для минимизации ошибки может быть 
дополнено следующим условием:  

зд зд1,5 1,125 ( 51).T = + ⋅ τ −  (2) 

Заключение. В данной работе проанализи-
ровано влияние на точность аппроксимации 
звена запаздывания для передаточной функции 
вида (1 – W(р)) с помощью реально дифференци-
рующего звена. Увеличение постоянной вре-
мени колебательного звена второго порядка по-
вышает ошибку аппроксимации, как и увеличе-
ние значения чистого запаздывания. Однако 
влияние постоянной времени колебательного 
звена второго порядка на ошибку аппроксима-
ции имеет скорее линейный характер, в отличие 
от запаздывания, которое влияет более сложным 
образом. Наличие явно выраженного локаль-
ного минимума на поверхности, представленной 
на рис. 9, позволяет уточнить характер соотно-
шений между τзд и Тзд объекта для минимизации 
ошибки аппроксимации. Параметры τзд и Тзд 
должны быть связаны линейной зависимостью 
для минимизации ошибки аппроксимации. 
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Проведенные исследования также пока-
зали, что характер влияния τзд на ошибку ап-
проксимации предположительно носит пери-
одический характер, однако линии локальных 
минимумов будут проходить параллельно 

друг другу, т. е. характер взаимосвязи между 
τзд и Тзд имеет вид, соответствующий условию (2), 
но с другим свободным членом. Линейный ко-
эффициент зависимости при этом будет сохра-
няться.  
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УДК 621.3.011.712 
Д. А. Гринюк, Н. М. Олиферович, И. Г. Сухорукова  

Белорусский государственный технологический университет 
ОПТИМИЗАЦИЯ ПРИМЕНЕНИЯ ЛОКАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

ДЛЯ ПРОЦЕССА СГЛАЖИВАНИЯ  
В статье проведен анализ методов сглаживания измерительных трендов и выделены их силь-

ные и слабые стороны. Сделан вывод, что метод локальной аппроксимации обладает рядом пре-
имуществ. Для эффективного использования данного метода произведено имитационное модели-
рование работы выбранного фильтра для периодических сигналов с одной и несколькими гармо-
никами, при постоянной величине времени выборки и различных частотах. Влияние локальной 
аппроксимации на измерительный сигнал оценивалось по изменению амплитуды, суммарному 
коэффициенту искажений гармоник и средней разности между исходным и сглаженным сигна-
лами. При моделировании для локальной аппроксимации использовались полиномы первого, вто-
рого и третьего порядков. Для самого процесса сглаживания варьировались окно аппроксимации 
и оператор времени. 

Моделирование показало, что нелинейные искажения фильтрации очень малы, если не выхо-
дить за полосу пропускания данного фильтра. Результаты работы фильтра для полинома первого 
и второго порядков имеют существенное отличие, тогда как для второго и третьего совпадают, 
если оператор времени равен половине времени ширины окна. При варьировании оператора вре-
мени от центра результаты сглаживания для полиномов второго и третьего порядков начинают 
сильно отличаться. Возможности варьирования оператора времени для полинома второго порядка 
с точки зрения искажения исходной информации шире, чем для третьего. На основании измене-
ния амплитуды для гармонического сигнала и суммарного коэффициента искажений гармоник 
получены формулы для расчета ширины окна по частоте или скорости сигнала. Данные резуль-
таты предложено использовать для процесса адаптации. 

Ключевые слова: фильтрация, сглаживание измерительных трендов, локальная аппрок-
симация. 
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D. A. Hryniuk, N. M. Oliferovich, I. G. Suhorukova 
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OPTIMIZATION OF THE APPLICATION OF LOCAL APPROXIMATION  
FOR THE SMOOTHING PROCESS 

The article analyzes methods for smoothing measurement trends and highlights their strengths and 
weaknesses. It is concluded that the local approximation method has a number of advantages. To effec-
tively use this method, a simulation of the operation of the selected filter was carried out for periodic 
signals with one and several harmonics, at a constant sampling time and at different frequencies. The 
influence of local approximation on the measuring signal was assessed by the change in amplitude, total 
harmonic distortion factor and the average difference between the original and smoothed signal. When 
modeling, polynomials of the first, second and third orders were used for local approximation. For the 
smoothing process itself, the approximation window and time operator were varied. 

Simulation has shown that nonlinear filtering distortions are very small if you don’t go beyond the 
passband of this filter. The results of the filter for a first- and second-order polynomial have a significant 
difference, while for the second and third they coincide if the time operator is equal to half the time of 
the window width. When varying the time operator from the center, the smoothing results for second- 
and third-order polynomials seem to be very different. The possibilities of varying the time operator for 
a second-order polynomial, from the point of view of distortion of the original information, are wider 
than for the third. Based on the change in amplitude for a harmonic signal and the total harmonic distor-
tion factor, formulas are obtained for calculating the window width by frequency or signal speed. These 
results are proposed to be used for the adaptation process. 

Keywords: filtering, smoothing of measurement trends, local approximation.  
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Введение. Измерительный сигнал от датчи-
ков требует различных процедур для извлечения 
желаемой информации. Первичный полезный 
сигнал сенсоров всегда содержит высокий уро-
вень шумов, которые могут иметь различную 
природу происхождения. По этой причине ре-
зультаты работы сенсоров после преобразования 
в цифровой вид подвергаются обработке или 
непосредственно измерительной схемой преобра-
зователя или последующими устройствами. Про-
цедуры сглаживания измерительных трендов 
приводят к различным динамическим и стати-
ческим ошибкам и искажениям.  

В целом алгоритмы снижения шума можно 
разделить на следующие группы в зависимости 
от выполняемой задачи:  

– фильтрация для оценки значения в мо-
мент времени tj с использованием данных xj,  
xj–1, … и xi+1, xi+2; 

– сглаживание для оценки значения в точке 
ti на основании данных xj, xj–1, … и xj+1, xj+2; 

– прогнозирование выходного значения для 
времени ti с использованием данных xi, xi-1, … и 
xi+1, xi+2. 

Выбор одного из вышеперечисленных ва-
риантов зависит от доступности данных и цели 
обработки. Для фильтрации шумов и сглажива-
ния применяются различные подходы, при этом 
наиболее часто в книгах по обработке измери-
тельной информации рекомендуются классиче-
ские фильтры низкой частоты. Вторым по по-
пулярности являются фильтры бегущего сред-
него в различной интерпретации [1–3]. В работах 
по сглаживанию встречаются также медианные 
фильтры [4, 5, 6], Савицкого – Голея [7, 8], 
фильтр Калмана [9, 10] и фильтрация Гаусса 
[11, 12].  

Фильтр низких частот (ФНЧ). В боль-
шинстве классических источников по фильтра-
ции упоминают КИХ-фильтры (фильтр с конеч-
ной импульсной характеристикой, final impulse 
response (FIR)) и БИХ-фильтры (фильтр с беско-
нечной импульсной характеристикой, infinite 
impulse response (IIR)). КИХ-фильтры универ-
сальны и имеют ряд преимуществ, таких как 
линейная фаза и устойчивость. Преимуще-
ством БИХ-фильтров является простота реали-
зации по сравнению с КИХ-фильтрами, а также 
синтез через аналоговые прототипы. Однако  
БИХ-фильтры могут быть неустойчивыми, не 
обладают линейной фазой и ограничены в вы-
боре АЧХ (амплитудно-частотной характери-
стики) и ФЧХ (фазочастотной характеристики).  

Фильтр бегущего среднего. Является од-
ним из простейших методов сглаживания. Вы-
ходное значение рассчитывается путем вычисле-
ния среднего значения всех выборок из окна:  

 ,
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n
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=−=
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 (1) 

где xj – входной сигнал в момент времени tj; 
2n + 1 – длина окна; yj – выходное значение.  

Иногда при расчете выходного значения 
фильтра сложение входных значений происхо-
дит с использованием весовых коэффициентов 
kj+i, при которых их сумма равна 2n + 1. Более 
«старые» значения, как правило, меньше еди-
ницы, а значения с другой стороны xj больше 1:  
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Медианная фильтрация, несмотря на 
свою нелинейность, широко используется в 
различных технических решениях, и в частно-
сти в программируемых логических контролле-
рах. Хорошо уменьшает влияние импульсных 
помех, которые характерны даже для многих 
АЦП. Традиционный медианный фильтр рабо-
тает, выбирая в окне среднее значение, называ-
емое медианой: 
 yj = median(xj–n..xj−2, xj−1, xj , xj+1, xj+2..xj+n).  (3) 

Алгоритм нахождения выходного параметра 
предполагает сортировку значений, а затем, в 
случае четности количества значений в окне, и 
вычисление выходного значения как среднего 
двух центральных. При нечетности выборки вы-
ходное значение соответствует центральному 
элементу отсортированных значений.  

Фильтр Савицкого – Голея (СГ). Алго-
ритм СГ является фильтром нижних частот, но 
с хорошей фазовой характеристикой, которая 
мало искажает зашумленный сигнал. В основе 
фильтра лежит аппроксимация значений окна 
последних входных значений локальным поли-
номом с использованием метода наименьших 
квадратов. Выходное значение формируется на 
основании коэффициентов полученного поли-
нома. На следующем такте происходит сдвиг: 
последнее значение отбрасывается, а на осво-
бодившееся место помещается следующее из-
меренное значение. 
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Дискретный фильтр Калмана. Алгоритм 
дискретного фильтра Калмана пытается оценить 
состояние x системы с дискретным временем. 
Его называют оптимальным линейным фильтром, 
поскольку он учитывает всю информацию о про-
цессе и, следовательно, дает статистически ми-
нимальную ошибку. Алгоритм предполагает, что 
прогнозирование и измерение процесса выполня-
ются с присутствием белого гауссовского шума, 
и это иногда приводит к неудовлетворительным 
результатам фильтра. При прохождении сигналов 
через цифровые преобразования может наблю-
даться негауссовское распределение шума. 

Фильтр производит двухэтапные вычисле-
ния: прогноз и коррекцию. На этапе прогнози-
рования оценка состояния рассчитывается по 
следующему уравнению: 
 1 1ˆ ' ,k k ky Ax Bu− −= +  (4) 
где ˆ '

k

y  – наблюдаемое состояние на временном 
шаге k; uk−1 – управляющий вход на временном 
шаге k – 1; A – матрица размером n×n дает связь 
между состоянием на временном шаге k – 1 и со-
стоянием на временном шаге k; B – матрица раз-
мером 1×n дает связь управляющего входа с со-
стоянием x на временном шаге от k − 1 до k.  

Следующим этапом производится расчет 
проекции ковариации ошибки:  
 1 ,T

k kP AP A Q−= +  (5) 
где 

—
Pk – ковариация ошибки, которая оценива-

ется априорно; Pk–1 – также представляет собой 
ковариацию ошибки, но оцененную апостери-
орно; Q – матрица n×n, ошибка процесса (кова-
риация шума). 

Далее производится вычисление коэффици-
ента преобразования K:  

 ( ) 1
,T

k k kK P H H P R
−

= +  (6) 

где H – матрица, которая связывает измерение с 
состоянием x; R – матрица погрешностей изме-
рения (ковариация шума). 

Только после вышеуказанного ряда вычис-
лений формируется результат фильтрации:  
 ( )ˆ ˆ ˆ' ' ,k k k k ky y K x H y= + −  (7) 
где kŷ  – апостериорная оценка состояния; ˆ '

k

y  – 
наблюдаемое состояние на временном шаге k;  
Kk – усиление, которое контролирует влияние 
измерения на ŷ k; xk – измерение на временном 
шаге k; H – матрица соотношения измеренных 
значений к состоянию. 

В конце процедуры требуется обновление 
ковариации ошибок: 
 ( )k k kP I K H P= − . (8) 

Представленный алгоритм дискретного филь-
тра Калмана должен быть реализован как  

рекурсивная функция, но на практике для сокра-
щения времени расчета он реализуется скорее в 
итерационной форме. Основным параметром, 
отвечающим за эффективность сглаживания, яв-
ляется ковариация шума процесса.  

Если посмотреть на формулы (3)–(6), то не-
сложно заметить, что из представленных филь-
тров это один из самых требовательных по объ-
ему вычислений процесс шумоподавления. 

Фильтр Гаусса. Данный фильтр использует 
нормальное распределение, называемое распре-
делением Гаусса.  

Плотность вероятности распределения Гаусса 
описывает следующую формулу:  

 ( ) ( )2

22

1 exp
22

x
f x

 − μ
 = −
 σπσ  

, (9) 

где σ – среднеквадратическое отклонение; σ2 – 
дисперсия; μ – математическое ожидание. 

При сглаживании с использованием филь-
тра Гаусса используется конкретная маска, ко-
торая строится на основе формулы (9), напри-
мер, для пяти значений окна 

 G = [0,05; 0,24; 0,4; 0,24; 0,05]. (10) 
На каждом этапе выборки из окна свертыва-

ются с последовательностью, представляющей 
распределение Гаусса с маской G, затем окно 
перемещается на одну выборку вперед. Чтобы 
сохранить масштаб входных значений после 
свертки, вычисленное значение следует разде-
лить на сумму элементов маски. Для (10) ре-
зультат следует разделить на 0,98.  

Ядерная оценка плотности (ЯОП, Kernel 
Density Estimation (KDE)). Это еще один алго-
ритм сглаживания, который активно развива-
ется [13, 14]. Данный подход основан на непа-
раметрическом способе оценки плотности слу-
чайной величины. ЯОП активно применяется 
для задач сглаживания данных. В некоторых 
областях, таких как обработка сигналов и мате-
матическая экономика, метод называется также 
методом окна Парзена – Розенблатта. 

Для заданной выборки окна значений, из-
влеченных из некоторого распределения с не-
известной плотностью ƒ, при оценке исполь-
зуют формулу 

 ( )
1

1ˆ
m

i
n

i

x xf x K
hmh =

− =  
 

 , (11) 

где m – количество выборок; h – полоса пропуска-
ния, которая контролирует гладкость оценки;  
n – размеры вектора сигнала. Существуют раз-
личные формы ядер, и выбор наиболее подходя-
щего из них обычно производится на основе рас-
чета средней интегральной квадратичной 
ошибки.  
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В работе [15] проведена оценка требований 
к вычислительной мощности некоторых выше-
указанных алгоритмов. Метод бегущего сред-
него требует меньшую нагрузку на вычисли-
тельное устройство. Далее идет метод Гаусса, по-
том, практически с одинаковым результатом, 
методы Савицкого – Голея и Калмана. Для вы-
полнения медианного сглаживания требуется еще 
больше ресурсов, особенно с увеличением 
окна. Значительно больше ресурсов требуют не-
параметрические методы шумоподавления.  

В работах [16, 17] было показано, что очень 
эффективно производить процесс сглаживания, 
если ограничивать полином аппроксимации по 
методу СГ не выше второго порядка. Это значи-
тельно снижает потребность в вычислениях. 
Кроме этого, изменение оператора времени ts 
может позволить регулировать динамические 
характеристики процесса сглаживания. Приме-
нение на практике показало эффективность дан-
ного подхода для обработки измерительных 
данных [18, 19]. 

Локальная аппроксимация (ЛА). В литера-
туре можно найти разные варианты получения ве-
совых функций для локальной аппроксимации [20]. 
Данный подход к сглаживанию занимает промежу-
точное положение между бегущим средним и мето-
дом Савицкого – Голея. Одним из самых простых 
решений по поиску весовых коэффициентов могут 
быть линейная и квадратичная аппроксимации: 
 y(t) = c1 + c2t; (12) 

 y(t) = d1 + d2t + d3t2, (13) 
где  
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 tk = (k – 1) Δt, (18) 
где k = 1, 2, …, N; N – окно аппроксимации; xi – 
последнее измеренное значение; Δt – время 
квантования.  

Уравнения (14) и (15) вытекают из метода 
наименьших квадратов и не требуют больших 
вычислений. Но могут быть использованы дру-
гие весовые функции [16]. 

Формально для расчета выходного значения yi 
может быть использовано любое значение опера-
тора времени в диапазоне от t1 до tN. При исполь-
зовании значения tN/2 [17] наблюдается мини-
мальная дисперсия, однако динамическая ошибка 
в этом случае больше, чем для метода Савиц-
кого – Голея и равна ошибке метода сглаживания 
бегущего среднего. Фактически результат будет 
соответствовать некоторому варианту использо-
вания фильтра бегущего среднего, только при ис-
пользовании локальной аппроксимации весовые 
коэффициенты рассчитываются на каждом шаге. 

При сдвиге значения для оператора времени 
в сторону t1 можно уменьшить динамическую 
ошибку и даже прогнозировать значение выход-
ной переменной. В этом случае вопросом явля-
ется нахождение компромисса между динамиче-
ской ошибкой и качеством сглаживания. 

Коэффициенты уравнения (11) и (12) позво-
ляют производить адаптацию метода под изменя-
ющуюся динамику измерительного тренда. 
Фактически коэффициенты c2 и d2 являются зна-
чениями текущей скорости сигнала, а d3 – теку-
щего ускорения. 

Математическое моделирование. Выбран-
ный для сравнительной характеристики в работе 
[15] непрерывно изменяющийся сигнал с по-
стоянным градиентом не является оптималь-
ным, и полученные кривые зависимости эффек-
тивности алгоритмов сглаживания от ширины 
окна N не учитывают влияние динамики полез-
ного сигнала. Но они показывают, что суще-
ствует для всех методов какое-то оптимальное 
значение N, при котором дальнейшее увеличе-
ние не приводит к сколь существенному повы-
шению качества сглаживания, однако требует 
проведения большего количества вычислений. 

С целью определения связи между динами-
кой информационного сигнала и параметрами 
настройки метода локальной аппроксимации, 
таких как ширина окна N и оператор времени ts, 
были проведены имитационное моделирование 
и анализ результатов для гармонического сиг-
нала x1(t) и периодического сигнала с дополни-
тельными гармон иками. Второй сигнал созда-
вался с помощью функции  

( ) ( ) ( )( )( )2 sin 1 0,4sin 2 0,12 ,x t t t= ω + ω +   (19) 

где ω – угловой частота, рад/с ; f – частота, Гц.  
Отличие в форме двух сигналов можно ви-

деть на рис. 1.  
 

 
Рис. 1. Сигналы имитационного моделирования  

–1 

0 

1 

t 

x2(t

x1(t) 



62 Îïòèìèçàöèÿ ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðîöåññà ñãëàæèâàíèÿ  

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2024 

Основной целью проведенных исследований 
является разработка адаптивного алгоритма для 
метода локальной аппроксимации. Для этого 
следует установить влияние параметров метода 
сглаживания на основные параметры измери-
тельного сигнала.  

Значение времени квантования (sample time) 
для всех экспериментов было фиксированным 
0,01 с для того, чтобы можно было легко пере-
считывать оптимальное значение N при измене-
нии sample time с учетом актуального диапазона 
частот для моделирования от 0,1 до 5 Гц и значе-
ние N от 4 до 170.  

Одним из основополагающих вопросов филь-
трации является полоса пропускания. Для ее 
определения гармонический сигнал пропус-
кался через алгоритм аппроксимации и произво-
дилось сравнение амплитуды входного и выход-
ного значения.  

Для оценки влияния N на полезный сигнал 
было проведено моделирование работы фильтра 
при отсутствии зашумления. После моделирова-
ния оценивались амплитуда выходного сигнала, 
амплитуда первой гармоники, суммарный коэф-
фициент искажения гармоник (THD):  

 ( )
1

2

2

100%
c

c
THD n

n
∞

== ,  (20) 

где сn – амплитуда n гармоники после разложе-
ния в ряд Фурье. 

Для более точной оценки вышеуказанных 
показателей выходной сигнал аппроксимиро-
вался вcтроенной в Matlab сплайн функцией та-
ким образом, чтобы на период сигнала приходи-
лось 500 точек. Амплитуды гармоник получались 
путем интегрирования функцией trapz. При рас-
чете THD учитывались 100 гармоник разложе-
ния. Исследования сглаживания проводились 
для оператора времени, равного tS = N / 2kt, где 
kt = [1; 0,9; 0,75; 0,5].  

Для оценки влияния ЛА использовано сред-
нее значение суммы квадратов ошибок отклоне-
ния исходной информации от обработанной ЛА 
за период D (СКОО).  

Основные вычисления выполнены для ап-
проксимации по формуле (13), однако проведено 
сравнение с линейной аппроксимацией по (12) и 
при использовании полинома третьего порядка  
 y(t) = g1 + g2t + g3t2 + g4t3. (21) 

Следует отметить, что для выбранных сигна-
лов повышение порядка полинома не приносило 
полезного эффекта. С учетом особенностей про-
цесса вычисления в реальных микропроцессор-
ных системах следует отметить, что вычисления 
высоких порядков в формате с плавающей точкой 

могут вносить дополнительные погрешности от 
выполнения операций в микропроцессоре. 

Результаты и обсуждение. Амплитудо- 
частотные характеристики (АЧХ) фильтрации 
представлены на рис. 2–4. Для сравнения на этих 
графиках приведены АЧХ БИХ фильтра Баттер-
ворта 3, 8 и 16-го порядков. Хотя данный фильтр 
обладает рядом недостатков по сравнению с 
фильтром Чебышева и Бесселя, однако для рас-
чета его параметров требуется только опреде-
литься с порядком и полосой пропускания.  

 

 
Рис. 2. Коэффициент передачи при аппроксимации 

по (13) при разных N 
 

Как видно из графиков, до достижения ши-
рины окна полупериода сигнала ЛА проявляет 
линейные свойства. По сравнению с фильтром 
Баттерворта он имеет более плавное изменение 
коэффициента передачи до коэффициента среза 
(рис. 2). Однако уже после коэффициента переда- 
чи 0,1 крутизна характеристики становится больше, 
чем у БИХ фильтра. Как уже отмечалось, повы-
шение порядка полинома аппроксимации с двух 
до трех не сказывается на частотных характе-
ристиках, тогда как АЧХ для формулы (13) приво-
дит к сдвигу характеристики в сторону низкой 
частоты (рис. 4). 

 

 
Рис. 3. Влияние оператора времени на коэффициент 

передачи для (13) 
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Рис. 4. Влияние формулы аппроксимации 
 на коэффициент передачи  

 
Оператор времени также влияет на полосу 

пропускания процесса фильтрации. Отклоне-
ние данного параметра от значения N / 2 в  
ту или иную сторону приводит к смещению  
характеристики в сторону низкой частоты.  
На рис. 3 приведены характеристики в сторону 
начала отсчета выборки, но такая же картина 
наблюдаются, если брать коэффициенты kt  
больше 1.  

На основании анализа значений для АЧХ 
были получены зависимости ширины окна ап-
проксимации от частоты fC для двух пороговых 
значений 0,95 и 0,707 (рис. 5, 6). Они имеют ги-
перболическую зависимость и хорошо аппрокси-
мируются формулой вида  

 ( )( ) ( )exp
exp ln C b

C

a
N a b f

f
= − = . (22) 

Значения коэффициентов аппроксимации 
графиков, представленных на рис. 5, 6, приве-
дены в табл. 1, 2. Для прикладных расчетов ко-
эффициент можно принимать равным 1.  

 

 
Рис. 5. Зависимость ширины окна аппроксимации 

от частоты fC при разных формулах 
аппроксимации 

 
Рис. 6. Зависимость ширины окна аппроксимации  
от частоты fC при вариации оператора времени 

Таблица 1 
Коэффициенты для формулы (22) при изменении 

оператора времени для x1(t) 

fC (20) kt 
1 0,9 0,75 0,5 

0,707 a 4,6655 4,6470 4,5556 4,4188 
b 0,9995 0,9947 0,9961 0,9956 

0,95 a 4,1565 4,1260 4,0132 3,8802 
b 0,9972 0,9935 0,9915 0,9943 

 
Таблица 2 

Коэффициенты для формулы (22) при изменении 
формулы аппроксимации для x1(t) 

fC (22) Формула аппроксимации 
(21) (13) (12) 

0,707 a 4,6655 4,6655 3,7935 
b 0,9995 0,9995 1,0020 

0,95 a 4,1565 4,1565 2,8533 
b 0,9972 0,9972 0,9752 

 
Оператор времени следует осторожно ис-

пользовать для регулирования процесса сгла-
живания с помощью предложенной аппрокси-
мации. После некоторого значения tS полоса 
пропускания перестает сужаться и начинается 
процесс расширения (рис. 7, 8). Данный эффект 
является следствием того, что в точках максимума 
и минимума гармонической функции сигнала 
начинаются существенные деформации формы, 
что приводит к увеличению амплитуды сигнала. 
При этом результаты аппроксимации по (13) и 
(21) начинают отличаться (рис. 7). При ап-
проксимации по (21) увеличение амплитуды 
начинается после уменьшения kt ниже значения 
≈0,6, для (13) – ниже ≈0,2. На рис. 7 для kt = 1 
графики коэффициента передачи совпадают, но 
при kt = 0,85 они уже находятся с разных сторон 
от кривой для kt = 1. При дальнейшем умень-
шении kt различия увеличиваются.  
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Рис. 7. Зависимость коэффициента передачи 
при изменении оператора времени для N = 72 

 
Несмотря на все нюансы с нелинейной за-

висимостью частоты среза от оператора вре-
мени, зависимость окна аппроксимации имеет 
все тот же вид (рис. 8) и хорошо описывается 
формулой вида (22). Зависимость коэффициен-
тов a и b этой формулы от оператора времени 
приведены на графиках (рис. 9, 10).  

Предельные значения окна аппроксимации 
от граничной частоты fB, при которой коэффици-
ент передачи становится выше 1, имеет такой же 
характер (рис. 11) как кривые для N(fC), 
только коэффициенты a и b будут другие.  

 

 
Рис. 8. Зависимость ширины окна 

аппроксимации от частоты fC при вариации 
оператора времени  

 

 
Рис. 9. Зависимость коэффициента b  

при изменении оператора времени для x1(t)  

 
Рис. 10. Зависимость коэффициента a  

при изменении оператора времени для x1(t) 
 

 
Рис. 11. Зависимость ширины окна аппроксимации 
от частоты fB при вариации оператора времени  

 
Оценка искажений сигнала в процессе ЛА с 

помощью коэффициента искажений THD для 
гармонического сигнала (рис. 12–14) показала 
малое влияние окна аппроксимации, формулы 
аппроксимации и оператора времени на данный 
показатель. Как и следовало ожидать, по мере 
увеличения частоты искажения нарастают фак-
тически по экспоненте. При приближении к ча-
стоте среза начинает проявляться нелинейное 
влияние окна аппроксимации (рис. 12). Негатив-
ное влияние аппроксимации по формуле (12) 
начинает проявляться несколько раньше (рис. 13). 
Оператор времени оказывает некоторое влияние 
на данный показатель качества, при этом влияние N 
более существенно (рис. 13). На рассмотренном 
диапазоне частот для гармонического сигна- 
ла THD не превысил 1%. И, как следствие, 
настройка процесса сглаживания по амплитуде 
сигнала является более эффективной. Следует 
отметить, что на данный показатель в большей 
степени оказывает влияние особенность вычис-
лительного процесса в Matlab. Следуют произ-
водить оценку количества гармоник для рас- 
чета THD. После 150 гармоник можно заметить 
искажения характера зависимостей. 

При использовании ЛА для негармонического 
сигнала могут наблюдаться различные нелиней-
ные эффекты (рис. 15), особенно при широком 
значении окна аппроксимации или высокой ча-
стоте сигнала. Влияние частоты сигнала и окна 
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аппроксимации на результат ЛА сигнала x2(t) на 
среднеквадратическую разность между исходным 
сигналом и отфильтрованным можно просле-
дить с помощью рис. 16, 17. Из них следует, что 
для внесения минимальных искажений в про-
цесс сглаживания потребуется, если это воз-
можно, повысить частоту выборки входных дан-
ных или аккуратно выбрать окно аппроксимации.  

 

 
Рис. 12. Суммарный коэффициент искажения 
гармоник при разном окне аппроксимации N  

 

 
Рис. 13. Суммарный коэффициент искажения 
гармоник при разных формулах аппроксимации 

 

 
Рис. 14. Суммарный коэффициент искажения 

гармоник при разных значениях оператора времени 
 

В отличие от условий гармонического сигна- 
ла x1(t), использовать зависимости амплитуды от 
ширины аппроксимации и частоты (рис. 15) за-
труднительно для определения оптимальных усло-
вий сглаживания. При разных соотношениях ам-
плитуд гармоник в полезном сигнале данные за-
висимости могут приобретать различный характер. 

Для целей выбора условий сглаживания или по-
строения динамической адаптации лучше подойдет 
параметр THD. Его отклонение на выходе от значе-
ния на входе может служить хорошим индикатором 
для определения параметров настройки фильтрации. 

 
Рис. 15. Коэффициент передачи для входных 

сигналов x1(t) и x2(t)  
 

 
Рис. 16. СКОО при разных формулах 

аппроксимации  
 

 
Рис. 17. СКОО при разной ширине окна 

 
Результаты оценки влияния аппроксимации 

на суммарный коэффициент искажения пред-
ставлены на рис. 18, 19. Вид зависимостей подо-
бен АЧХ для x1(t). При формировании упреждения 
с помощью оператора времени происходит сниже-
ние полосы пропускания (если можно использо-
вать такой термин в этом случае). Также не наблю-
дается отличий в результате применения поли-
нома второго и третьего порядков (рис. 18).  
В случае, если kt = 1 идентично, как было для 
АЧХ x1(t), наблюдаются отличия в результате 
при использовании полиномов второго и треть-
его порядков.  
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Рис. 18. Суммарный коэффициент искажения 
гармоник при разном окне аппроксимации  

и операторе времени для x2(t) 
 

 
Рис. 19. Суммарный коэффициент искажения 
гармоник при разных формулах аппроксимации 

 
В отличие от АЧХ x1(t), где граничные зна-

чения получались по уровню 0,95 и 0,707, для 
THD целесообразно для сохранения формы по-
лезного сигнала уменьшить уровень отклоне-
ния показателя от исходного значения.  

На рис. 20 приведены зависимости оптималь-
ных значений для уровня снижения показателя 
THD от исходного на 5% и 1%. Данные зависимо-
сти также хорошо подчиняются формуле вида (22) 
как это было и для гармонического сигнала.  

 

 
Рис. 20. Зависимость границы по 0,5 и 5% 

Зависимость коэффициентов формулы (22) 
от оператора времени представлена на рис. 21, 
22 при уровне отклонения THD от исходного на 
5% и 1%. Они имеют схожий характер с зави-
симостями, которые были представлены выше, 
для гармонического полезного сигнала. Лома-
ный характер кривой для параметра во много 
обусловлен целочисленностью параметра N, огра-
ничениями по значениям на границах.   

Таблица 3 
Коэффициенты для формулы (22) при изменении 

оператора времени для x2(t) 

Уровень, 
% (22) kt 

1 0,9 0,75 0,5 

0,5 a 2,4001 2,3714 2,2706 2,1593 
b 1,0162 1,0071 0,9733 0,9364 

5 a 3,0077 2,9800 2,8744 2,7386 
b 1,0299 1,0264 1,0136 0,9943 

Таблица 4 
Коэффициенты для формулы (22) при изменении 

формулы аппроксимации для x2(t) 

Уровень, 
% (22) Формула аппроксимации 

(21) (13) (12) 

0,5 a 2,4001 2,4001 1,4950 
b 1,0162 1,0162 0,2430 

5 a 3,0077 3,0077 2,0060 
b 1,0299 1,0299 0,6302 

 

 
Рис. 21. Зависимость коэффициента b  

при изменении оператора времени для x2(t)  
 

 
Рис. 22. Зависимость коэффициента a  

при изменении оператора времени для x2(t) 
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можно принимать равным 1, так как отклоне-
ния более чем на 5% наблюдаются за грани-
цами рациональной вариации параметра kt. 

Модуль средней скорости V для гармониче-
ского сигнала пропорционален частоте 
 V = 4f. (23) 

Исходя из этого можно заключить, что фор-
мула (22) может быть использована для построе-
ния адаптивного процесса сглаживания с помо-
щью ЛА, поскольку для данного метода филь-
трации происходит постоянное определение 
скорости (в (12) это с2; в (13) – d2; в (21) – g2) на 
каждом такте. На основании данных параметров 
можно менять окно аппроксимации, а вместе с 
ним, по необходимости, и kt.  

Модуль среднего ускорения A, который 
также определяется в зависимостях (13) и (21) 
(d3 и g3 соответственно), пропорционален квад-
рату частоты 
 A = 8πf 2. (24) 

Исходя из этого, можно учитывать значения 
d3 и g3 для формирования окна аппроксимации 
на следующем такте. 

Заключение. Проведенное моделирование 
локальной аппроксимации позволило выявить 
влияние окна аппроксимации, оператора времени 
и порядка полинома на искажение полезного сиг-
нала. В целом при правильном выборе парамет-
ров данный метод сглаживания характеризуется 
небольшими искажениями полезного сигнала. 
Повышение порядка аппроксимации выше поли-
нома второго порядка эффективно, только если 
требуется уменьшить динамическую ошибку. 

Для оптимизации процесса сглаживания ам-
плитуда сигнала удобна только в случае гармо-
нических сигналов. При наличии в информатив-
ном сигнале гармоник более высоких порядков 
удобным параметром для настройки процесса 
сглаживания является суммарный коэффициент 
искажения гармоник. 

Полученный вид формул позволяет произво-
дить простой расчет оптимальных значений 
окна аппроксимации.  

Установленная связь между граничной ча-
стотой, при которой начинают происходить из-
менения и искажения входных сигналов, позво-
ляет построить процесс адаптивного сглажива-
ния с помощью ЛА. 
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ПОВЫШЕНИЕ ЭФФЕКТ ИВНОСТИ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СИСТЕМ 

УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССАМИ ВОДОПОДГОТОВКИ  
В статье проводится анализ современных информационных технологий в системах водопод-

готовки. Указываются особенности использования современных технологий обработки информа-
ции, которые широко применяются в данных процессах. Наибольшее внимание уделяется исполь-
зованию систем искусственного интеллекта, особенно на базе нейронных систем. Применение 
данного подхода обусловлено не только отсутствием решения проблем водоподготовки, но и по-
явлением новых: учет экономических задач при проектировании и работе, уменьшение выбросов 
в атмосферу и т. д. 

Развитие технологий компьютерного моделирования позволило на новом уровне решать ак-
туальные задачи проектирования, построения и эксплуатации. Данное направление в системах 
водоподготовки характеризуется использованием большого круга готовых программных продук-
тов. Технологии Building Information Model также находят широкое применение при проектиро-
вании и эксплуатации очистных сооружений. Они дают возможность обеспечивать качество, 
уменьшать влияние работы неквалифицированных кадров; экономить ресурсы; уменьшать время 
ввода в эксплуатацию; тестировать стрессовые ситуации; координировать работу служб.  

Отдельное внимание уделено узкому направлению применения информационных технологий 
для получения моделей и построения систем управления оптимальной дозировки реагентов. Ре-
шение данной проблемы невозможно без информационного обеспечения систем управления.  
В системах оптимизации дозирования основное внимание акцентируется на использовании проб-
ной коагуляции, времени фильтрации, времени капиллярного всасывания, контроле вязкости, 
электрокинетических свойств, проводимости. Рассматриваются структура управления по модели 
для системы дозирования, а также следящая система. 
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INCREASING THE EFFICIENCY OF WATER TREATMENT CONTROL SYSTEMS 
The article analyzes modern information technologies in water treatment systems. The features of 

the use of modern information processing technologies, which are widely used in these processes, are 
indicated. The greatest attention is paid to the use of artificial intelligence systems, especially those based 
on neural systems. The use of this approach is due not only to the lack of solutions to water treatment 
problems, but also to the emergence of new problems: taking into account economic objectives in design 
and operation, reducing emissions into the atmosphere, etc. 

The development of computer modeling technologies has made it possible to solve current problems 
of design, construction and operation at a new level. This direction in water treatment systems is charac-
terized by the use of a wide range of ready-made software products. Building Information Model tech-
nologies are also widely used in the design and operation of wastewater treatment facilities. They make 
it possible to ensure quality and reduce the impact of the work of unqualified personnel; save resources; 
reduce commissioning time; test stressful situations; coordinate the work of services. 

Special attention is paid to the narrow area of application of information technologies to obtain mod-
els and build control systems for the optimal dosage of reagents. Solving this problem is impossible 
without information support for control systems. Dosing optimization systems focus on the use of test 
coagulation, filtration time, capillary suction time, control of viscosity, electrokinetic properties, and con-
ductivity. Model-based control structures for the dosing system, as well as a tracking system, are pro-
posed. 

Keywords: control systems, water treatment, optimal dosing.  
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Введение. Объекты автоматизации техноло-
гических процессов не являются универсаль-
ными с точки зрения применения последних до-
стижений в развитии теории управления, техни-
ческих средств, программирования. Хотя на всем 
пути использования систем регулирования шла по-
стоянная работа в области типовых универсаль-
ных средств измерения, управляющих и исполня-
ющих систем. Однако особенности функциониро-
вания некоторых отраслей и предприятий не 
позволяют решить этот вопрос окончательно. Так, 
традиционно химическая отрасль характеризуется 
высокими требованиями к надежности и взрыво-
безопасности, что зачастую предполагает приме-
нение особых управляющих систем, датчиков и 
систем для функционирования, систем противо-
аварийной защиты. Пищевая и фармацевтиче-
ская отрасли характеризуются особыми требо-
ваниями к гигиене, что влияет также на постро-
ение систем автоматизации.  

Процессы водоподготовки имеют свои специ-
фические особенности, которые сильно влияют на 
автоматизацию данных техпроцессов. В первую 
очередь следует отметить стохастические свой-
ства обрабатываемых сред. При этом эти свой-
ства могут изменяться в широком диапазоне, 
что приводит к тому, что часто меняется техно-
логия обработки.  

Другим важным аспектом является примене-
ние нетипичных систем измерения состояния 
среды и технологических аппаратов. Данное 
направление характеризуется использованием 
измерительных приборов для параметров, кото-
рые применяются исключительно в процессах 
водоподготовки. Но самая достоверная инфор-
мация по принятию решений для управления 
технологическими процессами и аппаратами ча-
сто исходит из ручного или полуавтоматического 
лабораторного анализа, периодичность которого 
очень низкая.  

Вышеуказанные проблемы привели к тому, 
что аппараты и установки водоподготовки часто 
характеризуются большой инерционностью, что 
затрудняет эффективное применение автомати-
зации. То есть фактически автоматизация иг-
рает, в большей степени, вспомогательную роль. 
Консервативность подходов к процессам водо-
подготовки мешает применению тех решений по 
автоматизации, которые уже давно используются 
в других отраслях промышленности. Но приме-
нение современных технологий автоматизации 
может быть полезным для повышения эффектив-
ности функционирования многих процессов 

водоподготовки. Рассмотрим основные направ-
ления внедрения автоматизации. 

Использование искусственного интел-
лекта (ИИ). Технология искусственного интел-
лекта уже стала рабочим инструментом по по-
иску оптимальных решений для многих задач. 
Комплексный анализ измерительной информа-
ции в процессах водоподготовки начался давно, 
ввиду особенностей технологии. На передовых 
станциях водоочистки давно производится по-
стоянный поиск связи качества очистки с теку-
щими измерениями расхода, pH, редокс-потенци-
ала, температуры, мутности, проводимости и т. д. 
Интеллектуальная оптимизация результатов из-
мерений для очистных сооружений питьевой и 
сточной воды может позволить усовершенство-
вать работу операторов очистных сооружений 
при принятии решений в режиме реального вре-
мени, а, возможно, где-то и перевести в автома-
тический режим. Операторы могут получать 
данные, которые помогут им точно настроить 
работу станции для удовлетворения критериев 
качества воды с меньшими затратами. Внедрение 
технологии искусственного интеллекта, создание 
цифровых копий, решение которых принимали 
опытные операторы, может позволить сэконо-
мить на процессах очистных сооружений и ис-
ключить ошибки. Возможности самообучаю-
щихся систем ИИ анализировать тенденции на 
основе истории трендов и давать эффективные 
прогнозы гораздо выше, чем у операторов. В це-
лом технология искусственного интеллекта мо-
жет улучшить стабильность качества воды и эф-
фективность водоочистных сооружений, т. е. 
обеспечить соответствие стандартам качества 
воды в течение большей части срока службы. Это 
дает предприятиям водоснабжения возможность 
повысить уровень удовлетворенности потребите-
лей, обеспечить необходимые экономические 
требования и уменьшить вероятность экологи-
ческих сбоев. 

Однако пока использование искусственного 
интеллекта в очистке воды все еще находится в 
зачаточном состоянии. Кроме консервативности 
самой отросли, важной проблемой является по-
лучение модели, способной воспроизвести про-
цессы, которые происходят в очистных сооруже-
ниях. Без решения этой проблемы, которая тре-
бует учета сведений из теории физико-химических 
процессов, прямое управление на основе стати-
стики, которую обработал ИИ, может привести к 
проскокам, когда появляются входные данные,  
которые значительно отличаются от прошлых. 
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Одновременно актуальной проблемой является 
достаточное информативное обеспечение си-
стемы управления, а также достоверность этих 
данных. В целом системы очистки характеризу-
ются большим набором данных, часто специфи-
ческих. Некоторые методы ИИ [1, 2], искус-
ственных нейронных сетей [3, 4], генетические 
алгоритмы могут позволить обнаружить зави-
симости, которые скрывались в больших объе-
мах информации.  

Важным аспектом является оптимизация во-
доочистных сооружений. Часто контроль до-
ступного количества физических, химических и 
биологических параметров недостаточен для 
точного принятия решений [5]. Очень полезным 
может быть проектирование многостадийной 
обработки воды с целью получения промежу-
точных параметров для более точного последу-
ющего прогнозирования. 

К очистным сооружениям в некоторых стра-
нах вводятся требования к энергоэффективности 
[6]. Математические модели в области очистки 
сточных вод, а также текущий анализ существу-
ющих систем, может существенно помочь инже-
нерам в работе над оптимизацией очистных со-
оружений. Традиционная очистка сточных вод 
создает огромное количество первичного и вто-
ричного осадков, которые вместе называются 
осадком сточных вод. Не вызывает сомнения, 
что состояние этих осадков, во многом, опреде-
ляется обработкой на предыдущих стадиях. Си-
стемная интеграция процессов очистки и обра-
ботки осадков может существенно способство-
вать формированию более эффективной обра-
ботки [7]. Это имеет хорошую экономическую 
основу, так как затраты с осадками могут состав-
лять до 60% от общих эксплуатационных затрат 
на очистные сооружения [8]. Существуют нара-
ботки эффективного взаимодействия экспери-
ментальных данных и моделирования на реаль-
ных объектах [9].  

Одно из направлений оптимизации работы 
систем управления – использование интеграль-
ных индексов, что является следствием слож-
ных нелинейных свойств очистных сооружений 
как объектов управления [10]. В деле создания 
эффективных моделей сосредоточено много 
усилий [11, 12].  

Еще один аспект, который пытаются учесть 
при управлении и проектировании очистных со-
оружений, – снижение выбросов парниковых га-
зов [13, 14].  

Одной из частных проблем при очистке 
сточных вод является оптимизация дозирования 
химических реагентов. Особенно это касается 
процесса коагуляции и флокуляции. Особенно-
стью дозирования коагулянтов является то, что 
текущий недостаток коагулянта способствует 

ухудшению протекания последующих стадий, 
таких как седиментация, фильтрация и т. д. При 
передозировании происходит перерасход хими-
ческого реактива, а также сам коагулят может 
выступать в качестве загрязнения. Возможности 
использования нейронных сетей широко обсуж-
даются в публикациях [15–17]. 

BIM-технологии. Применение цифровых 
технологий при проектировании стало неотъем-
лемой стороной при проведении проектирования 
и сопровождения технологических процессов. 
Водоподготовка не является исключением. Ис-
пользование Building Information Model (BIM) 
только на этапе проектирования не раскрывает 
весь потенциал преимуществ этой технологии. 
BIM показывает свой потенциал на этапе строи-
тельства, как в области раннего планирования 
строительно-монтажных работ, составления гра-
фика и увязки их с графиками поставок оборудо-
вания, так и в плане материально-технических 
ресурсов, необходимых для нормального, рит-
мичного строительного процесса. Цифровизация, 
связь с единой моделью здания или сооружения, 
контроль и мониторинг строительных процессов 
и расходов материально-технического обеспече-
ния – важнейшая задача обеспечения быстрого, 
экономичного и малозатратного строительства 
любых объектов, в том числе объектов промыш-
ленного производства. BIM на текущем этапе 
развития уже используется на всех этапах суще-
ствования зданий, предприятий, технологий. Ко-
гда-то имевшая место имитационная модель 
предприятия может быть использована не только 
для планирования и оптимизации, но и для реше-
ния дальнейших вопросов, касающихся жизнен-
ного цикла предприятия. Модель можно исполь-
зовать, например, для планирования концепций 
расширения этапов, для виртуального ввода в 
эксплуатацию систем автоматизации, для непре-
рывной оптимизации производительности и за-
трат на уборку, в качестве обучающего модели-
рования или в качестве компонента системы 
управления на основе модели. 

Комплексное планирование систем автомати-
зации в сочетании со спецификациями механиче-
ского оборудования и технологическими процес-
сами требует использования BIM систем [18]. 
Растущее использование инструментов модели-
рования является компонентом общего цифро-
вого планирования предприятий. Цифровые до-
кументы планирования являются современными 
(чертежи, документы) и становятся все более 
комплексными. Разумным сценарием примене-
ния является виртуальный ввод в эксплуатацию 
технологии автоматизации [19–22]. Преимуще-
ства такого подхода весьма разнообразны: 

– рациональное использование материаль-
ных ресурсов; 



Í. Ì. Îëèôåðîâè÷, Ä. À. Ãðèíþê, È. Ã. Ñóõîðóêîâà, È. Î. Îðîáåé 73 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2024 

– сокращение сроков ввода в эксплуатацию 
и простоев производственных процессов.  

Так же существенно повышает эффектив-
ность использование постоянного уточнения мо-
делей на этапе активного строительства.  

Применительно к очистным сооружениям 
можно выделить, например, следующие причины: 

– обеспечение качества (комплексное те-
стирование), аспект нехватки квалифицирован-
ных рабочих; 

– испытание в сокращенное время, при этом 
реальный процесс характеризуется большими 
постоянными времени; 

– тестирование комплексной автоматизации;  
– тестирование стрессовых ситуаций (напри-

мер, высокая нагрузка в дождливую погоду) 
– проверка уровня ущерба;  
– систематизация концепции автоматизации 

между оператором, проектировщиком процессов 
и инженером по автоматизации. 

Комплексная автоматизация биологиче-
ских процессов. Несмотря на ограничения био-
логических процессов на очистных сооружениях, 
существует интересный потенциал для их улучше-
ния с помощью современных систем управления. 
Этот потенциал может быть использован для 
улучшения качества очистки сточных вод и повы-
шения энергоэффективности. 

Однако оптимальное использование этого 
потенциала является сложной междисциплинар-
ной инженерной задачей. Если проследить за 
судьбой химически окисляемых веществ (ХПК) 
на очистных сооружениях (ОСВ), то можно уви-
деть, что значительная их часть окисляется (кис-
лородом или нитратами). Часть, окисляемая 
кислородом, обеспечивает основную потреб-
ность в энергии очистных сооружений. Напро-
тив, та часть, которая в конечном итоге присут-
ствует в виде биогаза, может использоваться в 
качестве источника энергии (тепловой и элек-
трической). Таким образом, доступны следую-
щие возможности как для оптимизации про-
цесса, так и для планирования концепций авто-
матизации, направленных на минимизацию 
энергопотребления: 

– минимизация потребности в энергии для 
обеспечения необходимого кислорода; 

– максимизация эффективности производ-
ства сжатого воздуха; 

– минимизация избытка кислорода. 
Кроме того, следует увеличить количество 

ХПК, доступной в виде биогаза, и в то же время 
уменьшить количество, подлежащее окислению. 
Оптимальное использование предварительной 
обработки и контроль возраста осадка. 

Кроме того, доля аэробно-окисленного ХПК 
должна быть уменьшена в пользу бескислород-
ного ХПК, т. е. максимальная денитрификация. 

Помимо энергии, необходимой для подачи 
кислорода, требуется энергия для транспорти-
ровки сточных вод и активного ила, а также для 
смешивания и предотвращения осаждения ила. 
При эксплуатации насосов следует уделять вни-
мание конструкции насосной системы и режиму 
работы с оптимальным КПД в каждом конкрет-
ном случае. 

Почти все эти меры могут поддерживаться 
во время работы с помощью соответствующих 
функций управления. 

Автоматизация с использованием модели-
рования. Как отмечалось выше, для обеспечения 
эффективного управления требуется учесть дина-
мические аспекты аппаратов водоподготовки. 
Мощным инструментом для решения таких задач 
является использование моделирования. Чтобы 
иметь возможность анализировать взаимодей-
ствие между процессами, оборудованием и авто-
матизацией, необходимо проводить моделиро-
вание, которое можно использовать для описания 
взаимодействия всех компонентов [20]. 

Динамика процессов водоподготовки очень 
специфична. Для адекватности требуется учиты-
вать нелинейные свойства этих процессов.  
В данном направлении можно встретить ряд гото-
вых моделей. Так, для описания процессов биоло-
гического разложения доступны надежные мо-
дели активного ила, проверенные в течение мно-
гих лет. Некоторые наиболее распространенные 
из них: BIOWIN [23], AQUASIM [24], GPS-X [25],  
SIMBA [26], SUMO [27], WEST [28] и др. 

Традиционные подходы к моделированию 
продолжают использоваться для задач водо-
подготовки [29, 30]. Однако следует отметить, 
что поиск параметров моделей часто происхо-
дит с помощью нечетких множеств, нейронных 
сетей или генетических алгоритмов.  

Измерительные системы. Развитие изме-
рительных систем для автоматизации водопод-
готовки не столь стремительно, как это было в 
прошлом веке. Используются все те же измери-
тельные приборы, которые призваны оптими-
зировать реагентную обработку. Развитие тех-
нологии приборостроения позволило получить 
более удобные интерфейсы работы с измери-
тельными приборами. Так, для оптимальной 
обработки осадков рекомендуются анализиро-
вать время фильтрации (TTF) [31], удельное со-
противление фильтрации (SRF) [9, 32, 33], вре-
мя капиллярного всасывания (CST) [34, 35],  
скорость сдвига и напряжение [36], вязкость  
[33, 37] и электрокинетические свойства [38–41]. 
Некоторые исследователи идут дальше и со-
здают программные сенсоры для управления 
дозировкой [42]. 

Насыщенность физическими приборами кон-
троля может быть различна. Следует добавить, 
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что существуют и другие решения, например ис-
пользование проводимости или пробной коагуля-
ции. Пробная коагуляция (Jar testing) является ва-
риантом фактического моделирования, когда 
малые пробы текущей среды подвергаются обра-
ботке разными дозами реагентов и по результа-
там наблюдений принимаются решения о теку-
щей дозе. Несмотря на то, что этот подход ши-
роко используется в системах водоочистки, он 
может давать хорошие результаты только при 
медленном изменении качества обрабатываемой 
воды. Кроме этого, существует проблема, что 
условия протекания процессов в пробирке могут 
несколько отличаться от физико-химических 
процессов в ОСВ. 

При оптимизации непрерывного управления 
дозировки коагулянтов преобладают приборы, 
представленные в таблице [43].  

 
Датчики непрерывного контроля процессов 

коагуляции и фильтрации 

Тип датчика Контроль 
на входе 

Коагу-
ляция 

Освет-
ление 

Филь-
трация 

pH  1 1 2 2 
Мутность 1 3 1 1 
Счетчик частиц 2 3 2 1 
Поглощение 
ультрафиолета 1 1 2 2 
SCD  2 1 3 3 
Перепад давления – – 3 1 

 
Следует добавить, что многие приборы кон-

троля качества, которые применяются в системах 
управления, требуют качественного обслужива-
ния для обеспечения достоверности получаемых 
измерений.  

Оптимизация дозировки реагентов. При 
построении систем управления можно встретить 
два подхода [44]. С одной стороны, используется 
анализ физических принципов работы и выбор в 
качестве основы вышеупомянутых физических 
параметров CST, SCD, проводимость, размер 
частиц и т. д.  

С другой стороны, можно встретить и си-
стемы по возмущению, что очень логично в 
условиях большой инерционности ОСВ. Иногда 
их дополняют системами с обратной связью, 
например по электрокинетическим характери-
стикам или проводимости. Существуют вари-
анты по применению управления по эталонной 
модели. Структура адаптивного управления мо-
жет иметь вид, приведенный на рисунке. 

Однако следует отметить, что основной про-
блемой при построении систем управления явля-
ется определение нужной дозировки реагентов. 
Поэтому структуру на рисунке следует допол-
нять элементами экстремального управления.  

Но эффективность такого решения упирается в вы-
сокую инерционность процессов водоподготовки. 

 

 
Система управления с эталонной моделью:  

g – вектор управления; y – вектор выходных 
параметров; f и  f' – вектор возмущения и результат 

их измерения 
 

Другим решением является использование 
статистики и различных подходов к анализу 
данных: модели искусственных нейронных се-
тей, анализ многомерной регрессии, модели не-
четкой логики и поверхности отклика. Однако 
практическое применение модели упирается в 
обработку больших объемов данных, а также 
стохастический характер процессов водоподго-
товки, основанных на воде и факторах, связан-
ных с технологическими процессами, для ана-
лиза данных. 

Интересным решением может быть создание 
условий постоянного проведения «пробной» коа-
гуляции (флокуляции). К примеру, устанавлива-
ются параллельно три технологические цепочки 
обработки. Центральная цепочка может иметь 
максимальную производительность, а две край-
ние быть меньшего объема. Дозирование в край-
ние цепочки можно осуществлять меньше и 
больше в сравнении с центральной, но так, чтобы 
было достаточно для идентификации отличий 
между результатами обработки с помощью не-
прерывных систем измерения, например прово-
димости или мутности. Дозирование для обра-
ботки осадков можно осуществлять по тому же 
принципу, только для контроля можно использо-
вать другие параметры: влажность осадка, CST 
или TTF.  

Заключение. Анализ публикаций показы-
вает, что существует большое количество ре-
шений подходов к применению информацион-
ных потоков и построению систем управления в 
процессах водоподготовки. В последнее время 
наибольшее внимание уделяется интеграции 
технологий нейронных сетей, нечетким множе-
ствам и гибридным алгоритмам. Их пытаются 

Объект  
управления 

Система 
управления 

y 

Эталонная 
модель 

f 

Система 
 измерения 

Система 
 измерения 

g 
f' 

f' 

Адаптивный 
механизм 
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применять во многих аспектах процессов водо-
подготовки. Но, как отмечают некоторые ав-
торы, эти технологии могут помочь при быстрой 
оптимизации, обработке информации, но пока с 
их помощью нелегко учесть структурные и фи-
зические сложности процессов водоподготовки 
для успешного решения проблем. Возможно, 
нейронные сети могут оказаться полезными 
при анализе публикаций по этой теме, особенно 

если будут иметь доступ к закрытым базам для 
дальнейшего поиска решений по оптимальному 
проектированию, технологическим аспектам, 
оптимизации дозировки и т. д. Видится хорошим 
решением для управления обработкой реаген-
тами совместное проектирование технологий 
для достижения целей водоподготовки и эф-
фективности использования возможностей тео-
рии управления.  
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Я. А. Игнаткова, Н. П. Шутько 
Белорусский государственный технологический университет 

АЛГОРИТМЫ РЕАЛИЗАЦИИ МЕТОДА КОМБИНИРОВАННОЙ ОЦЕНКИ 
ДОСТУПНОСТИ ВЕБ-КОНТЕНТА 

В статье рассмотрен метод комбинированной оценки доступности веб-контента, базирую-
щийся на совмещении логики автоматизированного и ручного тестирования веб-ресурсов. Дан-
ный метод позволяет существенно сократить время, необходимое для тестирования доступности 
ресурсов, а также минимизировать затраты на его проведение. Комбинированный подход обеспе-
чивает более точную и подробную оценку, учитывающую различные аспекты доступности 
и удобства использования. Внедрение предложенного метода может повысить качество веб-кон-
тента, делая его более инклюзивным для пользователей с ограниченными возможностями.  

В контексте метода определены группы критериев оценки доступности и их весовые коэффициенты. 
Представлена формула для расчета весовых коэффициентов, основанная на ранжировании групп по ряду 
выделенных параметров. Выведены формулы для расчета коэффициентов критериев, количества исклю-
чительных ситуаций, оценок по критерию и по группе. Логика представленного метода отражена 
в четырех алгоритмах его реализации. Основной алгоритм включает шесть этапов: получение файла или 
ссылки на ресурс, выбор групп проверки и пересчет их коэффициентов, определение вида проверки для 
каждой из группы, проведение тестирования выбранного вида, пересчет коэффициентов и вычисление 
итогового значения по группе, расчет итоговой оценки. Три дополнительных алгоритма описывают ло-
гику проведения видов проверки: ручной, автоматической и полуавтоматической. Алгоритм ручной про-
верки включает в себя этапы вывода вопросов для тестирования, обработки результатов, определения 
количества исключительных ситуаций и сохранения результатов. Алгоритм автоматической проверки 
подобен ручному, однако этапы вывода вопросов и обработки ответов заменяются на запрос и обработку 
данных с ресурса. Основная логика алгоритма полуавтоматической проверки заключается в автоматиче-
ском сборе данных о характеристиках веб-страницы, обработки их и передачи для проверки тестировщику. 

Ключевые слова: доступность веб-контента, автоматизация тестирования, юзабилити, ме-
тоды и алгоритмы. 

Для цитирования: Игнаткова Я. А., Шутько Н. П. Алгоритмы реализации метода комбини-
рованной оценки доступности веб-контента // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки 
и информатика. 2024. № 2 (284). С. 80–88. 
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Ya. A. Ignatkova, N. P. Shut’ko 
Belarusian State Technological University 

ALGORITHMS FOR THE IMPLEMENTATION OF THE METHOD OF COMBINED 
ASSESSMENT OF THE AVAILABILITY OF WEB CONTENT  

The article discusses a method for combined assessment of web content accessibility based on combin-
ing the logic of automated and manual testing of web resources. This method can significantly reduce the 
time required to test resource accessibility, as well as minimize the costs of its implementation. The com-
bined approach provides a more accurate and detailed assessment that takes into account various aspects of 
accessibility and usability. The implementation of the proposed method can improve the quality of web 
content, making it more inclusive for users with disabilities.  

In the context of the method, groups of accessibility assessment criteria are identified and their weighting 
factors are determined. A formula for calculating the weighting factors is presented, based on ranking groups 
by a number of selected parameters. Formulas are derived for calculating the criterion coefficients, the number 
of exceptional situations, assessments by criterion and by group. The logic of the presented method is 
reflected in four algorithms for its implementation. The basic algorithm includes six stages: obtaining a 
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file or a link to a resource, selecting test groups and recalculating their coefficients, determining the type 
of test for each group, testing the selected type, recalculating the coefficients and calculating the final 
value for the group, calculating the final score. Three additional algorithms describe the logic of conduct-
ing the types of testing: manual, automatic and semi-automatic. The manual testing algorithm includes 
the stages of outputting questions for testing, processing the results, determining the number of excep-
tional situations and saving the results. The automatic testing algorithm is similar to the manual one, but 
the stages of outputting questions and processing answers are replaced by a request and processing of 
data from the resource. The basic logic of the semi-automatic testing algorithm is to automatically collect 
data on the characteristics of the web page, process them and transfer them to the tester for verification.  

Keywords: accessibility of web content, automation of testing, usability, methods, and algorithms. 

For citation: Ignatkova Ya. A., Shut’ko N. P. Algorithms for the implementation of the method of 
combined assessment of the availability of web content. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and 
Mathematics. Informatics, 2024, no. 2 (284), pp. 80–88 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-11.     

Введение. Развитие информационных техноло-
гий привело к тому, что выполнение большинства 
бытовых задач перенесено на веб-сайты, плат-
формы и приложения. Совершить покупку, опла-
тить счета, узнать погоду, просмотреть новости и 
многое другое можно посредством сети Интернет. 
Повышается спрос на ресурсы, предоставляющие 
подобные возможности, из-за чего растет конку-
ренция среди них. Поэтому помимо улучшения и 
расширения функциональных возможностей веб-
ресурсов, большое внимание уделяется прора-
ботке удобства их использования и доступности.  

В первую очередь наличие доступных ресур-
сов для получения и обмена информацией необхо-
димо в сферах здравоохранения, образования и 
государственного информирования. Большинство 
существующих подобных веб-сайтов частично 
или полностью не соответствуют требованиям до-
ступности, что подчеркивает актуальность созда-
ния новых средств и инструментов для ее оценки. 

Основная задача доступности заключается 
в проектировании и разработке веб-сайтов, онлайн-
приложений и систем, позволяющих беспрепят-
ственно искать и получать информацию, а также 
общаться посредством сети Интернет людям с 
ограниченными возможностями. При этом важно 
помнить, что в условиях ситуационных ограни-
чений (нестандартный размер устройства, времен-
ные нарушения зрения и двигательной активности) 
может оказаться практически любой человек [1].  

Требования доступности регламентируются 
рядом международных и государственных стан-
дартов [2]. Для стран СНГ основным подобным 
стандартом является ГОСТ Р 52872–2019 [3], ко-
торый, как и большинство других, базируется на 
WCAG – руководстве по обеспечению доступ-
ности веб-контента [4]. Оно имеет несколько 
версий и состоит из ряда уровней, которые поз-
воляют поэтапно выделить наиболее важные ха-
рактеристики веб-сайта и критерии его оценки 
[5]. Критерии, связанные со структурой, оформ-
лением и версткой, частично совпадают с требо-
ваниями юзабилити. Поэтому их соблюдение 

может существенно повысить не только удобство 
использования, но и доступность веб-ресурса [6]. 

На данный момент существует несколько ме-
тодов оценки доступности веб-контента [7]. Ме-
тод экспертной, или эвристической, оценки тре-
бует привлечения специалистов, имеющих опыт 
в области доступности и знания о конкретных 
стандартах, таких как WCAG.  

Другим методом является юзабилити-тести-
рование, при котором для определения уровня 
доступности интерфейса привлекаются реаль-
ные пользователи. По итогам выполнения ими 
специально подобранных задач, основанных на 
реальных сценариях использования, формиру-
ется вывод о степени доступности ресурса для 
представителей каждой из групп. 

Самым неудобным и трудозатратным является 
метод самооценки веб-ресурса. Для него разработ-
чику необходимо изучить стандарты доступности 
и при помощи чек-листов, представленных в руко-
водстве WCAG, вручную провести проверку [8].  

Данную задачу можно частично автоматизи-
ровать при помощи различных программ и он-
лайн-сервисов, которые позволяют определить 
соответствие ресурса требованиям WCAG [9]. 
Существуют также браузерные расширения, за-
действующие искусственный интеллект при ана-
лизе веб-страницы. Их основными преимуще-
ствами являются скорость и простота использо-
вания, но полученные данные часто малоинфор-
мативны и сложны в интерпретации [10]. 

Все перечисленные методы требуют значи-
тельных финансовых и временных затрат. По-
скольку при создании веб-продукта необходимо 
протестировать его характеристики с наимень-
шими затратами, актуальной задачей является 
нахождение способа улучшения или оптимиза-
ции существующих методов оценки доступно-
сти. В процессе изучения ранее упомянутых мето-
дов было выявлено, что наиболее популярными 
и простыми в реализации считаются автоматизи-
рованное тестирование и самооценка ресур-
са. Однако каждый из них имеет существенные 
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недостатки. В первом случае – это сложность при 
оценке результатов и отсутствие гибкой настройки. 
Во втором – повышенная вероятность допустить 
ошибку и необходимость повторения однотипных 
проверок длительное время. Чтобы нивелировать 
недостатки и наиболее эффективно использо-
вать преимущества этих методов, был разрабо-
тан метод комбинированной оценки доступно-
сти веб-ресурсов. 

Основная часть. Основными задачами ком-
бинированного метода являются: автоматизация 
проведения однотипных проверок, повышение 
скорости ручного тестирования и создание ло-
гики гибкой настройки критериев проверки.  

При анализе требований, предъявляемых 
к доступности веб-контента стандартом WCAG, 
были выделены закономерности, позволившие 
распределить их по пяти группам: навигация и 
управление, визуальная, аудиальная, физическая 
и когнитивная доступности. Однако значимость 
критериев групп для стандартного веб-ресурса не 
одинакова. Чтобы количественно отразить прио-
ритетность группы, были введены весовые коэф-
фициенты FSi. Для их расчета выделены два типа 
требований: общие и по виду ограничений. Об-
щие требования представляют собой ряд крите-
риев, проверяющих удобство использования ре-
сурса любыми пользователями, а не только с 
ограничениями. Для второго типа требований 
были определены отдельные виды ограничений и 
их весовые коэффициенты: по слуху (0,30), по 
зрению (0,25), по особенностям опорно-двига-
тельного аппарата (0,35) и когнитивные (0,10). 
Коэффициенты для каждого вида ограничений 
определялись на основании статистических дан-
ных о посещении веб-ресурсов пользователями 
с ограниченными возможностями [11].  

Группы критериев были проранжированы по 
каждому виду ограничений. Полученные значе-
ния умножались на выбранные весовые коэффи-
циенты для нахождения итогового значения по 
каждой группе. Более подробно о результатах 
ранжирования критериев и расчете итоговых ко-
эффициентов описано в публикации [12]. 

Полученные весовые коэффициенты пред-
ставлены в табл. 1. 

Таблица 1 
Соотношение весовых коэффициентов  

и групп доступности 

Группа доступности Весовой  
коэффициент   

Когнитивная 0,26 
Визуальная 0,22 
Навигация и управление 0,26 
Физическая 0,16 
Аудиальная 0,10 

Поскольку тематика веб-ресурсов разнооб-
разна, был введен механизм пересчета весовых 
коэффициентов, который позволяет исключить 
одну или несколько групп при проведении тести-
рования. Для этого сначала необходимо опреде-
лить количество исключаемых групп (X), а после 
найти их сумму. Так как сумма весовых коэффи-
циентов всех групп составляет единицу, для пе-
ресчета была выбрана формула 

 WI̍Fi '  =

1
1

i
X

j
j

WIF

WIF
=

−
,  (1) 

где WIFi '  – новое значение коэффициента; 
WIFi – первоначальное значение коэффициента; 
WFj – значения исключенных коэффициентов.   

Использование данной формулы позволяет 
увеличивать вес коэффициентов пропорционально 
их первоначальному значению. Например, если 
исключить проверку по критериям групп визу-
альной, когнитивной и физической доступно-
стей, то для оставшихся групп получим значения: 

WIF1 '  = 0,26
1 (0,22 0,26 0,16)− + +

 = 0,72; 

WIF2 '  = 0,10
1 (0,22 0,26 0,16)− + +

 = 0,28.  При анализе критериев оценки по каждой из 
групп было установлено, что для проверки неко-
торых из них нужен тестировщик, для других 
возможна полная автоматизация, а для третьих 
необходимо комбинирование автоматического 
анализа данных с последующей ручной оценкой. 

В табл. 2 представлено соотношение вида 
проверки к группе. 

Таблица 2 
Соотношение группы доступности к виду проверки 

Группа 
доступности 

Вид проверки 

ручная автомати-
ческая 

полуавто-
матическая 

Когнитивная + – – 
Визуальная + + + 
Навигация и 
управление + + + 

Физическая – + + 
Аудиальная – + + 

 
В каждой группе вне зависимости от вида про-

верки существует определенное количество кри-
териев (N). Для каждого подобного критерия весо-
вой коэффициент будет вычисляться по формуле 

 LWFi   = 1
N

, (2) 

где LWFi – весовой коэффициент критерия; 
N – общее число критериев в группе. 
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Поскольку стандарт WCAG формулирует тре-
бования, соответствующие всем возможным ха-
рактеристикам ресурса, может возникнуть ситуа-
ция, что для каких-либо ресурсов оценить кор-
ректность тех или иных критериев не представля-
ется возможным. Это необходимо учитывать 
при расчете общей оценки по группе. Для опре-
деления количества подобных ситуаций (E) при 
ручных или автоматических проверках необхо-
димо при оценке каждого критерия предпола-
гать следующие возможные значения: 

− положительный ответ – 1;  
− неполный ответ – 0,5; 
− отрицательный ответ – 0; 
− данный критерий невозможно оценить на 

сайте – –1.  
Неполным стоит считать ответ, когда неко-

торые критерии выполнены верно, а осталь-
ные – нет либо же когда элемент неполностью 
соответствует требованиям доступности. При по-
лучении значения –1 после анализа корректно-
сти критерия количество исключений (E) 
должно увеличиться.  

Например, примем, что в группе «Навигация 
и управление» всего 15 критериев (N = 15). Из-
начально весовой коэффициент каждого из них 
рассчитывается по формуле (2): 

LWFi = 1
N

= 1
15

= 0,067. 

Предположим, что три критерия невозможно 
оценить. Тогда новый весовой коэффициент бу-
дет определяться по формуле 

 LWFi '  = 1
N E−

, (3) 

где LWFi '  – новое значение коэффициента; 
E – количество исключений. 

В данном примере он составит 

LWFi '  = 1
15 3−

 = 0,083. 

При этом, если три вышеупомянутых крите-
рия оцениваются как отрицательные, то значе-
ния коэффициента не меняются. Подобный под-
ход позволяет грамотно рассчитывать оценку 
и не терять баллы при наличии исключений.  

В ситуации, когда критерий включает в себя 
проверку большого количества однотипных эле-
ментов, за итоговое значение берется число, вы-
числяемое по формуле 

 FVi = i

i

CE
TE

, (4) 

где СEi – количество верно оформленных эле-
ментов; TEi – общее число элементов. 

Например, предположим, что в группе «Ви-
зуальная доступность» 25 критериев оценки (N). 
Допустим, что их все возможно оценить и пере-
счет коэффициентов не требуется. Тогда весо-
вой коэффициент каждого критерия будет рас-
считан по формуле (2): 

LWFi = 1
N

= 1
25

= 0,04. 

Один из критериев данной группы – наличие 
связи тега <label> с тегом <input>. Предположим, 
что на тестируемом ресурсе 12 тегов <input> (TE), 
но только 9 (СE) из них связаны с тегом <label>. 
Тогда для расчета итогового значения по дан-
ному критерию будет использована формула (4) 
и получено значение:  

FVi = i

i

CE
TE

= 9
12

= 0,75. 

После проведения оценки критериев каждой 
из групп сумму их итоговых значений необхо-
димо умножить на соответствующий весовой 
коэффициент (возможно пересчитанный), что 
отражено в формуле 

 FRi '  = 
1

,
N

i i
i

FV LWF
=

⋅  (5) 

где FRi '– общая оценка группы. 
Для нахождения итоговой оценки всего ре-

сурса необходимо рассчитать сумму произведе-
ния коэффициента группы на полученное значе-
ние (FRi) по формуле 

 FA = 
5

1
.i i

i
WF FR

=

⋅  (6) 

Поскольку весовые коэффициенты на каж-
дом этапе расчетов в сумме дают единицу, то ито-
говая оценка ресурса (FA) будет принимать зна-
чение от 0 до 1.  

Для определения логики реализации полу-
ченного метода был разработан алгоритм. Он со-
стоит из шести этапов: 

− получение файла или ссылки для анализа; 
− определение количества групп и пересчет 

их коэффициентов при необходимости; 
− определение вида проверки для каждой из 

групп; 
− осуществление выбранного вида проверки 

по отдельным алгоритмам; 
− пересчет весовых коэффициентов критериев 

и вычисление итогового значения по группе;  
− расчет итоговой оценки. 
На первом этапе необходимо получить до-

ступ к анализируемому файлу с разметкой.  
Это может быть как физический HTML-файл, 
так и ссылка на веб-страницу.  

На втором этапе происходит выбор группы кри-
териев тестирования. Логика метода предполагает 
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выбор любого количества групп для получения 
более точного результата с учетом специфики 
ресурса. Обозначим их общее число как D. Если 
были выбраны все группы, то их весовые коэффи-
циенты остаются неизменными и можно перехо-
дить к этапу анализа. Если же выбрано более од-
ной, но менее D групп – необходимо произвести 
пересчет весовых коэффициентов по формуле (1). 

Третий этап – выбор вида проверки. Поскольку 
при анализе параметров веб-страницы необходимо 
повторить однотипные виды проверки в каждой из 
групп, обозначим порядковый номер группы про-
верки как i. Как было отмечено ранее, в каждой 
группе существует три варианта типа проверки 
(M): ручная, автоматическая, полуавтоматическая. 
Для каждой из групп существуют различные ком-
бинации типов проверки, соотношение которых 
ранее было представлено в табл. 2.  

Обозначим j-й тип проверки i-й группы как 
Аij. Если Аij равно единице, то можно сказать, что 
для данной группы необходимо провести про-
верку выбранного типа.  

На следующем этапе производится выбран-
ная проверка по одному из алгоритмов.  

Рассмотрим первый из них – ручной. Основной 
его задачей является вывод вопросов с вариантами 
ответа для заполнения тестировщиком и последую-
щей обработкой результатов. Обозначим общее 
число вопросов как C, а номер текущего вопроса 
как k. При проверке ответа на каждый вопрос (QWk) 
требуется узнать, был ли данный вопрос отмечен 
тестировщиком как невозможный для оценивания. 
Если это так, то счетчик исключений (Е) требу-
ется увеличить на один. После проверки всех во-
просов нужно передать полученные ответы и ко-
личество исключений Е на следующий этап. 
Блок-схема алгоритма представлена на рис. 1. 

Второй вид проверки – автоматический. Ал-
горитм его проведения подобен рассмотрен-
ному выше. Только этапы вывода вопросов и об-
работки ответов заменяются на запрос данных 
с веб-страницы и их анализ соответственно. 

Блок-схема алгоритма третьего вида проверки 
представлена на рис. 2. Логика данного вида про-
верки базируется на комбинации первых двух. Ос-
новная суть его заключается в автоматическом 
сборе данных о характеристиках веб-страницы, 
обработке их и передаче для проверки тестиров-
щику. Это необходимо для проверки критериев, 
связанных с тематикой анализируемого сайта.  

Например, одним из требований визуальной 
доступности является наличие корректного описа-
ния в атрибуте alt у тега <img>. При проведении 
автоматической проверки можно убедиться лишь 
в наличии заполненного атрибута, но невозможно 
оценить, насколько описание в нем подходит к со-
ответствующей картинке. Для этой задачи необхо-
дим человек, знающий тематику сайта.  

Другим примером может служить еще одно 
требование визуальной доступности – выделение 
важных и тематических слов и словосочетаний 
тегами <strong> и <em>. Наличие и содержимое 
этих тегов также можно считывать автоматиче-
ски, а проверку содержимого необходимо про-
изводить вручную.  

Рис. 1. Блок-схема алгоритма ручного вида 
проверки 
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После получения результатов тестирования 
следует проверить наличие исключений, как и в 
остальных видах проверок.  

Первоначально происходит запрос данных об 
определенном ряде параметров, которые зави-
сят от группы проверки. На этом же этапе необ-
ходимо проверить наличие исключений и уве-
личить их счетчик (E) в случае, когда они есть. 
Например, если тегов <img> нет на веб-стра-
нице, то и проверять наличие у них атрибутов 
бессмысленно.  

Полученные результаты необходимо выве-
сти тестировщику для подтверждения правиль-
ности заполнения атрибутов и применения спе-
цифических тегов. После получения его ответов 
необходимо сохранить результат и перейти 
к следующему этапу основного алгоритма. 

Если после проведения проверок нужного 
вида для каждой группы возникли исключения, 
то на пятом этапе работы основного алгоритма 
необходимо пересчитать весовой коэффициент 
критерия по формуле (3). 

Далее следует рассчитать итоговое значение 
по группе, используя формулу (5). 

На заключительном, шестом этапе, необхо-
димо найти итоговую оценку доступности веб-
контента анализируемого ресурса по формуле (6). 
Блок-схема всех этапов основного алгоритма 
представлена на рис. 3.  

Полученная оценка позволит количественно 
отразить уровень доступности веб-контента, что 
в дальнейшем можно будет использовать при 
расчете общей оценки юзабилити ресурса. 

Рассмотренные метод и алгоритмы позво-
ляют существенно упростить процесс тестирова-
ния доступности веб-ресурсов. За счет комбини-
рования преимуществ двух распространенных 
методов тестирования получилось минимизиро-
вать их недостатки. 

Представленный метод имеет следующие 
особенности, повышающие его эффективность: 

− разбиение критериев доступности по груп-
пам, за счет чего проводимая проверка может 
быть узконаправленной и точечной;  

− возможность комбинировать группы кри-
териев оценки в зависимости от тематики сайта, 
т. е. общая оценка не будет понижаться из-за не-
соблюдения критериев, которые не характерны 
ресурсу; 

− учет ситуаций, когда критерий невозможно 
оценить из-за его отсутствия; 

− повышение скорости проверки однотип-
ных элементов и их атрибутов; 

− получение точного итогового значения, 
которое численно описывает уровень доступно-
сти контента на веб-ресурсе. 

Рис. 2. Блок-схема алгоритма  
полуавтоматического вида проверки 
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Рис. 3. Блок-схема алгоритма метода комбинированной оценки доступности 
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Разработанные алгоритмы методов оценки 
доступности веб-контента позволяют структу-
рировать логику их работы и определять поря-
док действий при тестировании.  

Представленные алгоритмы видов проверок 
помогают понять, как выстраивать логику про-
ведения ручного, автоматического или полуав-
томатического тестирования.  

Заключение. В статье рассмотрен метод 
комбинированной оценки доступности веб-
контента, базирующийся на совмещении ло-
гики ручного и автоматического тестирова-
ния. Определены группы проверок, приве-
дены значения их весовых коэффициентов 
и формулы для пересчета. Выделены виды 

критериев оценивания групп и алгоритмы 
расчета их коэффициентов. 

Кроме того, составлен и описан алгоритм реа-
лизации метода, который включает в себя шесть 
этапов: получение файла или ссылки на веб-стра-
ницу, выбор групп проверки и их весовых коэф-
фициентов, определение вида проверки, осу-
ществление тестирования, пересчет коэффициен-
тов критериев и расчет общей оценки. Отдельно 
описаны алгоритмы для каждого вида проверки. 

Разработанные метод и алгоритмы могут ис-
пользоваться также при тестировании доступно-
сти и юзабилити веб-контента любых ресурсов: 
локально хранящихся на компьютере или разме-
щенных в сети Интернет.  
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УДК 004.93 
Д. М. Талапина, О. А. Новосельская 

Белорусский государственный технологический университет 
МОДИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА ХАФА ДЛЯ РАСПОЗНАВАНИЯ  

И КЛАССИФИКАЦИИ ШТРИХОВЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
В статье рассмотрен вопрос распознавания сложных для анализа неоднородных линий. Для вы-

бора традиционного алгоритма с целью извлечения признаков проведен анализ существующих ал-
горитмов. Поскольку штриховое изображение будет состоять из геометрических фигур в виде не-
однородных штрихов разной толщины, за основу взят алгоритм Хафа, являющийся традиционным 
алгоритмом компьютерного зрения. Известно, что алгоритм Хафа имеет ряд недостатков. В частно-
сти, существуют проблемы распознавания прерывистых линий, а также линий ограниченной длины. 
В статье показан процесс разработки алгоритма распознавания штриховых изображений, нацелен-
ного на анализ, интерпретацию и классификацию штриховых изображений и графических прими-
тивов, представленных в виде неоднородных линий. Рассмотрены особенности представления 
штриховых изображений, обобщены требования, предъявляемые к алгоритму распознавания. Разра-
ботанный алгоритм основывается на модифицированном алгоритме Хафа, адаптированном для рас-
познавания штриховых, сплошных и штрихпунктирных линий. В статье описаны основные этапы ал-
горитма, включая предварительную обработку изображений, определение и классификацию 
графических примитивов, а также методы постобработки. Исходя з проведенного анализа в каче-
стве алгоритмов предварительной обработки целесообразно использовать комбинацию фильтров со 
сверткой (фильтр Гаусса и фильтр Кани). Принято решение о необходимости использования мор-
фологической операции дилатации для расширения светлых пространств на изображении. Пока-
заны особенности модифицированного алгоритма, предложенного авторами. Осуществлен расчет па-
раметров линий с использованием Евклидова расстояния. Проведена оценка эффективности 
разработанного алгоритма. Ключевой особенностью предложенного метода является возможность 
вывода параметров штриховых изображений в отдельный файл. 

Ключевые слова: распознавание изображений; штриховое изображение; графические прими-
тивы; алгоритм Хафа; предварительная обработка изображений; постобработка изображений, Ев-
клидово расстояние. 

Для цитирования: Талапина Д. М., Новосельская О. А. Модификация алгоритма Хафа для рас-
познавания и классификации штриховых изображений // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математиче-
ские науки и информатика. 2024. № 2 (284). C. 89–95.  
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D. M. Talapina, O. A. Novoselskaya 
Belarusian State Technological University 

MODIFICATION OF THE HOUGH ALGORITHM FOR RECOGNITION 
AND CLASSIFICATION OF LINE IMAGES 

The article considers the question of recognition the complex for analysis non-uniform lines. To 
select a traditional algorithm for feature extraction, an analysis of existing algorithms is performed. Since 
the line image will consist of geometric figures in the form of non-uniform strokes of different thickness, 
the Hough algorithm, which is a traditional algorithm of computer vision, is taken as a basis. It is known 
that the Hough algorithm has a number of disadvantages. In particular, there are problems of recognition 
of dashed lines, as well as lines of limited length. The article shows the process of developing an algo-
rithm for recognition of line images aimed at analysis, interpretation and classification of line images and 
graphic primitives presented in the form of non-uniform lines. The features of representation of line im-
ages are considered, the requirements for the recognition algorithm are summarized. The developed al-
gorithm is based on a modified Hough algorithm adapted for recognition of dashed, solid and dash-dotted 
lines. The article describes the main stages of the algorithm, including image preprocessing, definition 
and classification of graphic primitives, and postprocessing methods. Based on the analysis, it is advisable 
to use a combination of convolution filters (Gaussian filter and Cani filter) as preprocessing algorithms. 
It was decided to use a morphological dilation operation to expand light spaces in the image. The features 
of the modified algorithm proposed by the authors are shown. Calculation of line parameters using Eu-
clidean distance is carried out. Effectiveness of the developed algorithm is assessed. The key feature of 
the proposed method is the ability to output the parameters of dashed images in a separate file. 
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Введение. Разработка алгоритма распозна-
вания штрихового изображения ставит своей 
целью создание эффективного инструмента, 
способного анализировать, интерпретировать 
и классифицировать графические примитивы в 
штриховых изображениях.  

На сегодняшний день существует множество 
методов распознавания штриховых изображе-
ний, но не все они применимы для задачи распо-
знавания изображений на физических носителях. 
Это связано с тем, что изображения могут варьи-
роваться по своим геометрическим и яркост-
ным характеристикам, а также подвергаться  
нетривиальным деформациям носителя, что за-
трудняет их классификацию [1].  

Целью данной работы является разработка 
алгоритма распознавания, позволяющего прово-
дить анализ штриховых изображений, состоя-
щих из графических примитивов. Проводимый 
анализ должен решать следующие задачи: нахож-
дение и классификация графических примитивов 
на изображении, сбор информации о характе-
ристиках графических примитивов (ширина, 
длина, тип линии и т. д.), а также запись полу-
ченных данных в файл. 

Под графическим примитивом понимается 
простейший геометрический объект, отобража-
емый на экране дисплея. Описание графиче-
ского примитива обычно содержит метриче-
скую и атрибутивную части. Метрическая часть 
позволяет сопоставить те величины, в которых 
задан графический примитив для отображения 
его на дисплее, и те величины, которые характе-
ризуют его физическое или логическое пред-
ставление. Атрибутивная часть передает геомет-
рические параметры, характеризующие форму и 
расположение графического примитива [2]. 

Точка – наиболее простой графический при-
митив нулевой размерности. Точка определяется 
своими координатами на плоскости. Линия – это 
совокупность точек, через которые проходит гео-
метрический отрезок с заданными конечными 
точками; характеризуется начальной и конечной 
точками, или начальной точкой и приращениями 
координат, либо длиной и углом наклона. В за-
висимости от стиля различают: сплошная линия – 
непрерывная линия, которая соединяет две точки 
без разрывов; штриховая линия – линия, состоя-
щая из коротких отрезков или точек с промежут-
ками между ними. В настоящей работе требу-
ется разработать алгоритм распознавания как 

сплошных, так и штриховых линий с определе-
нием их толщины. 

Исходя из определения, толщина линии дол-
жна быть равна 1 пикселю, чтобы такой прими-
тив считался непосредственно линией, в против-
ном случае данный примитив относится к классу 
примитивов прямоугольник. Так как данное огра-
ничение существенно снижает потенциал ис-
пользования штриховых изображений в качестве 
элемента защиты данных, была поставлена за-
дача распознавания, классификации и сбора ин-
формации о характеристиках линий толщиной 
более одного пикселя, т. е. распознавания пря-
моугольника с заливкой для сплошных линий 
толщиной более 1 пикселя, и распознавания со-
вокупности прямоугольников с заливкой для 
штриховых линий толщиной более 1 пикселя.  

Для решения задачи распознавания прими-
тивов на изображении может быть применен ал-
горитм Хафа [3]. Алгоритм Хафа – это популяр-
ный метод обнаружения простых геометри-
ческих форм, таких как прямые, окружности, эл-
липсы и т. д., на изображениях [4]. Классиче-
ский алгоритм Хафа не решает поставленные 
в данной работе задачи, поскольку имеет строгое 
ограничение толщины линии в 1 пиксель, не рас-
познает штриховые линии как цельный объект, 
а также не определяет характеристики найден-
ных примитивов (за исключением начальных 
и конечных координат), что затрудняет приме-
нение классического алгоритма для классифика-
ции графических примитивов. 

В связи с этим различают достаточно боль-
шое количество вариаций алгоритма Хафа: для 
поиска окружностей [5–6], вероятностные, слу-
чайные, иерархические, рекуррентные преобра-
зования [7–9] и др. В данной работе важно опре-
делить структуру штриховых объектов и его 
параметры, поэтому требуется корректировка 
известных подходов. 

Основная часть. В распознавании штрихо-
вого изображения можно выделить два этапа: 
идентификация контуров (границ) распознавае-
мого изображения и распознавание элементов 
самого изображения, состоящего из примити-
вов, описанных ранее.  

Контур в контексте обработки изображений 
представляет собой кривую линию, обозначаю-
щую границу между объектами или областями 
с различными яркостными характеристиками. 
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Контур отображает переходы интенсивности 
пикселей и позволяет выделить форму объектов. 
Контуры представлены ключевыми позициями, 
между которыми положение точек, принадлежа-
щих контуру, вычисляются интерполированием.  

Одним из основных подходов к обнаруже-
нию контуров является использование операто-
ров градиентов, таких как оператор Собеля или 
оператор Превитта [10]. Они позволяют выде-
лить разности яркостных характеристик на 
изображении и определить места наибольших 
изменений интенсивности. Такие изменения 
указывают на границы объектов. Для идентифи-
кации примитивов можно использовать метод, 
основанный на геометрических характеристиках 
объекта. Суть метода заключается в выделении 
набора ключевых точек (или областей) объекта с 
последующим выделением набора признаков. 
Каждый признак является либо расстоянием 
между ключевыми точками, либо отношением 
таких расстояний.  

Для распознавания примитивов будет при-
менятся алгоритм Хафа, модифицированный 
для решения поставленных задач [11]. Основная 
идея алгоритма заключается в преобразовании 
из координатного пространства (декартового 
пространства) изображения в пространство па-
раметров (пространство Хафа), в котором каж-
дая геометрическая форма представляется точ-
кой или кривой.  

Для корректной работы алгоритма необхо-
дима предварительная обработка входного изоб-
ражения.  

Первым шагом предобработки является пре-
образование исходного изображения в градации 
серого. Данный шаг позволяет работать с яр-
костными характеристиками как цветных, так и 
черно-белых изображений.  

Вторым шагом применяется пороговый фильтр 
для сглаживания изображения и уменьшения 
шума. На этом этапе могут использоваться различ-
ные варианты фильтрации: свертка с использова-
нием оператора градиента, свертка с маской 
(фильтры Собеля, Превитта). Выбор фильтра за-
висит от качественных характеристик изображе-
ния, наличия шума и других параметров [12]. 

Следующим этапом алгоритма является ини-
циализация пространства Хафа: для каждой 
точки границы на изображении рассматривают-
ся все возможные прямые линии, проходящие 
через эту точку. В случае прямых линий исполь-
зуется параметрическое представление линии.  

Для понимания перевода параметров из де-
картового пространства в пространство Хафа 
обратимся к известной формуле прямой линии с 
угловым коэффициентом. 
 y kx b= +  (1) 

В декартовом пространстве координат пере-
менная k используется для обозначения угло-
вого коэффициента, а переменная b есть показа-
тель смещения данной линии по оси ординат от 
начала координат. Для любой прямой, проходя-
щей через точку (x0,𝑦0) в пространстве изобра-
жений, выполняется условие 
 _ 0 _ 0y kx b= + . (2) 

Через точку (x0,𝑦0) в пространстве Хафа про-
ходит прямая линия. Данная линия может быть 
представлена в следующем виде: 
 0 0b kx y= + . (3) 

Точку (k0,b0) из пространства Хафа исполь-
зуем для построения линии в декартовой си-
стеме координат: 
 0 0b k x y= + . (4) 

Для описания связи между декартовым про-
странством и пространством Хафа используем 
следующее математическое выражение: 

 0 0
0 0 0 0

0 0
( , ) ( , ) ,x yx y k b

y k
 

→ = − 
 

, (5) 

где (x0,𝑦0) – точка в декартовом пространстве, а 
(k0,b0) – соответствующая точка в пространстве 
Хафа.  

Обратное отображение из пространства Хафа 
в декартово пространство задается уравнением 

 0 0
0 0 0 0 2

0 0

( , ) ( , ) ,
1

b bk b x y
k k

 
→ = − 

+ 
. (6) 

Пространство Хафа обычно дискретизиру-
ется на сетку ячеек, каждая из которых представ-
ляет собой диапазон значений k и b. Для каждой 
линии в пространстве Хафа инкрементируется 
соответствующая [13]. Таким образом, выбира-
ются ячейки с наибольшим количеством голо-
сов (инкрементов) и соответствующие им пара-
метры используются для построения линии на 
исходном изображении (в декартовом простран-
стве). В результате задача обнаружения задан-
ной прямой линии на исходном изображении 
преобразуется в задачу о пике в пространстве 
параметров. 

Так как угловой коэффициент k можно пред-
ставить как тангенс угла наклона прямой к оси, 
то для любой точки изображения с координа-
тами (x, y) в декартовом пространстве найдется 
точка (ρ, θ) в параметрическом пространстве, 
где [0, ]θ∈ π : 
 ( ) cos sinx yρ θ = θ + θ . (7) 

Из этого следует, что если 3 точки ( 1 1,x y ),  
( 2 2,x y ), ( 3 3,x y ) лежат на одной прямой, то при 
переводе их в параметрическое пространство их 
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три кривые пересекутся в одной точке (точке ин-
тереса), что можно наблюдать на рис. 1 [14]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Перевод точек из декартового пространства 
в пространство параметров 

 
Классическое преобразование Хафа вычи-

сляет все дискретные точки на изображении, по-
этому точки за пределами прямой линии также 
вычисляются и сохраняются. Данная особенность 
может вызвать появление ложных пиков, соответ-
ственно, обнаруженная прямая линия будет оши-
бочной [15]. Также классический алгоритм Хафа 
не определяет штриховые линии как единый объ-
ект. Изменение алгоритма для решения поставлен-
ных задач может содержать следующие шаги и 
особенности адаптации базового алгоритма.  

Особенность 1. Усиленный шаг предвари-
тельной обработки: перед применением алгори-
тма Хафа требуется более сложная предвари-
тельная обработка, чтобы выделить штриховые 
линии, особенно, если штрихи нерегулярны или 
имеют переменные интервалы.  

Нами предложен подход итеративного при-
менения фильтра Кернела совместно с использо-
ванием фильтра Гаусса и фильтра Канни. Много-
ступенчатое применение фильтров позволит 
убрать шум, избежать считывания зерна шума 
в качестве точки пика, яснее обозначить границы 
штриховых линий на границах сегментов. 

Особенность 2. Модификация алгоритма для 
учета разрывов в штриховых линиях. Так как раз-
рывы между сегментами приводят к тому, что го-
лоса в пространстве Хафа распределяются менее 
плотно, алгоритм адаптируется для учета разры-
вов, например, путем ввода дополнительных па-
раметров.  

В качестве дополнительных параметров пред-
ложены значения минимальной длины линии (ре-
шает задачу определения штриха), а также значе-
ние максимального расстояния между линиями 
(решает задачу определения интервалов между 
штрихами).  

Особенность 3. Важной задачей после опре-
деления примитивов является их классификация 
с последующим определением основных пара-
метров (ширина, длина, тип линии и т. д.). Для 
этого рассмотрим следующие шаги постобра-
ботки. Необходимо внедрение шагов, которые 
идентифицируют и соединяют разрозненные сег-
менты линий воедино, рассчитывают длину 
штриха и интервала между ними.  

Для определения длины штриха используем 
расчет Евклидова расстояния между контурами, 
образующими рамку вокруг каждого штриха. 
Для расчета длины интервала найдем расстоя-
ние между контурами соседних сегментов также 
с применением Евклидова расстояния.  

Важно принять во внимание, что функция рас-
чета значения длины интервала между штрихами, 
а также расчета длины штриха должна учитывать 
некоторые особенности штриховых линий. К та-
кой особенности можно отнести окончание штри-
ховой линии штрихом неполной длины. Дан-
ный факт может повлиять на расчет длины 
штриха, поэтому дополнительно необходимо 
реализовать функцию расчета медианной длины 
штриха и интервала между штрихами, что снизит 
вероятность расчетной погрешности. 

Особенность 4. Для решения задачи опреде-
ления линий толщиной более 1 пикселя необхо-
димо ввести ограничение для исходного изобра-
жения. Так как сплошная линия толщиной более 
1 пикселя не имеет перепадов яркости внутри ли-
нии, то она определяется значениями верхней 
границы и нижней границы линии (т. е. сторо-
нами прямоугольника). Исходя из данной осо-
бенности для определения толщины сплошной 
линии можно прибегнуть к следующей последо-
вательности шагов. 
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1. Сортируется массив всех линий по необ-
ходимой координате (выбор координаты для 
сортировки зависит от ориентации линий верти-
кально или горизонтально).  

2. Рассчитываются расстояния между всеми 
соседствующими линиями. Здесь появляется 
необходимость ввода ограничения для алго-
ритма – расстояние между всеми соседствую-
щими линиями должно быть больше толщины 
самой широкой линии на данном изображении. 
Без ввода данного ограничения не представля-
ется возможным определить, является ли данная 
пара линий границами сплошной линией толщи-
ной более 1 пикселя или же это две линии тол-
щиной 1 пиксель, расположенные рядом.  

3. Исходя из введенного ограничения опре-
деляется максимальное расстояние между лини-
ями в массиве. Полученную величину исполь-
зуем для сравнения. Если расстояние между 
линиями по выбранной координате меньше эта-
лона – линия сплошная, толщиной более одного 
пикселя. Если расстояние между линиями по 
выбранной координате больше эталона – две ли-
нии толщиной 1 пиксель.  

В отличие от сплошной линии, в штриховых 
линиях присутсвуют перепады яркости в местах 
разрыва. При работе алгоритма такие линии бу-
дут определяться как последовательность иден-
тичных линий с шагом 1. Ось шага будет опреде-
ляться в зависимости от ориентации линий.  

Таким образом, толщина сплошной линии 
является разницей координат соседствующих ли-
ний, а толщина штриховой линии является сум-
мой количества линий с шагом 1.  

4. Для проверки определения корректности 
типа линий обратимся к расчитанному в шаге 3 
параметру длины штриха. Для сплошной линии 
длина штриха будет равна длине линии, для 
штриховой линии длина штриха будет меньше 
длины всей линии. 

Заключение. Псевдокод для разработанного 
улучшенного алгоритма: 
_________________________________________ 
Algorithm 1: Line image detection and classification 

1. Function calc_line_length(x1, y1, x2, y2) 
2.      Return sqrt((x2 – x1)2 + (y2 – y1)2) 
3. img ← read image in grayscale mode 
4. Apply Gaussian blur with kernel 
5. Detect edges using Canny algorithm 
6. Detect lines using Hough transform 
7.   For each line in detected lines 
8.     Function calc_line_length (x1, y1, x2, y2) 
9.     Find contours in the segment mask 
10.     Calculate segment lengths 
11.       If no segments detected then 

12.         dominant_length ← line_length 
13.       Else 
14.         Calculate most common segment length 

15. Sort line coordinates and find max gap be-
tween lines 

16. Calculate line thickness based on max gap 
between lines 

17. Classify if line is solid or dashed based on 
segment length  

18. Write values in file for each found line (type, 
thickness, segment length)  

Корректность и эффективность работы алго-
ритма рассмотрим на примере изображения, со-
держащего штриховые и сплошные линии. Ис-
ходное изображение для обработки представлено 
на рис. 2. 

 
Рис. 2. Исходное изображение 

Результат работы классического алгоритма 
Хафа представлен на рис. 3. 

 
Рис. 3. Результат работы классического  

алгоритма Хафа 

Количество линий, найденных классическим 
алгоритмом Хафа, на данном изображении – 38, 
фактическое количество 9. Как можно заметить, 
после обработки изображения классический ал-
горитм нашел линии, не относящиеся к представ-
ленным на исходном изображении. Также алго-
ритм не обработал линии до конца. Алгоритм не 
классифицирует линии, а только хранит каждую 
из найденных линий в виде совокупности их коор-
динат ( 1 1 2 2, ,  ,x y x y ). Исходя из совокупности опи-
санных выше факторов не представляется воз-
можным использовать классический алгоритм, 
корректно рассчитать количество линий на изоб-
ражении, а также длину штриха или же толщину 
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линии, поскольку присутствует чрезмерная из-
быточность данных. 

Результат работы улучшенного алгоритма на 
примере того же исходного изображения пред-
ставлен на рис. 4. 

 
Рис. 4. Результат работы улучшенного  

алгоритма Хафа 

Количество линий, найденных улучшен-
ным алгоритмом на данном изображении (до 

сортировки, расчета толщины линии), – 18, 
при фактическом количестве 9. После необхо-
димых преобразований массива линий распо-
знано 9 линий. Среди распознанных определено 
2 сплошные и 7 штриховых линий с различной 
длиной сегмента (от 10 до 16 пикселей). Тол-
щина линий определяется благодаря верно 
распознанным границам. Сплошная линия 
толщиной 1 пиксель распознана отдельным 
примитивом. 

В данной работе исследованы и предложены 
шаги адаптации существующего классического 
алгоритма Хафа для эффективного обнаружения 
контура распознаваемого изображения и графиче-
ских примитивов, составляющих изображение. 
Предложенный вариант алгоритма распознает не 
только сплошные, но и штриховые линии. Распо-
знанные линии подвергаются последующей клас-
сификации с расчетом всех необходимых пара-
метров и записью данных в файл. 
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FAST SEARCH FOR SHORTEST PATHS IN LARGE SPARSE GRAPHS 
DIVIDED INTO CONNECTED DENSE CLUSTERS 

The aim of the paper is to solve the problem of finding shortest paths between all pairs of vertices in 
simple directed weighted large sparse graphs. It is assumed that the graphs with positive and negative 
real weights of edges are decomposed into unequally sized weakly connected clusters. Since the problem 
has numerous practical applications in various domains, and the graphs may be too large, our goal is to 
speed up the problem solving on modern heterogeneous multiprocessor systems and multi-core proces-
sors. The paper extends the capabilities of existing blocked algorithms by utilizing blocks of unequal 
sizes. The extension supports natural graph modeling of real-world networks and allows the use of large 
sparse graphs divided into dense weakly connected clusters in the shortest path problems. Our approach 
is to compute shortest paths for all-pairs of cluster vertices represented by the cost adjacency matrix in 
advance, and afterward compute the shortest paths between vertices of different clusters through inter-
connect (bridge) edges in real time on demand. The approach is based on developing a new fast operation 
that accurately computes the shortest paths between vertices of one cluster that pass through the vertices 
of another neighboring cluster and through the edges connecting the clusters. Applying this operation to 
pairs of clusters allowed us to develop an approximate parallelizable algorithm, efficient regarding the 
CPU time and memory space consumed, that computes the shortest paths between the vertices within 
clusters and then between clusters. The algorithm can introduce inaccuracies in shortest paths when the 
weights of edges connecting clusters are small. It finds accurate solutions when the weights of these edges 
are larger than the weights of edges within clusters, e. g., in the case of road networks. 

Keywords: sparse graph, cluster, shortest paths problem, blocked algorithm, unequally sized blocks, 
space and time efficiency. 
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2 Иностранное производственное унитарное предприятие «Иссофт Солюшенз» 
БЫСТРЫЙ ПОИСК КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ 

В БОЛЬШИХ РАЗРЕЖЕННЫХ ГРАФАХ, РАЗДЕЛЕННЫХ  
НА СВЯЗНЫЕ ПЛОТНЫЕ КЛАСТЕРЫ 

Целью статьи является решение задачи поиска кратчайших путей между всеми парами вер-
шин в простых ориентированных взвешенных больших разреженных графах. Предполагается, что 
графы с положительными и отрицательными действительными весами ребер декомпозированы 
на слабосвязанные кластеры разного размера. Поскольку задача имеет множество практических 
приложений в различных областях, а графы могут быть слишком большими, наша цель − уско-
рить решение задачи на современных гетерогенных многопроцессорных системах и многоядер-
ных процессорах. В статье расширяются возможности существующих блочных алгоритмов за 
счет использования блоков неравных размеров. Расширение поддерживает естественное и адек-
ватное графовое моделирование реальных сетей и позволяет использовать большие разреженные 
графы, разделенные на плотные слабосвязанные кластеры, при решении задач о кратчайших пу-
тях. Наш подход заключается в том, чтобы заранее вычислять кратчайшие пути для всех пар вер-
шин кластеров, представленных матрицей стоимости-смежности, а затем по запросу определять 
кратчайшие пути между вершинами разных кластеров в реальном времени. Подход основан на 
разработке новой быстрой операции, которая точно вычисляет кратчайшие пути между верши-
нами одного кластера, проходящие через вершины другого соседнего кластера и через ребра, со-
единяющие кластеры. Применение этой операции к парам кластеров позволило нам разработать 
приближенный распараллеливаемый алгоритм, эффективный по потребляемым процессорному 
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времени и объему памяти, вычисляющий кратчайшие пути внутри кластеров, а затем между кла-
стерами. Алгоритм может вносить неточности в кратчайшие пути, когда веса ребер, соединяющих 
кластеры, малы. Он находит точные решения, когда веса этих ребер больше, чем веса ребер 
внутри кластеров, например, в случае дорожных сетей. 

Ключевые слова: разреженный граф, кластер, задача о кратчайших путях, блочный алго-
ритм, блоки неравных размеров, пространственная и временная эффективность. 

Для цитирования: Прихожий А. А., Карасик О. Н. Быстрый поиск кратчайших путей в боль-
ших разреженных графах, разделенных на связные плотные кластеры // Труды БГТУ. Сер. 3. Фи-
зико-математические науки и информатика. 2024. № 2 (284). С. 96–103 (На англ.). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2024-284-13. 
 

Introduction. In this paper we consider the prob-
lem of finding shortest paths between all pairs of ver-
tices in simple directed weighted large sparse graphs 
whose edges have positive and negative real weights, 
and which are decomposed into unequally sized clus-
ters. Since the problem has numerous practical appli-
cations in various domains, our goal is to speed up 
the solution of the problem on the available resources 
of modern heterogeneous multi-processor systems 
and symmetric multicore processors. 

Two main families of algorithms for solving the 
all-pairs shortest paths problem (APSP) are known: 
1) those based on the Dijkstra-type SSSP-algorithm 
with a single-source (-sink) [1]; 2) those based on 
the Floyd-Warshall APSP algorithm [2]. Any algo-
rithm from the first family must be applied to each 
source (sink) vertex. Each algorithm of the second 
family returns a complete solution to the problem.  

The first family includes Dijkstra’s algorithm 
assuming that the weights of the edges are positive, 
the Bellman-Ford and Johnson’s algorithms assum-
ing that the weights are positive and negative, and 
others [1, 3, 4]. The second family includes the 
Floyd-Warshall (FW) algorithm [2], the blocked 
Floyd-Warshall (BFW) algorithm proposed by Ven-
kataraman, Park, Katz et al. [5–7], the graph exten-
sion-based algorithm GEA and the heterogeneous 
blocked APSP algorithm HBAPSP proposed by Pri-
hozhy and Karasik in [8–11]. It is shown in [10–18] 
that blocked algorithms provide the following ad-
vantages: 1) suitability for parallelization; 2) local-
ity of data references and efficient handling of CPU 
caches; 3) solving the graph scaling problem; 4) re-
duced power consumption; 5) use of GPUs; 6) use 
of dataflow networks of actors; 7) ability to handle 
unequally-sized blocks.  

The blocked algorithms of the Floyd-Warshall 
family have computational complexity of O(N3) and 
space complexity of O(N 2 ), where N is the number 
of vertices in graph. As N increases, the algorithms 
begin to consume huge amounts of CPU time and 
memory space. For example, if N = 31,623, then 
N 3 = 31,623,446,801,367 and N 2  = 1,000,014,129. 
A 4 GHz processor or core requires about 
k1 ⋅ 7906 sec = k1 ⋅ 2.196 hours of CPU time and 
about k2 ⋅ 1 GB of RAM where k1 and k2 are  

factors. In many application domains the size of 
real graphs is much larger. 

To solve the graph scaling problem, we develop 
an approach that decomposes a large sparse graph 
into dense parts (clusters) and sparse parts (inter-
connections of clusters). The former can be pro-
cessed in the style of Floyd-Warshall family algo-
rithms, and the latter can be processed in the style 
of Dijkstra family algorithms. When the size of the 
clusters is approximately the same, the spatial com-
plexity of the dense parts can be reduced by the 
number, M of clusters. Thus, the algorithms we de-
veloped in this paper have a spatial complexity of  
<clusters_size> + <interconnections_size> that is 
<all_graph_size> / M + <interconnections_size> in 
the case where the clusters are of equal size. For 
sparse graphs, the <interconnections_size> is not 
large because it is only associated with bridge edges. 
Moreover, the CPU-time needed to execute FW on 
all clusters is M 2  times less than the CPU-time to ex-
ecute FW on entire graph. 

The main contribution of the paper is the devel-
opment of a fast heterogeneous blocked approxi-
mate APSP algorithm for finding shortest paths in 
unequally sized clusters of large sparse directed 
graphs, as well as for finding shortest paths between 
vertices of different clusters in real time. The algo-
rithm extends the heterogeneity of previously devel-
oped blocked algorithms with respect to both com-
putation and allocation in memory of various types 
of blocks. It can give accurate solutions in such do-
mains as road and other real-world networks.  

Main part. The paper has the following struc-
ture: 1) introduction of all-pairs shortest paths algo-
rithm on built unequal-size block matrices; 2) for-
mulation of requirements for solving the shortest 
path problem on large sparse graphs partitioned into 
clusters; 3) development of an operation and algo-
rithm for computing shortest paths between vertices 
of one cluster passing through vertices of other clus-
ter and edges connecting the clusters; 4) develop-
ment of fast algorithm calculating all-pairs shortest 
paths between vertices within clusters; 5) develop-
ment of a fast algorithm computing shortest paths 
between vertices of different clusters in real time. 
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Blocked APSP algorithm working with blocks of 
unequal sizes. Let G = (V, E) be a simple directed 
graph with real edge-weights consisting of a set V 
of vertices numbered from 1 to N and a set E of 
edges. Let W be a cost adjacency matrix for G. Let dij 
be a length of shortest path from vertex i to vertex j, 
and let D be a matrix of path distances for all pairs 
of vertices. The task of the APSP algorithm is to 
compute matrix D through matrix W. 

In our recent work [11], we proposed to decom-
pose a graph G into subgraphs (clusters) and to de-
compose the adjacency matrix into a matrix B of 
blocks of sizes defined by vector S = (S1…SM). All 
diagonal blocks Bii[Si × Si], i = 1…M are square, and 
all non-diagonal blocks Bij[Si × Sj] are rectangular. 
We extended BFW to the all-pairs shortest path algo-
rithm APSPUS (Algorithm 1) to handle unequally 
sized blocks. Its time complexity is N 3 (M 3 in terms 
of the number of blocks) and its spatial complexity 
is N 2 (M 2) because each block has the layout of tghe 
shortest path distance matrix (DiM).  

 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 1: Extension of BFW to account for the use of une-
qually sized blocks (APSPUS) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Input: A number N of graph vertices 
Input: A cost adjacency matrix W[N × N]  
Input: A number M of blocks 
Input: A vector S = (S1…SM) of sizes of vertex subsets 
Output: A blocked matrix B[M × M] of path distances  

B[M × M] ← W[N × N] 
for m ← 1 to M do 

BCUS(S, B, m, m, m)                              // D0 
for v ← 1 to M do 

if v ≠ m then 
BCUS(S, B, v, m, m)                   // C1 
BCUS(S, B, m, m, v)                   // C2 

for v ← 1 to M do 
if v ≠ m then 

for u ← 1 to M do 
if u ≠ m then 

BCUS(S, B, v, m, u)        // P3 
return B 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 2: Calculation of unequally sized blocks (BCUS) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Input: A vector S of sizes of graph vertex subsets 
Input: A blocked matrix B[M × M] of path distances 
Input: Indices v, m, u of vertex subsets 
Output: Recalculated block Bv,u of matrix B 

for k ← 1 to Sm do  
for i ← 1 to Sv do 

for j ← 1 to Su do 
sum ← Bv,m(i, k) + Bm,u(k, j) 
if Bv,u(i, j) > sum then 

Bv,u(i, j) ← sum 
return B 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

Algorithm 2 (BCUS) computes all blocks in Al-
gorithm 1. APSPUS can be efficiently parallelized 
because all blocks of types C1 and C2 (and all blocks 
of type P3) can be executed in parallel. 

Computation of shortest paths between vertices 
of one cluster through shortest paths of another clus-
ter. In the case of matrix B[2 × 2], APSPUS computes 
two diagonal and two non-diagonal blocks (Fig. 1) in 
the following way (⊗ is the MIN-PLUS matrix mul-
tiplication operation): 

B11[S1×S1] ← B11[S1×S1] ⊗ B11[S1×S1]; (1) 
B21[S2×S1] ← B21[S2×S1] ⊗ B11[S1×S1]; (2) 
B12[S1×S2] ← B11[S1×S1] ⊗ B12[S1×S2];  (3) 
B22[S2×S2] ← B21[S2×S1] ⊗ B12[S1×S2];  (4) 
B22[S2×S2] ← B22[S2×S2] ⊗ B22[S2×S2];  (5) 
B12[S1×S2] ← B12[S1×S2] ⊗ B22[S2×S2];  (6) 
B21[S2×S1] ← B22[S2×S2] ⊗ B21[S2×S1];  (7) 
B11[S1×S1] ← B12[S1×S2] ⊗ B21[S2×S1].  (8) 

 

Fig. 1. Matrix B[2 × 2] in algorithm APSPUS 
 
Equation (1) computes diagonal block B11 

through itself. Equations (2)–(5) compute block B22 
through block B11 and through itself. Equations (6)–(8) 
compute block B11 through block B22 and through 
itself. Each of the two intermediate blocks B21 and 
B12 is computed twice. For large sparse graphs,  
APSPUS requires huge memory space and proces-
sor time. 

We propose a new exact method of computing 
B22 through B11 and computing B11 through B22. Un-
like APSPUS, the method allows to consider the fea-
tures of sparse graphs with clustered vertices. It re-
duces the memory footprint and reduces the number 
of MIN-PLUS operations performed on blocks.  

Let two clusters C1 and C2 partition the vertex set 
V of graph G into two subsets V1 and V2 of unequal 
sizes S1 and S2, respectively (Fig. 2). The clusters 
are represented by blocks B11 and B22 which first de-
scribe the weighted edges within the clusters, and 
then describe the lengths of shortest paths between 
vertices from set V1 (block B11) and between verti-
ces from set V2 (block B22). 

The sparse blocks W12 and W21 describe weighted 
bridge edges connecting vertices from V1 to vertices 
from V2 and vice versa, respectively. Blocks B11 and 
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B22 are placed in memory as distance matrices (DiM) 
using row-major memory layout, and blocks W12 and 
W21 are placed in memory as adjacent lists (AjL).  

 

 

Fig. 2. Matrix B[2 × 2] in the new algorithm 
 for calculating shortest paths in clusters represented 

by diagonal blocks 
 
Our method of computing block B22 through 

block B11 and computing block B11 through block 
B22 is to perform the following five operations: 

 
B11 ← Diagonal (B11);  
B22 ← BlockTBlock (B22, W21, B11, W12); 
B22 ← Diagonal (B22); 
B11 ← BlockTBlock (B11, W12, B22, W21);  
B11 ← Diagonal (B11).  
 
The Diagonal(Bii) operation computes the short-

est paths between all pairs of vertices of the set Vi 
corresponding to the block Bii. The shortest paths 
can pass through both edges inside Bii and edges 
outside Bii. The operation can be implemented using 
BCUS or preferably using the faster GEA algorithm 
proposed in [8, 10]. 

The new operation BlockTBlock(Bjj, Wji, Bii, Wij) 
computes the shortest paths between the vertices of 
block Bjj passing through the edges of block Wji, 
then through the vertices and edges of block Bii and 
finally through the edges of block Wij. Since the 
edges of blocks Wji and Wij are not numerous in 
sparse graphs, the BlockTBlock operation is fast. If 
Wji or Wij are empty, the BlockTBlock operation is 
not performed at all. Moreover, the shortest paths of 
these blocks do not need to be stored in memory, 
only the edge descriptions need to be stored. This is 
a great advantage of our method, which is exact and 
gives accurate solutions. 

Expanding the three operations ⊗ from (2)–(4) 
and using Algorithm 2, we derive Equation (9) 
which evaluates for each pair (i, j) of vertices of B22 
the length of shortest path that passes through B11. 
If the length is less than B22(i, j), the value of B22(i, j) 
is updated. Algorithm 3 is developed using (9).  
It is the first version of the BCUS compliant imple-
mentation of the BlockTBlock operation.  

B22(i,j) = 
= min (B22(i,j), 

min (min(B21(i,k), 
min (B21(i,k1) + B11(k1,k))) + 

+ min (B12(k,j), 
min (B11(k,k2) + B12(k2,j))))). 

 

(9) 

 

If the graph is sparse and the set of vertices is 
partitioned into clusters, Algorithm 3 executes re-
dundant operations since it uses all vertices of sets 
V1 and V2 (although only bridge vertices can be used) 
and utilizes all elements of blocks W12 and W21 (alt-
hough only bridge edges with non-infinite weights 
can be used). Moreover, the loop along k can also be 
considered redundant in the algorithm since the 
shortest paths in block B11 can be found by the Di-
agonal (B11) function. 

 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 3: Calculation of diagonal block B22 through dense 
block B11 and sparse blocks W12, W21 (BlockTBlock, version 1) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Input: Subsets V1 and V2 of vertex set V 
Input: Blocks B11, B22 and W12, W21 
Output: Recalculated block B22 

for i ∈ V2 do 
for j ∈ V2 and j ≠ i do 

dij ← ∞ 
for k ∈ V1 do  

dik ← ∞ 
for k1 ∈ V1 do 

s1 ← W21(i, k1) + B11(k1, k) 
if dik > s1 then dik ← s1 

if dik > W21(i, k) then dik ← W21(i, k) 
dkj ← ∞ 
for k2 ∈ V1 do 

s2 ← B11(k, k2) + W12(k2, j) 
if dkj > s2 then dkj ← s2 

if dkj > W12(k, j) then dkj ← W12(k, j) 
dikj ← dik + dkj 
if dij > dikj then dij ← dikj 

if B22(i, j) > dij then B22(i, j) ← dij  
return B22 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
 

Let V21 ⊆ V2 be a subset of the set V2 of vertices 
that are bridges between clusters C2 and C1. Let E21 
be a subset E21 = {(i, j) | i ∈ V21 and j ∈ V1} of the 
set E of edges connecting clusters C2 and C1. These 
are called bridge edges. Similarly, let V12 ⊆ V1 be 
the subset of bridge vertices between clusters C1 and 
C2, and E12 = {(i, j) | i ∈ V12 and j ∈ V2} be the sub-
set of bridge edges connecting clusters C1 and C2. 
We assume that the blocks B11, B22 are represented 
as DiM, and the sets V21, E12, V12 and E21 are repre-
sented as AjL. Algorithm 4 describes a modified fast 
version 2 of the BlockTBlock operation, from which 
all redundant computations of Algorithm 3 have 
been removed. 

k∈V1 

k1∈V1 

k2∈V1 
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 4: Calculation of diagonal block B22 through diago-
nal block B11 and interconnect edges (BlockTBlock, version 2) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Input: Blocks B11, B22, W12 and W21 
Input: Subsets V1 and V2 of vertex set V 
Input: Subsets V12 ⊆ V1 and V21 ⊆ V2 of bridge vertices 
Input: Subsets E12 ⊆ E and V21 ⊆ E of bridge edges 
Output: Recalculated block B22 
for i ∈ V21 do 

for (i, k1) ∈ E21 and k1 ∈ V1 do 
for k2 ∈ V12 do 

for (k2, j) ∈ E12 and j ∈ V2 do 
w ← W21(i, k1) + B11(k1, k2) + W12(k2, j) 
if B22(i, j) > w then 

B22(i, j) ← w 
return B22 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

 
Approximate algorithm for finding APSPs in 

clusters of large sparse graphs (ACSG). Let the 
number of clusters satisfies M > 2. In this case we 
use the BlockTBlock algorithm by repeatedly com-
puting diagonal blocks (clusters) through each other 
and through peripheral blocks. As a result, the short-
est paths between pairs of vertices of each cluster 
are computed. Algorithm 5 performs two traversals 
through the clusters: forward and backward.  

The Diagonal*(S, B, P, d) function is executed 
2 ⋅ M – 1 times and is realized using the Diagonal (Bdd) 
operation. The BlockTBlock*(S, B, p, d) function is 
executed M ⋅ (M – 1) times and is realized using the 
BlockTBlock (Bdd, Wdp, Bpp, Wpd) operation. Thus, Al-
gorithm 5 is very fast and and occupies little memory 
space (up to M times less than APSPUS). At the same 
time, it is approximate because it does not consider 
all paths passing through all clusters in any order. 

 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 5: Computing all-pairs shortest paths in clusters of 
sparse graphs (ACSG) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Input: A vector S of sizes of vertex subsets 
Input: A blocked matrix B[M×M]  
Output: Recalculated matrix B[M×M] 

for d ← 1 to M do 
Diagonal*(S, B, d) 
if d < M then 

for p← d + 1 to M do 
BlockTBlock*(S, B, p, d) 

for d ← M down to 1 do 
if d < M then 

Diagonal*(S, B, d) 
if d > 1 then 

for p← d – 1 down to 1 do 
BlockTBlock*(S, B, p, d) 

return B 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
 

Fig. 3 shows the forward traversal and compu-
tation of clusters C1 to C3. Cluster C1 is recomputed 
through itself, clusters C2 and C3 are recomputed 
through C1 in parallel, cluster C2 is recomputed 

through itself, and cluster C3 is recomputed through 
C2 and itself. Fig. 4 depicts the reverse traversal and 
computation of clusters from C3 to C1.  

 

 
Fig. 3. Forward calculation of clusters from C1 to C3  

 

 
Fig. 4. Backward recalculation of clusters C3 to C1 
 

Real-time computation of shortest paths between 
vertices of different clusters. An adaptation of the Dijks-
tra family algorithm provides accurate calculation of 
shortest paths between vertices of different clusters 
considering the shortest paths within clusters already 
accurately computed. The algorithm can be accelerated 
because the shortest paths between vertices within clus-
ters have already been computed. The fast approximate 
Algorithm 6 can give good solutions if the graph satis-
fies the following constraints: 1) the clusters are con-
nected to each other; 2) the weights of edges connecting 
clusters are greater than the weights of interior edges. 
For directly unconnected clusters it is not applicable. 

 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 6: Calculation of shortest paths between vertices 
of two clusters in real time (ABCSG) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Input: Blocks B11, B22, W12 
Input: Subsets V1 and V2 of vertex set V 
Input: Subset V12 ⊆ V1 of bridge vertices 
Input: Subset E12 ⊆ E of bridge edges 
Output: Block B12 
for i ∈ V1 and j ∈ V2 do   B12(i, j) ← ∞ 
for i ∈ V1 do 

for i1 ∈ V12 do 
for (i1, j1) ∈ E12 and j1 ∈ V2 do 

for j ∈ V2 do 
w ← B11(i, i1) + W12(i1, j1) + B22(j1, j) 
if B12(i, j) > w then 

B12(i, j) ← w 
return B12 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
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Results. The proposed algorithms were imple-
mented in C++ language using Visual Studio 2022 
under OS Windows 10. Experimental results were 
obtained on Intel Core i7-10700 CPU processor. 
Fig. 5 shows the speedup of 22.8 to 28.4 times given 
by the proposed all-pairs shortest paths approximate 
ACSG and ABCSG algorithms compared to the ex-
act APSPUS algorithm on random graphs of 1,200, 
2,400, 3,600 and 4,800 vertices. All graphs consist 
of 10 clusters of different sizes and with different 
numbers of edges. The price of this high speedup is 
the small inaccuracies in the calculation of shortest 
paths introduced by the approximate algorithms. 

We evaluated the inaccuracies in shortest paths 
within and between clusters of the graphs consisting 
of 2,400 vertices and 139,444 edges with different 
numbers of bridge edges and different bridge edge 
weights. Fig. 6 shows the dependence of inaccuracies 
(%) in shortest paths lengths within clusters on the 
average bridge edge weights varying from 0 to 40 
with an average edge weight of 54.55 within clusters.  
In Fig. 6, solid, dashed, and dotted lines correspond 
to 1,177, 5,761 and 11,478 bridge edges, respectively.  
It can be observed that the inaccuracies are higher for 
graphs with a larger number of bridge edges and with 
smaller bridge edge weights. When the bridge edge 
weight is greater than 40, ACSG becomes an accu-
rate algorithm. The inaccuracy is only 0.031% for  
1,177 bridge edges with weight 10, is 0.012% for 
5,761 edges with weight 20, and is 0.049% for  
11,478 edges with weight 20. All weights are less than 
the average weight of 54.55 for edge within clusters. 

Fig. 7 shows the effect of bridge edge weights on 
the inaccuracies (%) given by ABCSG when compu-
ting the lengths of shortest paths between clusters of 
the sparse graphs with the same parameters. A graph 
with 1,177 edges connecting clusters gave inaccura-
cies ranging from 23.7% down to 0% when the 
bridge edge weight varied from 0 to 99 (0.014% for 
a weight of 50). When the graph has 5,761 bridge 
edges, the inaccuracies range from 163.6% down to 
0% when the bridge edge weights range from 0 to 
99 (0.018% for a weight of 50). When the graph has 
11,478 bridge edges, the inaccuracies are from 
100.9% down to 0% for a bridge edge weight of 0 
to 40 (0.035% for a weight of 50). 

 

 
Fig. 5. Speedup (times) of ACSG-ABCSG compared 

to APSPUS vs. graph size 

 
Fig. 6. Inaccuracies (%) in shortest paths lengths 

within clusters ACSG has given for graphs 
of12,400 vertices vs. bridge edge weight 

 

 
Fig. 7. Inaccuracies (%) in shortest paths lengths         
between clusters the ABCSG has given for graphs        

of 2,400 vertices vs. bridge edge weight 
 

Conclusion. In the paper, we have developed an 
approach for solving the all-pairs shortest paths 
problem on large sparse graphs partitioned into 
dense weakly connected clusters. The key ad-
vantages of the approach are the reduction of the 
memory footprint and the reduction of the CPU time 
consumed. The approach is based on our recently 
published blocked algorithms that operate on une-
qually sized blocks of the cost adjacency matrix. In 
this paper, we proposed a very fast exact algorithm 
that implements an operation of computing the 
shortest paths between vertices of one cluster pass-
ing through vertices of a neighboring cluster, and 
through edges connecting the clusters. This opera-
tion is the basis of a time- and memory-efficient ap-
proximate algorithm that computes the shortest 
paths within all clusters of the graph. The shortest 
paths between vertices of different clusters are com-
puted in real time. The algorithm is up to 28 times 
faster than the blocked Floyd-Warshall family algo-
rithm. It can provide accurate solutions for roads 
and other networks since inaccuracies in shortest 
paths are negligible when the weights of bridge 
edges are greater than the weights of interior edges 
of clusters. 
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