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О Ф О РМ УЛЕ КОШ И ДЛЯ ГИБРИДНЫ Х СИСТЕМ

A variation constant formula for hybrid systems is obtained.

Рассматриваем простейшую гибридную систему: 
x(t) = Al ! (t)x(t) + Ап  (t)y(t) + Bx (t)u{t) t > t0

y{t) = A2l(t)x(t) + Л и (0 y ( t~ h) + B2(t)u(t) t> t0 ,
где x(t) g  Rn,u(t) g  Rr,y(t) £ Rm,t > -h , h>  0;

компоненты матриц-функций Дп ( ) g  Rn*n,Ax2(-) e  Rmm, A2l(-) £ Rmxn,
A22(-)g Rmxm, Bx( ) g Rnxr, B2( ) g Rmxr-  кусочно-непрерывны на каждом отрезке

[а,6]е[-/7,+оо).

Начальные условия для системы (1) задаем в виде
x(t0 + 0) = х0,у(т) = у/(т), т £[t0 - h,t0), (2)

где х0 е  R", ц/ -  кусочно-непрерывная на [70 - h , t 0\ m -вектор-функция.

Вводим обозначение т = t - t n

Умножая первое уравнение системы (1) на кусочно-непрерывную по второму ар
гументу матричную функцию Х*((,т) с точками разрыва 1-го рода в моменты 
т ~ t - k h ,  к = 1,2...Г и интегрируя по г от t0 до t, получаем

J г)х(т)  -  X \ t , r ) A n {г)х(т) -  X \ t , x ) A X2{z )y { t )  -

-X \t ,z )B ](z)u(z))dz = 0 . (з)

Умножая второе уравнение системы (1) на кусочно-непрерывную по г матричную 
функцию Yx(t,z) и интегрируя по т от t0 до t, получаем

<

J Yx(t, z)(y(z) -  А21{т)х(т) -  А̂22{т)у(г - h ) -  B2(z)u(z))dz = 0. (4)

Умножая второе уравнение системы (1) на матричную функцию 70* (t, t -  kh) и
суммируя по А: от 0 до Т , получаем

г т
^  Y0*(t, t -  kh)y(t -  kh) -  ^  У0*(t, t -  kh)A2l(t -  kh)x(t -  kh) -
k=0 k=0

T
~ У  T0*(f, t -  kh)A\2(t -  kh)y(t - k h - h ) -  (^)

*=o 
т

У' Y0*(t,t -  kh)B2(t -  kh)u(t -  kh) = 0 .
t=o

Сложим (3), (4), (5):



j  X*(t, r ) ( i ( r )  -  Au(t)x(t) -  An (z)y(z) -  Bx(z)u(z))dz +
0̂

t

+ J Y\(t,z){y(z) ~ A21(z)x(z) -  A22(z)y(z -  h) -  B2(z)u(z))dz +
*0
T T

+ У  F0* (t, t -  kh)y{t -  kh) -  ^  F0* (t, t -  kh)A2l (t -  kh)x(t - k h ) -
k=о *=o
т

~ У  F0*(7, t - kh)A\2(t -  kh)y{t - k h - h ) -
k=0

T
~ ^ \F 0*( / , / - kh)B2{t -  kh)u(t -  kh) = 0, t > t0 .

k= 0

Преобразуем слагаемые в (6):

Y  F0* (t , t -  kh)y(t -k h )  = Y jY o (t,t-  kh)y{t -k h )  + F0* (/, t)y(t).
k=0 k=\

T
^T fo*(t,t -  kh)An {t -  kh)x(t -  kh) =
k=о

т
= X 7o (', t ~ kh)Alx(t -  kh)x(t -  kh) + Y*(t, t)A2l(t)x(t)

k=1 
T

Y K  (t, t -  kh)Al2 (t -  kh)y(t - k h - h )  =
<t=o 

T- 1
= У  F0* (t, t -  kh)A22(t -  kh)y(t - k h -h )  +

k=0

+Yo (/, t -  Th)42 (t -  lh)¥ (t - T h - h ) -
т

= Y / o  (t, t-kh +  h)A\2 (t - k h  + h)y(t -  kh) +
i

+ r ; ( i , i - ih )4 I( i - n M i - n - h ) .

\y '( t ,r )X a(T)y(T-h)dr=  J yi' ( ; , r  + A)/);2( r  + A)>'(r)dr =

г 'о
= |F ,* (/,r  +h)Al2(z + h)y(z)dz+  j  Yx (t,z + h)A\2(z + h )i^(z)dz-

'o

- j  Y*(t,z + h )4 2(z + h )y (z )d z .
t-h

Полагаем Yx (t,z) = 0 z > t , тогда

(6)

(7)

(8)

(9)



\Y x\ t , z ) ^ z ) y i z - h ) d z  = } Yx\ t , z  + h )4 2(z+ h)y(z)dz =
>o k~h (10)

= \Yx\ t , z  + h)A^2(z + h)y(z)dz + j Yx\ t , z  + h)Al2(z +h)y/{z)dz.
lo~h

Поскольку X*(t,z) кусочно-непрерывна на {taj ] , то, применяя свойство адди
тивности интеграла и интегрируя по частям на каждом интервале (t -  kh,t -  kh -h ] ,  по
лучаем

t т  t-kh+h t-Th

| X* (t,z)x(z)dz = |  X*(t,z)x(z)dz + j  X  (t,z)x(z)dz =
f0 *=1 r-«i /0

T
■^^{X* ( t,t-kh  + h -0 )x { t-k h  + h )-X *  (t,t-k h  + Q>)x(t-kh)~

k=\
t-kh+h g

-  j  X*(t,z)x(z)dz) + X \t ,t -T h -0 )x ( t-T h )-X * ( t,t0+0)x0-  (П )
t-kh

t-Th g т

-  J  X*(/, z) x(z)dz = ^ ( Х *  (t,t -  kh -0 ) -  X* (t,t -  kh + 0)) x(t -  kh) -
to k=l

t-Th g

-  J  X ' (t, z) x(z)dz + X *(t,t-  0) x(/) -  X * (/, /0 + 0) Xo.
0̂

С учетом преобразований (7)—(11) равенство (6) перепишем в виде

t g
- J  СX \ t , z ) + X \ t ,  z)Ax, ( r )  +  Y* (t, z)A21 ( r ) ) x ( r  )d z -

*0
t

- J  (X \ t , z )A u (z) -  Yx {t, z) + Yx (t,z + h)A^(z +h))y(z)dz -
*0
*0

-  J" Yx(t,z + h)An(z + h)i//(z)dz-
k-h
t

- \ { X \ t j ) B x(z)+Y'x (t,z)B2{z))u(.z)dz+X\t , t-G)x{t)-
*0

T
—X  (t, /q 4- 0) xo+ ! < * •  (t , t - k h - 0 ) - X \ t , t - k h  + 0))x(t-kh) +

k=1

+ 2 X  (t , t -kh)y( t-kh)+Y* (t , t)y(t)-
k=1

- J X  & f ~ (* _ **)*(* -  kh) -  Yo (k 04n(0x(t) -
k=1



т
-2>о' ( ' ,  * + Л)Л̂ 20  ~kh + h)y(l -  A/i) -

&*=1

-Г0* (Л I -  77?)^2 (/ -  77?)̂ (/ - T h - h ) -  (12)
т

- ]Г Г 0 (/;^- kh)B2(t- kh)u(t - kh) = 0, t > t0.
k=0

Пусть матрицы-функции X*(t,r), 70*(f, г), являются решениями сопряжен
ной системы:

X*(t,T) + X \t,T )A n (r)+Yl\t,T )A 2l(T) = 0, (13)

г ;  (/, г) = X* (/, г И 2 (г) + г ;  (t,z +И)А\2(т + h), (14)

r e ( / ~  kh, t -k h  + /?],

У\*(t,T) = 0 ,T > t, (15)

X*(t, t -  kh -  0) -  X*(t,t -  kh + 0) -  r 0*(f, t -  kh)A2l (t -kh ),  (16)

Y*(t, t -  kh) = Y* (/, t - k h  + h)A^2 ( t - k h  + h), (17)

к = 1,2...Г.
Учитывая (13),(14),(16),(17), формула (12) примет вид

*0
~ f Y^(t,r+ h)^2{T + h)y/{r)dT-

Ч-*
t

- J  (X \t ,  тЩ(т) +%(t, T)B2(T))u(T)dT +
to

+x* (t, t -  o) x(0  -  X* (/, /0 + o) x0+ r 0* (/, 0 X 0  -  (*, 0 4 h (0 X 0  -  '  18)

-7 0*(i,t-Th)A2X( t -  Th)y/(t-  T h -h )-
т

-^TY0*(/, / -  £/?)Z?2 ( / -  kh)u(t -  £/?) = 0 , f > .
a-=o

Сформулируем основной результат:

Теорема, Решение системы (1) с начальными условиями (2), соответствующее 
кусочно-непрерывному управлению и(-), суищствует, единственно и может быть вы
числено по формулам



x(0 = X*(^o)*o+ |  y\(t,T+h)J^2(T+h)y^T)dT +

'°~h (19)
/

+J (X*(t, t)Bx{t) + Yx(t, т)В2(т))и(т)с1т, t > t0,
*0

где начальные условия для сопряженной системы определены в ви
де X \ t ,  t -  0) = Enxrn Y0\ t ,  0  = 0 g R n*n;

y(t) = X*(t,t0~O)xo+ j  Y*(t,T+h)42(T+h)y/(T)dT +
t0-h

t

+ \(X \u  гЩ г) + YX д,т)В2(т))и(т)дт + (2Q)
0̂

+Y*(t, t -  7h)47(t -  Th)yAt-lh-h) +

+ Х Го{td~kh)B2{t- kh)u{t-kh), t>t0,
k=0

где начальные условия сопряженной системы определены в ви
де YJ (/, 0  = Етхт, X*(t, t - 0 )  = A21(t)e  Rmxn •

Замечание. В случае (19), как легко видеть из (16), скачки функции Х*((, т) равны 
нулю, и, таким образом, функцию можем считать непрерывной при г < t , в частности, 
X *(/, t0 -  0) = X*(t, t0 + 0) = X*(t, t0) . В случае (20) функция X*(t,г) имеет скачки в точ
ках т = t -  k h , причем в случае т = t0 + Th скачок осуществляется и в точке t0, что с 

учетом (16) даег значение X*(t,t0 -  0) в формуле решения (20).
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О РЕШ ЕН И И  СИСТЕМ  ЛИ Н ЕЙ Н Ы Х  О.Д.У. ВТОРОГО ПОРЯДКА С
П О ГРА Н И ЧН Ы М  СЛОЕМ

Boundary problems with a small parameter near the highest derivative are investi
gated. A method reduced a boundary' problem to the set of the cauchy problems is pro
posed. Different locations of boundary' layers are considered.

Вследствие многочисленных приложений задачи с пограничным слоем вызывают 
к себе повышенный интерес. Из-за наличия пограничных слоев задачи такого рода об
ладают весьма сложным характером поведения решений и особенно градиентов реше
ний.

Рассмотрим систему линейных о.д.у. второго порядка

-sy"(x)+ Л(х)/(х)+Д(х)у(х) = / М  а < х <  Р  (1)

с пограничным слоем и граничными условиями вида


