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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ 
АНИЗОТРОПИИ ЧЕРЕЗ ПАРАМЕТРЫ МЕЖМОЛЕКУЛЯРНОГО

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

В. С. Вихренко, Л. А. Ротт и В. Б. Немцов
На основе младших кинетических функций статистического метода условных рас­

пределений определено среднее время ориентационной релаксации. Последнее исполь­
зуется при определении коэффициента вращательного трения и времени релаксации 
анизотропии, которое интерпретируется по ближнему участку крыла линии Релея. 
Проведенные вычисления для сероуглерода сравниваются с опытными данными. Про­
слеживается температурная зависимость.

Изучение влияния вращения молекул на рассеяние света в жидкостях 
обобщено в работах р> 2]. Несомненный интерес представляет статисти­
ческий подход к указанной задаче на основе современной теории корре­
лятивных и автокорреляционных функций. Плодотворность последней 
была показана, например, при вычислении ряда кинетических характе­
ристик f3-5].

Состояние системы N  частиц описывается функцией распределения
^ ( Q ,  Р, a, L, t) =  DN(qv  . . ., Цдг, Pi, . . ., Рдг, «х, . . «я, Ц, . . Ц, г).

Здесь qt. и рг. определяют положение центра масс и импульс г-й моле­
кулы; л, — набор угловых переменных, определяющих ориентацию моле­
кулы; — набор обобщенных импульсов, сопряженных «(. Функция рас­
пределения подчиняется уравнению Лиувилля

dD я
~дГ +  \.н*' =

Скобки Пуассона для системы N  частиц

V I \ r*DN дНк cjDn <}I!N , дРк дНк dPN dffN I
[Н І7' Dn ] —  \ dqi dp і dpi dq{ da( dl{ dl{ J *

*=l

Гамильтониан системы
N  ч

HN (Q, Р, a, L) =  ^ r <(pi , «І, I<) +  y 2  Фы'(Ч<- Чу- *<- ау)- (2)
«=1 іфі

Выберем в качестве угловых переменных а’е эйлеровы углы 0, ф, ср.
Сопряженные им импульсы I '.=■?—L являются ортогональными проек­

та*
циями вектора кинетического момента молекулы на оси узлов, z непод­
вижной и z 1 подвижной систем координат. Следовательно, набор величин lk 
можно рассматривать как ковариантные составляющие вектора кинети­
ческого момента молекулы I.

Динамические уравнения движения молекулы имеют вид
dp dl
"йГ=1‘зГ(г), и г  =  ш №- (3)
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Следуя Кирквуду (в{6] рассматривалась система точечных молекул)* 
представим силу o f  (t) и момент сил М (t), действующие на молекулу, 
в форме

а^(г) =  <(аГ)т> +  0(г); М(г)=<(М)т> +  9и(г). (4).

Символ ( . . .  )т означает сглаживание по промежутку времени т, 
а скобки <(...)>— статистическое усреднение по динамическим переменным 
всех частиц, кроме рассматриваемой. G (it) и (t) представляют быстро 
осциллирующие добавки. В явном виде

<(М)Т> = $  . . .  j  | |  S M(Q0, «о, f +  S) d s } x

(4 )
X  D (Qo> Р о. “о- L o I Чю> Ріо> аіо> <̂ Qo<̂Po^ao^ -̂lo-

(dQ'o =  dq2QdqJ. • - ^qA-0; ^  =  dP20dP30 • • • dPw  ■ • •! •••:)> (5)'

где D \N I — условная плотность вероятности, определяемая выражением

(4г) M Q o .  р °’ я°’ ^ 0, ^
=  Лх (qio- Рю. Ьо. «ю- *) ’ (6)

Fn — унарная функция в статистическом методе условных распределе­
ний [7].

Отметим, что в (5) нельзя использовать функцию распределения 
DN(a, L, t ) =  \ \  Dn (Q, Р, a, L, t)dQdP, так как последняя не удовле­
творяет уравнению вида (1) и ее изменение во времени не соответствует 
закону канонических преобразований. Это является следствием невоз­
можности представления гамильтониана системы в виде суммы двух 
слагаемых Н (Q, Р, a, L)=4=#(Q, Р) +  / /  (а, L), одно из которых пол­
ностью определялось бы трансляционными, а второе ■— ориентационными 
степенями свободы.

Применение к (5) метода Кирквуда и аналогичное вычисление члена 
<(сГ)т> с учетом выражения для равновеснохг унарной функции

(qi. Рі> *і. >i)
f Т1 +  Wсў (qj, оц)

exP l ~ ----------- icf-----------

=  exp
j £ + (1 -4 )1 " v l
[ 2 kT кТ ) (7)

где W CV' («j, qx) — средняя потенциальная энергия, m — масса и I — тензор 
моментов инерции молекулы, приводит к системе двух уравнений Лан- 
жевена броуновского движения (в дальнейшем индексы 1 у переменных, 
указывающих на избранную молекулу, опускаем)

I

,1 р
dt ~  m Н ’*) +  3R (f). ]

Тензоры коэффициентов трения £ представляют собой интегралы по 
времени от автокорреляционных функций. Два из них являются обыч­

4*



268 В. С. Вихренко, Л. А. Ротт и В. Б. Немцов

ными тензорами коэффициентов трения при поступательном (Си) и при 
вращательном (С,) движениях

00 со

=  S <„T(Q).r(t)>dt; С„ =  -£ў-$<М(0)М(*)>Л. (9)
о о

Два других же определяют перекрестные влияния поступательного 
движения на вращательное, и наоборот,

со со

^19=Ж  \ < *  (0) *  (Ф £тг= т И < м (0)**№ >*• (Ю)
и О

Скобки <С..^> означают статистическое усреднение по ансамблю.
В некоторых случаях при наличии соответствующей симметрии тен­

зоры и £ могут быть равны нулю.
В частности, это справедливо для молекул, имеющих центр симметрии. 

При этом система уравнений (8) распадается на два независимых уравнения
dp
dt, =  _ r  JL.Hi m ■ G (i),

d 1
dF =  -S v? (I-U) +  9R(0.

( 11)

К аналогичным выводам о связи трансляционного и ориентационного 
движения молекулы приводит статистический вывод обобщенного уравне­
ния Фоккера—Планка [8].

При изучении деполяризованной составляющей рассеянного света, 
дисперсии электромагнитных волн, инфракрасного поглощения экспери­
мент дает результаты, автоматически усредненные по трансляционным 
степеням свободы молекул. Поэтому для описания этих процессов воз­
можно усреднение второго из уравнений (8) по q и р. При выполнении 
условия j |p / 'u  (q, р, <*, I, 0 rfqr/p -0 это снова приводит ко второму из урав­
нений (11).

Выполнение интегрирования по времени автокорреляционных функ­
ций сопряжено со значительными трудностями. Известны уравнения, 
которым подчиняются последние 14, однако их использование в настоящее 
время затруднительно. В известной мере эти трудности можно преодолеть, 
если воспользоваться понятием средних времен релаксации. I огда (9) 
можно представить в форме

£gg =  ~кТ~ (®) (®)̂  V  =  кТ  ^  (®) ^  (®) ’̂V

З д е с ь и  \  — соответственно средние микроскопические трансляцион­
ное и [ориентационное времена релаксации.

Теперь задача определений тензоров коэффициентов трения в (11) 
сводится к раздельному выполнению статистического усреднения по равно­
весному ансамблю и нахождению времен релаксации и Ту

Интегрирование (1) по динамическим переменным всех молекул, кроме 
первой, приводит к определяющему уравнению для функции Fn (q, р,
а, I, <)П

дРи
dt +  [В  к ^ц] =

dp М dl dq'dp'da'dl'. (13)
Т—О,



Вычисление времени релаксации анизотропии 26!)

Здесь jFJJ’ (q, р, а, 1, q', р', а', Г, t) — двухчастичная коррелятивная 
функция, которую можно аппроксимировать в виде

Р(п  (ч- Р. *. 1. q'. р'. і'. *) =
1

—-4*(Г?(Ч. Ч'* «• 0*n(q.  р. «. !. Р'. 1'. «)• (14>

Такое представление, следует полагать, законно для времен, больших 
времен релаксации импульсов тр когда для последних можно
принять максвелловское распределение. Очевидно, что после интегриро­
вания функции Fn (q, р, «, 1, р', Г, t) по импульсам второй частицы 
получим

\  $ Tn (q, р, а, I, р', Г, г) dp'dl' =  Fn  (q, р, а, 1, г). (15)

Используя (14) и (15) в (13), запишем уравнение для функции 
F n  (q, р, а, 1, t) в форме

дРц
~дГ + № 1. *п1 =

dFu
$ 5 ^ ? (6. q'. г) dq'doc'j

l r—r, j

'\~JFiT 1 \ M?(q. ч'. “■ 0  dq'da' } '^ f i '-
l 7—», йа J

(16)

Решение уравнения (16) представим в форме ряда Фурье по коорди­
натам центра инерции частицы q и ряда по обобщенным сферическим 
функциям T^ l  (ас)

^„(q, р, а, 1, г )=  V  < W ( Р. 1, t) Т$„(а) e<kq. (17)
7с, гл, и, s

Для коэффициента первого члена разложения получим дифференциаль­
ное уравнение (в качестве обобщенных импульсов, соответствующих 
угловым переменным, выберем проекции кинетического момента на оси, 
связанные с молекулой)

)) dq'da,' (>ай
<)]>

а ' , t) dq'dx' r>ay 
01 - (18)

Физически оправдано предположение, что я0(р, 1, t) можно предста­
вить и виде двух сомножителей, один из которых зависит от импульсов, 
а второй от времени ( |0|. Импульсы могут входить во второй сомно­
житель некоторым усредненным образом (/), I)

«о 0». I, о «(р. 1 ) at (p, I, t).

Для части, зависящей от обобщенных импульсов,
(19)

« (Р, I) ~  ехр /  /'2 (I"1!) 1}
( 2mlcT 2kT J * (20)

Используя (19) и (20) и предполагая наличие корреляции между 
обобщенными импульсами и обобщенными силами, получим, решая (18), 
для временной зависимости коэффициента разложения

■ ехр
I \

(21)

В (21) входят параметры т? и т , которые могут рассматриваться, как 
средние времена релаксации величин, определяемых соответственно коор-
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динатами центра инерции частицы и ее ориентацией. Они 
следующим образом:

mkT кТ
тг =  < | о П Х | р |  > ; Х<Р =  <| М |><| о. |> ’

определяются

(22)

to — угловая скорость.
Возможность статистического определения коэффициентов вращатель­

ного трения позволяет вычислить времена релаксации анизотропии (тан ) 
и дебаевской релаксации (тд). Согласно [и],

С
2кТ ' (23)

Время релаксации анизотропии для жидкостей, состоящих из линей­
ных молекул, согласно [2], определяется выражением

С
Sn. — ЬкТ ' (24)

Однако попытки вычисления времен релаксации таи и тд сводились 
к  гидродинамическому определению коэффициента трения С. Сейчас же 
на основании (12) возможно статистическое вычисление коэффициента 
вращательного трения. Так, для линейных молекул используем вместо 
тензора скаляр

С = Я ( 25)

При этом время релаксации анизотропии оказывается связанным с 
соотношением

< Л /2>

Тан. =  12 (кТ)2 V  ^

Для получения конкретных численных оценок воспользуемся потен­
циалом межмолекулярного взаимодействия, который был предложен 
Корнером [12]

Ф (г, а, а ')= 4 е(. (27)

Здесь г — расстояние между центрами частиц; ео и ас — параметры потен­
циала Корнера, которые в отличие от параметров потенциала Леннард— 
Джонса зависят от взаимной ориентации молекул. Потенциал (27) при­
меним для описания взаимодействия между молекулами, которые в из­
вестной мере могут рассматриваться как линейные.

Потенциал (27) используется для вычисления величин

<1М1> =  ̂ Г  П И | " | * (Г* “>r2drda>
го Цх 
00

<м2> = ~4^г 15  И  М2<е а) r2d,da-

(28)

Для функции <р на пограничной кривой жидкость—пар, так же как 
и в [3], применим линейную аппроксимацию, но здесь уже параметр b 
зависит от взаимной ориентации молекул

ср(г, а) =

0

Г— Г0 
Ь — г0.

1

при г <  г0;

Апри г0 <  г <  Ь; & =  3 , 3 д ^ — ;
го

при 6 <С г;

(29)

г0 — радиус сферической молекулярной ячейки объемом п =  — ,
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Производя соответствующие вычисления, окончательно получим для 
•оценки порядка величины

: 8.4'
у/  I (  а \8

(к Т у  * чго /
) I  (6.5 +  24X2 73X4) Ю-З. (30)

Здесь I  — момент инерции и X — параметр, характеризующий удлинен­
ность формы молекулы обозначениях работы [12]

Так как в (28) производится интегрирование по угловым переменным, 
то в качестве е и а в (30) могут быть приняты параметры потенциала
Леннард—Джонса. Так, для сероуглерода ~  =  488° К, а — 4.44 А,К

I  — 256 • 10_1° гем2, X =  0.31. При Г =  293° К (J r j = 3 2  и время релак­
сации аиизотропии тая =  Ю-12 сек., что находится в удовлетворительном 
•согласии с экспериментальным значением 1.7 • 10-12 сек.

Букс и Атоходжаев экспериментально исследовали температурную 
зависимость тан [13]. Вычисления, согласно (30), хорошо согласуются с их 
данными, а также с недавними измерениями [14].

В ]15] было установлено, что время релаксации быстро возрастает 
с увеличением линейных размеров молекулы при движении вдоль ряда 
родственных веществ. Из соотношения (30) следует, что это определяется 
несколькими причинами: увеличением момента инерции, глубины потен­
циальной ямы, некоторым возрастанием параметра X. Большое влияние
оказывает множитель (j-rJ . Времена релаксации в [1э] сравнивались
при одинаковых температурах. Но возрастание глубины потенциальной 
ямы с увеличением размера молекулы означает, что для больших молекул
приведенные температуры были ниже, а следовательно, и отношение 
больше.

В заключение вычислим время релаксации импульса. Второе из уравне­
ний (11) содержит релаксационный параметр

(31)

Для CS2 при Т = 293° К тг=0.9-10 13 сек. и, очевидно, условие т >  ^  
выполняется. Отметим, что по порядку величины совпадает с периодом т0 
упругих колебаний, который интерпретируется [13] из предполагаемой 
зависимости

и
т ац. =  х 0е>СТ '  (32)

Согласно [13], для сероуглерода т0= 1.4-Ю -13 сек.
Авторы выражают глубокую благодарность И. Л. Фабелинскому и 

В. С. Старунову за интерес к работе и ценное обсуждение.
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