
тдшия т к псюрусст сср
МШСТЕРСТВО ВЫСШЕГО Р СРЕДНЕГО 

СПЕЦМПШЮГО ОБРДЗОВДШЯ 
СССР

ДКДДЕШ CTPOUTEUbCTBU U ОРЖЕКТУРЫ СССР 
институт МЕХРШКи Utl СССР

Совещание по тепло й м ассоо Б н еп у
г Минск.  23-27 января 196/г.

Л.А.Ротт

НЕДИ.ЧЙЙНОЕ УРА1НШИЕ ДИФФУЗИИ В КРИТИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ
Важным экспериментальным достижением последних лет являет

ся установление факта прекращения диффузии в критической обла

сти расслаивания. И.Р.Кричевским и его сотрудниками было пока

зано, что скорость диффузии падает практически до нуля даже 
при значительном градиенте концентрации одного из комтонентов 
/ 1 ,2 / . Указанный результат в четкой форме обнаружил нелиней -  
ность уравнения диффузии и приводит к функциональной зависи

мости козффициента диффузии, который достигает нуля в крити

ческой точке / 3 ,4 / .

Изучение процессов переноса вещества в связи с критичес

кими явлениями приобретает большое практическое значение, ибо 
многие процессы современной промышленности протекают вблизи 
или в самой критической области.

ЬЬвод правильного уравнения диффузии далжен исходить из 
того, что скорость изменения концентрации одного из компонен

тов определяется градиентом его химического потенциала /пос

ледний и является движущей силой диффузии/:

=  Сг r a d n ^  d s  d ir >
/1/



где dm2 -  количество компонента, продиффундировавшего через площадку d s  за время d i  по направлению единичного вектора 
Л , нормального к ds  j и -  соответственно кончен -  трация и химический потенциал второго компонента; Т  -  температура; R -  газовая постоянная; J0g -  коэффициент пропорциональности, который будем в дальнейшем полагать постоянным.Обычными преобразованиями из уравнения /1/ можно получить

J t ^ ' W  ditr(lс* 9 m d ^  ■ /2/В критической точке двойной системы должны выполняться условия
где Л/2 ~ мольная доля второго компонента.Отсюда следует, что в разложение химического потенциалаjUz в ряд по N 2 -  N 2 ь / f\/2k -  значение мольной доли в критической точке/ члены первой и второй степени не войдут. Ограничиваясь первыми двумя.членами разложения, можно записать

/ J2 =  con st -tуЗ (f\fz '  N2 k f  . /4/Рассмотрим уравнение диффузии для систем, у которых пар- циапьные удельные и парциальные мольные объемы в области критической концентрации очень слабо зависят о в состава'раствор а . Такая система была исследована, например, в работе /2J .  Учитывая, что
V = V A / t +%A/z /5//где V  -  об-ііем раствора; % и ££ -  парциальные мольные объемы компонентов/, а также условия /3 /, уравнение/2/ запи



шем в виде
w *  -  '  Г Ж ^ Ц ) ]

r W u - M s )  N  l

i - p t t - 4 )г > '*Для ряда систем справедливо условие
р г  П - Ц ) « 1 ,используя которое можно упростить- уравнение /о/:

= а  (Ыг - Л І .*)р М г- N ^ X jn td  Nzf+
1 зр>3)0

+ Л 4 ) д  А 4  J  i

/6/

/7/

/6/
Интегрирование полученного нелинейного уравнения изотермической диффузии /8/ связано с большими математическими трудностями. Одна из возможностей интегрирования уравнения состоит б использовании разложения искомой функции по малому параметру.Предварительно введем U=NZ-N 2k (Мхк^Ь) и уравнение /8/ перепишем;

3^ =au[(3u+2b)(vuf+u(u+6)au] .
Э~£Входящий в выражение а  коэффициент ft для ряда жидкостей порядка 102кал /мольн.доля/Т^моль- 1 , Ю - ^-см2 сек” 1. Тогда для комнатных температур а — 10“  ̂ -  1 0 см*"//сJ«£Решение уравнения /У/ будем искать в виде ряда

и„ + а и 2 -taza2 + / 10/



-  4 -Подставив разложение /10/ в уравнение /9/ и приравняв-коэффициенты при одинаковых степенях си > полупим систему уравнений:
Л г  =и0[(З и , +26)(vuBf+ u 0(u0 *6)AU0] ,

4 гг- -  2а, (Зид 1- 6 )(vu af+2 (3ua i-2S)u0 S7U0 W , ч-
at J

+ UoUl (Зио +26)A Ug *Ug(Ug fS)a Ug J

J*  =  UK-t [ ( Зио +2-6)(VUgf+ Ug CUg 4-S)ALf0]  +

*  u K̂ [3 u / v u e) 2+2(3ug+23)vu0 +

+ ut (2u0+6)AU0+Ug(u0+3)AUt]+  ■ ■ ■'-*■

* U«-pf3Ur-l(vUgf+eup-z vU0 VUl +6Up-f7U0vU+

+ ■■■■*■ 6  u t  VUgK7Up_z + 6 up _i/S7U1 VU2 +  ч -З и р ^ Щ У  

+3Up- 5 ( VU2 ) z+ (3Ug+2?>) ( v a j^ )i [U p .t (2и0 ч ё ) +

* U p - ,  -t U j  Up-z + U 2 U p -3 + ■■■]A U0 4-[U p -2 (2up+6 )  +
2

+ и 2p-2 +U1Up-3 + - ] a U Jl+--+Og(Ugr6)Ai/p-1 \ + -
~z~ JВ общем виде, как следует из уравнений /1 1 /, можно записать:
-  X (U0)UK1 + B(U0, Ut^UK-2 -t С (U0/utlU2)U K-3 +

+ $)(и0>. ■ * ■ ■ • + F"‘(Ug, ■ ■ ■ uK,jj/jn •<



Я(и. и,
к-9-i

I' w . / ' i ' i :  W  *
и  о c=°J=l

r*j>

-  5 -

L=0 /13/

где
~>UK-9-2i-'l K -  q -2 i -2 *0

3u0 + 2 b к - y-2L -2  = 0

0 x -? -2 i  - t < -0

(3 u*-2-(i-tj)-t o<■ L + jtK -q -*

clt =\
J  [ 3 a 0 +26 O* i+j=k-t3 -2

UK -9 -i-t (2u0+ 6 )+ 2 Z “ e ucZ t£?0
е±£, е+£=к-ч~і--і

а о (и  о* 6)

СфК-у-і

Пользуясь выражением /13/, выпишем первые три коэффиця -  
ента Л, Б и С . Для коэффициента iA(Uo) <%= к-2

АЮо)= /o(vU0f+ 9oAU0 =  (3U0 +26XvUof^o(“o+№U° ■ I " 'Для коэффициента Ьі^о^і) Я~ *  ^

6LUoUtH 0M o ) 4 ( ^ 2 J 01 Ш  vu*

= 3ut (уи„)Ц(Зй0+2б) vua vut+us(2u0+b)& *
+ Up ( Up + $J Д LJi

/15/



-  5 -Здесь -ft=0 , так как І=1 и К-^-2і  -2+0  Для коэффициента С (O0ja 1,U 2)  <2=2-3

CiUcUt, u2h f 0( v u 0f+/i {  vu^ fv U i )2̂  ^  ^  ^
+ 3d02 S7U0 vu^ggA u0 +gt a u2 +ў2айг =3u2(vtv0')2-h

+ (3u° *M (r4 )+ 6a, vaa vui + 2{3u0+26)ru0 ^+ [uz (2u0 +6)+ u / ] a u 0 -t-Uj (2u0 4- 5)a  ax +aofu0 +в)д иг

Здесь в выражении 9i Е Е ие ие =0 , так как е+£.=К-
£ £и не могут быть одновременно £?0 и £ >0 . Интегрируя уравнение /12/, получим

й* = 'к'(%і)+йк(г)Например,
«o = U , ( V  

Llt= A ( U 0)U0t  + П ,

uz = A(u0)[i-/l(u^U0i  2+ U1 i]+ b (uo, ̂ Л (ио)ио i  +

■ +Llj't) Uо -t-Lij>Искомое решение уравнения диффузии:
U= и0+ au, + a2u2 *■■■ = ua +a[/l(u0)ct0i+Ut ]  +

+ a 2{/)(Uo)[l>;Efao)ao + B ((J0,£/}(Uofio-62+

* йі t)u0 + u2]+  - ^Uo+{a/Uu0)u0+a*[[/l(u0)+
* 3 u 0(vu 0)  2+ u0(2uo ao/ Ot -h u0(3u0 ->-26)vu0vu+

u 30 (u0+ 6 )A U j\ t + £ a 2u0 f E 2(u0)+34(Vopo(vuop  
*(3 Uo +2 &)vuD v[/J(Uo)Uo] * £(a0)u0(2a0+6) A U0 +

t U0 (  U0i-b)A[/UUo)Uo ]j£ +  ■ • ■

/16/

hii

/13/

/19/



-  7 -

U  = u 0 +aui  + a 2uz

Здесь остаются неопределенными функции и0уи г uZ t . ■■ Если положить, что
«, =  { “ ’  к' °

I 0 кфОто из начального условия u(zt O)=fft) следует, что Ua=^(l) > которым и определяется значение искомой функции и  в произ -  вольный момент времени.Рассмотрим более общий случай. Пусть
и =

и, с 4/5

L >р /20/

U  войдет в коэффициент Ж ио; ) , начиная с номера k- f  up, т .е .  ;&(Ubj ■ чи/с-ч±)=Я)(иоу. ир)  ■ &  представляет собою линейное выражение относительно Up , так как член, содержащий 
(s/Up)z , отсутствует. Действительно, согласно /13/, коэффициент при (vU.p)z 4р=0  , ибо k-<j-2L-imk-q-2p-t = -K+g+i*-0 
(уфк-і)  , так как при 9 = * - /  р = 0 )  .Ограничим разложение и  первыми Р+2 членам®

р р+1
U ~u a+aut + +-а Up->a c/p+j . /21/

Up) во Идет только в последний член и при этом ир+1 будет включать линейным образом и л йр .При t  -  t t

и  =  ф (и9/ . ,  йр) = £  ( г )  . /22/Сравнение /22/ представляет собой линейное дифференциальное уравнение относительно ир . Чтобы пройнтеі'рйровать е г о ,



-  В -требуется значение граничных условий для Up . Установление последних связано с возможностью использовать схздующее приближенное уравнение [с,А]:  уравнение диффузии можно непосредственно проинтегрировать для концентраций, близких к критическому значению.Уравнение /ь/ можно переписать в Еиде
~ f - - Z a N ^ N 2̂ v N j + a ( N r N j j ( v N z)2+N26 N 2}  /23/Отсюда видно, что в окрестности критической точки (N2-+N2k) путем преобразования

N ^ N , k e r  /24с учетом I f l ^ i  получим приближенное уравнение изотермической диффузии
= ’ /25/где A = 2 a N 2kУравнение /25/ допускает разделение переменных;

у>(7 t )  = B(*)[v(x-) + Ы(у)+ r ( Z ) J  /26/Общее решение получим в виде 
к г+ £ 2+ п г= - - 2 -где К , /  , п  , лп -  постоянные, определяемые из начальных и граничных условий.В работе /5/ уравнение /25/ было рассмотрено в случае одномерной диффузии. Тогда. .  i / A S x x m  }

K - N ^ e x p j  Т г Щ

/Г,/77 = COnstРазлагая преобразованное к U  решение уравнения /25/ при
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i - t j  в ряд по содержащемуся в нем параметру Л , получжк граничное значение функции йр .Рассмотрим пример. Пусть Р=1

Граничное условие для Ut , определяется коэффициентом при первой степени параметра о  в разложении преобразованного к U решения уравнения /25/. Неопределенной Функцией пока остается 
и0 . Для нее удобно взять решение уравнения

Граничное условие для /31/ определяется так же, как и для 
Ut . Тогда в решение /19/ войдет произвольное постоянное с ,  которое приближенно определится с помощью граничного условия для и  .В работах /3—57 нелинейное уравнение диффузии бьао использовано для исследования релаксационных процессов.• Уравнение диффузии /25/ можно привести к виду обычного уравнения Фика

/рассматриваем одномерный случай/, для чего необходимо опре
ент диффузии в критической области. С помощью уравнений /25/ и /32/ была получена в явном виде зависимость коэффициента

и^иа +аиг-га2аг /29/
^ (О 0,и3) = 6 <% и * )Уравнение относительно U  :

ul(Uo +6)aut +(J0(3u0 +23) VUe 17Uj +[-$- +d(uo)+

+ 3ua (vu0f+u0 (2ua+6)аи,]пг + <p(u„)= ̂ pr/ifz) . /зо/

( * uo f= C /31/

/32/
делить функцию Я)(Л/2) ,  которую интерпретируем как коэффици-



-  10 -диффузии от концентрации. Так, в частном случае
что отвечает экспериментальным результатам. 
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