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На основе методов неравновесной статистической термодинамики 
установлена замкнутая система уравнений релаксационной гидродинами
ки смектических жидких кристаллов типа А. Состояние среды описыва
ется гидродинамическими переменными (плотностями числа частиц, 
импульса, энтропии и смещением смектического слоя) и релаксационными 
переменными (модулем комплексного параметра порядка и директором), 
которые в области фазового перехода смектик-нематик обнаруживают 
мягкомодовое поведение. В качестве дополнительной переменной исполь
зуется плотность вращательного момента импульса.

1. ВВЕДЕНИЕ
Смектические жидкие кристаллы наряду с ориентационным дальним 

порядком обладают определенной упорядоченностью средних положений 
центров масс молекул и характеризуются слоистой структурой [1—6].

В смектических жидких кристаллах типа А, рассматриваемых в данной 
работе, длинные оси молекул (в равновесном состоянии) в среднем перпен
дикулярны к слоям, в пределах которых центры масс молекул распреде
лены, как в обычных жидкостях. Поэтому в смектиках А  плотность числа 
частиц периодична в направлении, нормальном к слоям, и постоянна вдоль 
плоскостей слоев.

В ряде работ [1—4] на основе феноменологического подхода дан вывод 
уравнений гидродинамики смектических жидких кристаллов. Обзор этих 
результатов и их применений дай в работах [1, 5]. Рассмотрены термо
динамика и фазовые переходы на основе теории Ландау [1, 5, 6] с широ
ким использованием теоретико-группового подхода [6]. Для этих работ 
характерно использование в той или иной мере представлений о молеку
лярной структуре среды.

Привлечение молекулярных представлений является естественным и 
последовательным в статистическом подходе. Статистический подход в фор
ме теории среднего поля применялся к исследованию равновесных свойств 
смектических жидких кристаллов в работах Мак-Миллана и других авто
ров (см., например, [5 ]).

Настоящая работа посвящена статистическому выводу уравнений ли
нейной релаксационной гидродинамики смектических жидких кристаллов 
типа А  на основе одного из методов современной неравновесной статисти
ческой термодинамики (метода НСО [7 ,8 ]). Рассмотрена возможность 
нелинейных обобщений теории.
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В отличие от метода Каданова — Мартина, использованного при стати
стическом обосновании гидродинамики нематиков [9], здесь справедли
вость определенной формы уравнений гидродинамики заранее не предпо
лагается.

В развиваемом подходе [10] структура уравнений гидродинамики 
предопределена лишь выбором динамических переменных, средние значе
ния которых определяют состояние среды.

Статистическая теория позволяет не только обосновать уравнения фено
менологической теории, но и существенно дополнить и углубить ее ре
зультаты. В статистической теории дано строгое и полное описание допол
нительных степеней свободы, характерных для жидких кристаллов (ориен
тационные степени свободы и степени свободы, описывающие искажение 
слоистой структуры смектических фаз).

В рамках этой теории естественно и последовательно устанавливается 
необычное для классической гидродинамики различие между производной 
по времени среднего угла поворота и средней угловой скорости собствен
ного вращения молекул, а также различие производной по времени сме
щения слоя и скорости его смещения. В статистической теории в отличие 
от феноменологического подхода отпадает необходимость постулировать 
отмеченные различия.

Представленные здесь результаты являются развитием и обобщением 
статистической гидродинамики нематиков и холестериков [И , 12].

Так как жидкие кристаллы принадлежат к классу сред с вращатель
ными степенями свободы [11, 12], их неравновесное состояние описывает

ся средними значениями плотностей числа частиц ге(х), импульса рі(х), 
энергии Й (х ) и вращательного момента импульса £Дх ) :

Здесь xv — радиус-вектор центра масс молекулы с номером v (число моле
кул равно N ) , х — радиус-вектор точки пространства, s,у — вращательный 
момент импульса молекулы, р,у — ее импульс, s'̂  — проекции вращатель
ного момента импульса молекулы на ее главные оси инерции, I k — главные 
моменты инерции молекулы, т — ее масса, 6 (х) — дельта-функция, rV|i=  
= x v—х1*, Ф — парный потенциал межмолекулярпого взаимодействия, зави-

2. ДИНАМИЧЕСКИЕ ПЕРЕМЕННЫЕ
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еящий от взаимного расположения центров масс молекул v и ц и их ориен- 
тации, задаваемой углами Эйлера q>,v и срА

Ориентационная упорядоченность смектических жидких кристаллов 
обусловливает существование неравновесного поля средних поворотов мо
лекул. В линейной теории рассматриваются малые повороты, определяемые 
углами 0Д Макроскопическое поле малых средних поворотов 0Дх) выра
жается через среднее значение динамической величины плотности малых 
углов поворота ф (х ):

(2) 0i (x )=re ‘ 1<6i(x)>;,

Где ?г=<га(х)>;, <• • •>( — символ усреднения по локально-равновесному рас
пределению, явный вид которого будет рассмотрен ниже. В свою очередь,

( 3 ) 0 і ( х ) = ■ Е04v8(x-

В силу одномерной упорядоченности центров масс молекул в направле
нии единичного вектора п°, перпендикулярного слоям, существует макро
скопическое поле и (х) малого смещения смектического слоя в указанном 
направлении. Это поле определяется через среднее значение динамической 
величины плотности смещений молекул

(4) ц(х) =  П~(й(х) >г, й (х )=  (х—xv) ,

где UiUi — смещение молекулы вдоль п°. Подчеркнем, что вектор п° и пер
пендикулярные к нему слои относятся к равновесному состоянию смек
тика А.

Для описания деформационного состояния смектических жидких кри
сталлов удобно применять не сами поля и (х ) и 0Дх), а их градиенты 
в виде следующих тензоров деформации:

(5) 0jn, Ък 0г, й»

где етМ — символ Леви-Чивиты, uth=du/dxh. Удобство этих мер деформации 
связано с тем, что они инвариантны относительно жесткого поворота и 
смещения среды. Тензоры деформации ек и традиционны для теории 
с вращательными степенями свободы (см., например, [13]).

Слоистая структура смектиков А  обусловливает модуляцию плотности 
по гармоническому закону с волновым числом q=2n/d [14]

(6) и (х) = н 0+ехр (iqz)^>(x) +ехр (—iqz)ty*(x),

где (х) — комплексный параметр порядка, d — равновесное расстоянии 
между слоями, z=x-n°, и0=А/У, У  —объем системы, звездочка означает 
комплексное сопряжение. Функция ф(х) является медленно меняющейся 
функцией х и z в том числе (соответствующие волновые векторы 
меньше </).

Выражение ((>) представляет собой ие просто три первых члена рвало 
•конин плотности в ряд Фурье, а результат суммировании некоторого
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отрезка ряда Фурье, построенного с учетом одномерной трансляционной 
периодичности равновесной структуры среды и указанных ограничений 
на волновые векторы.

В силу важности параметра я|э (х) представляется необходимым устано
вить для него микроскопическое выражение. Для этого построим ряд 
Фурье для микроскопической величины п (х)

(7) h (x ) =  F - ‘ >P ехр(ікцг) exp(ik±r)n (k ) )  ,
' т г '

г Л N
re(k) =  j  п (х) exp (—ikx) dx=  ̂  e xp (-ik xv),

V=1

здесь г=x -zn °,fcn= q N r lnz, кх=2лЬ~1пх, ку=2лЬ~1пу, к± (кх, kv); пх, nv, nz-  
целые числа, N, некоторое макроскопическое число слоев. Длина перио
дичности L  по осям « р  плоскости слоя имеет вспомогательное значение
в отличие от длины L i=N id  — реального периода вдоль оси z, нормальной 
к слоям. г

Выделим из суммы (7) член re0=7V/F, соответствующий к= 0 Принимая 
во внимание, что нри условии к„ изменяется в пределах

^ « 11"-?, вычислим соответствующую часть суммы ряда (7). Тогда
N

п (х )= « „ + (2 л ) - 3̂  J exp (ikt[ (z—zv) ) dkfl J exp (ikx ( r - r v) ]dkx.
v = i

При вычислении суммы проведено интегрирование по Аг„ в пределах 
д^к„<д, а по к± в бесконечных пределах. Замена суммирования по к„ 

интегрированием равносильна пренебрежению N r 1 по сравнению с 1 
Выполняя в (8) интегрирование, установим окончательно 

(9) « ( х ) = « 0+ехр (ig z )^ (x )+ exp  (-< ? * )ф*(х ),

' N
^ (х ) = —г(2я) б (г—rv) (z -z " ) exp ( - iq z ' ) .

V=1

Величина ф(х) является микроскопическим комплексным параметром 
порядка, т. к. после усреднения (9) получим (6). Существенно, что при 
выводе (9) учтены явно одномерная периодичность вдоль оси z и ограни
чения на волновой вектор А,. Ограничения на кх будут выполняться при 
рассмотрении достаточно плавных изменений ф (х) в плоскостях слоев.

При неограниченном возрастании размеров тела тепловые флуктуации 
размывают функцию плотности [15]. В силу этого одномерный трансля
ционный порядок в смектиках А  не является истинным дальним порядком.

днако благодаря логарифмической расходимости коррелятора смещений 
не исключается существование одномерного трансляционного порядка 
в макроскопических конечных объемах [15, 6].

В комплексном параметре порядка ф=<ф>г можно выделить модуль 
и фазу: J

(10) a|)=<pexp (iqx), ф=|ф|.

90



Отметим, что выражение для гр аналогично выражению для «конден
сатной волновой функции» в теории сверхтекучести [16, 17] и сверхпро
водимости [16]. Аналогия параметра порядка с макроскопической волно
вой функцией в теории сверхпроводимости Ландау — Гинзбурга широко 
использована в феноменологической теории смектических жидких кри
сталлов [5, 14].

Градиент фазы V/ удобен как переменная состояния в нелинейной 
гидродинамике смектических жидких кристаллов [18] в предположении, 
что средние собственные повороты молекул полностью определяются де
формациями поверхности постоянной фазы (деформациями слоев). Если 
же собственные повороты молекул кинематически независимы от дефор
мации слоев, то нелинейной инвариантной мерой деформации может слу
жить величина [19]

(И )  W = V %- п,

где единичный вектор п (директор) определяет направление преимущест
венной ориентации длинных осей молекул, а его изменение учитывает 
приближенно собственные повороты молекул.

Градиент фазы % аналогичен скорости сверхтекучего движения v„ 
и его можно выразить непосредственно через гр и гр* подобно выраже
нию vs через конденсатную волновую функцию [20]

(12) V x=  (2г<7)-1 (i|)~‘ V тр—гр*-1 Уф*).

В линейной теории фаза определяется смещением слоя и, а ее градиент 
■сводится к и,к и является частью инвариантной меры деформации гк (5).

3. ЛОКАЛЬНО-РАВНОВЕСНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Построим локально-равновесную функцию распределения, характери
зующую состояние локального равновесия среды, которое определяется 
средними значениями плотностей числа частиц /г(х), импульса pi (х ) , 
энергии Й  (х ) , вращательного момента импульса £, (х ) , модулем комплекс
ного параметра порядка Ф= 1 'Ф |, тензорами деформации пек и n^ih.

Вид локально-равновесного распределения установим из принципа 
максимума информационной энтропии

(13) S = —Spplnp

при дополнительных условиях фиксации параметров состояния среды и со
хранении нормировки [7, 8]. В (13) р — искомая функция распределения, 
символ Sp означает интегрирование по фазовым переменным. Дополни 
тельные условия учитываются с помощью множителей Лагранжа [7, 8|.

При варьировании энтропии нужно учесть, что п, ек1 и ср зависят от 
р (см. (2 ), (4), (5 )):

(14) re=Sppre, reeft=Sp ртг[(Sp рй/Sp р / г ) етк{п° Sp p0m/Sp рм|,

«Y<ft= Sp prc(Sp p§,/Sp р/г),ft, <p=yi|H|}*=ySp pip-Sp pip*.

’ tniiHciiMOCTb средних значений от p при определении вида р учитыпя h o i . 

pillion мри выводе уравнений гидродинамики сверхтекучей жидкости I ,|||
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Локально-равновесная функция распределения имеет вид

(15) рг=ехр Ф—j  d x [$ H '-In —Ehek- g ihTik—цср] j  = e x p (—S (t ) ) ,„

где

(16) Н '= Й —йірі+ 2 -ітп2п—аіЬі

— плотность энергии в сопровождающей системе отсчета, движущейся со 
скоростью Vi и вращающейся с угловой скоростью со,. В (15)  ̂— обратная 
локальная температура, Х/$ — локальный химический потенциал; Eh, gih 
и р — термодинамические параметры, сопряженные средним значениям 

динамических величин ек, Г* и cp, S — динамическая величина энтропии.
Гидродинамическая скорость щ(х, t) определяется обычным образом 

с помощью соотношения [7]

(17) Vi (х, t) =  (mn)~l<pi(x)>i.

Поле ю<(х, t) выражается через среднюю плотность вращательного момен
та импульса

(18) <Bi(x, / )= / «-1<£л(х)>1, 

где I ih — плотность тензора инерции
N

7*(х, t) (х xv) ^ ,
v =  1

причем I ihv — тензор инерции молекулы v в лабораторной системе отсчета.
В смектиках в отличие от нематиков [11, 12, 18] компоненты I ih не 

рассматриваются как квазигидродинамические переменные; так, в области 
фазового перехода нематик-смектик иеголдстоуновские компоненты не 
проявляют мягкомодового поведения.

Выражения для eh, Г »  и ф получены при варьировании S с учетом (14):

(19) eft= U j—е-тьіПі̂ т—п-'п^й+йіпп-'П'Ь—п й ,

Га  — 0Ц к П П̂, 0j (ПП П̂,  ̂ П' fr),
Ф =  (фф* +  фф*) (2 | ф I)"1; \Sfc>i =  пе1{, <Гійг) г =  /гуійг, <Ф>г =  ф. 

В дальнейшем применяются линеаризованные выражения

(40) 6/, CmkiV/i 0m, Г,£ 0i,fc.

Функционал Масье — Планка находится из условия нормировки
Sppi-1:

<l> In Sp exp I -  J dx[$H’—%h—Eheh— |Лф] j  .

Онродолші энтропию системы как S=(s'> ,1 на основании (15) устано- 
иим пырижоппо для вариации объемной плотности энтропии

( 2 1 )  65' ( к ) -  116/ /  ХЬи Я Аб ( г а ю , ) - ЦщЬ(пЧи<)—ц б ср — P ( 0 ( 6 L i,

111« / II ■ / / ') ,  I /„in, ПЛОТНОСТЬ ииутроипои энергии. ( 1  помощью
на Н1ЧИИ, о I шярііііііі \ в един и ЦП массы li (tun) 'II, a (run) 'S, /,
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=  (mn)~lLi, вариация массовой плотности энтропии записывается в виде

(22) mnbs=$mn§h—$тпюі81і—Ehn8sh— [хбф+ртя^бі;,

где v= (m n )~ l — объем единицы массы, а квазиравновесное давление .9* 
определяется формулой $£P=S—pH+Xn+^>a)iLi+Ekmh+gikn^ih.

4. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Для вывода уравнений гидродинамики установим вначале уравнения 
движения для динамических переменных, воспользовавшись уравнениями 
классической механики в формализме скобок Пуассона.

Уравнения движения представим в форме уравнений баланса

(23) dn/dt=—j iii, dpi/dt=Xih,h,

Л Л л л л и
dLi/ dt=niKk+eiMxlh, dH/dt=—ji,i,

du/dt=Ju, дді/dt=Jie, dty/dt=j'*,

de,jdt=7:hu——emhin f j j ,  d fih/dt=Ji,k, Зф/дг=/ф.
Явные выражения для плотностей потоков и источников связывают их 

с параметрами движения и взаимодействия молекул. Выражения ' для 

плотностей потоков числа частиц импульса та, вращательного момента 
импульса и энергии /4Н известны (см., например, [12 ]). Отметим, что 

микроскопические тензоры напряжений xih и моментных напряжений пл 
асимметричны из-за нецентральности межмолекулярных сил [12, 13].

Плотности источников в уравнениях движения для й, 04 и г|5 определя
ются как

N  N

(24) / "=  y i m~1pv n°6(x—xv) — (' y ,|uv-re°?re~tp<v6 (x—xv) ) ,
v = l  v = l

N  N

/40= ^ Г  ro,v6 (x—xv) ̂  0ivm_ip*v6 (x—xv) j  ,

P = - q  (2n m ) V  ( z - z v) У  n° exp ( - iqzv) 6 ( r - r v) +

N

+i{2nm )~' (z—zv) _y vexp(—igzv)6 (r—rv) j  ,

где <Bjv=d0 iv/dt — угловая скорость молекулы в лабораторной системе ко
ординат.

Уравнения движения для динамических величин деформации вк и Г* 
установлены на основе (20) и уравнений движения для й и 04. Уравнение 

движения для ср получено с помощью соотношения (19) и уравнения дви- 

жения для гр. Плотность источника /ф определяется как 

(25) /'р= 2 _1(У'ф*/'ф/’|’+У'ф/'ф*/’ф*) —

- 2-* (ф/ф) (Уф*/я1з</’|’>+Гя[/я1з*<7ф*>) + 2- ^ - * (ф</’|,*>-Н[*<./'|,> ).
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Преобразуем плотности потоков и источников в сопровождающую си

стему отсчета. Преобразование величин j {, /н, xih и я * осуществляется по 
известным формулам (см., например, [12 ]). Остальные источники преоб
разуются следующим образом:

(26) Ju= y n 0n—(viu)§i+ J 'u,

Л 0=с«цге— (M i )  ,*+//e,

Я = - (ф щ ),4+ / ' *
Штрихами отмечены величины в сопровождающей системе отсчета. Выра
жения для них получаются заменой в (24) pv и со' на их флуктуации.

Подставим полученные выражения для потоков и источников в урав
нения движения, проведем их неравновесное усреднение и в результате 
установим макроскопические уравнения движения.

Неравновесное усреднение осуществляется с помощью неравновесной 
функции распределения Зубарева [7, 8 ]:

о
(27) p ( i )= e x p (—5 ( t ) ) +  J dt' exp {(e+ iS ‘) t ')S  { t+ t ')X

— oo
Xexp (—5 (f+ £ ') ) ,  - >

І ( * ) =  У  (Р т -<Рш>і) (dFm/ d t ) + £  Fm(d P J d t),
m 171

причем Pm — обозначение для плотностей re, р(, . . .  ,F m — сопряженные 
им термодинамические параметры X, (Зге,- и т. д. Суммирование по т вклю
чает также интегрирование по х, S  — оператор Лиувилля, предельный пе
реход е->-+0 производится после термодинамического предельного перехо
да iV/F=const.

Функция распределения (27) является решением уравнения Лиувилля 
с источником [7,8] и соответствует сокращенному описанию состояния 
системы с помощью набора величин <СРт )г. Неравновесные значения тер
модинамических параметров Fm в любой момент времени определяются 
равенствами (Р тУ—(Рт)і, где С . . ) — символ неравновесного усреднения 
с помощью функции р(£). Макроскопические уравнения движения запи
шем аналогично (23) в форме уравнений баланса

(28) dn/dt=—nvKh, mn{dvi/dt)=xikth, 

mn(dli/dt) =Пш,к’РешХік, mn(dh/dt) =  

=Xiktik+nih(>)i'k—qi,i+inn®i(dli/ dt) ,

du/dt=\-n0+n~lJu, d0i/df=(Oi+re_1/i9, 

dty/dt=—i\>vi:i+J*, dq>/dt=—(pv^+P,

de*/df=eikrei0+re-1 (Juh-emhtn°Jm° ) , d îk/dt=a)i,h+ n - ij l k.

И уравнениях (28) т(*= < ъ / > -  тензор напряжений, л л= < я й'> -  тензор 
момпптш.іх напряжений, (7,=  <//н) — поток тепла, d/dt=d/ dt-Pvi(dldXi) — 
маториа.ньпнн производная. Остальные плотности источников определены

как /"-<}' “>, / , • - < / /  °>, ♦>.



Плотность /ф выражается через J* и Р '  с помощью соотношения

(29) J*=2-1 ( Уф*/ф/*+УфЛ|з!,7 ’1’* ).

Наконец, тензор скоростей деформации гік определяется как

(30) &ih. Vi,h т̂кі̂ тп»

На основании уравнений движения (28) и выражения для вариации 
массовой плотности энтропии (22) установим уравнение баланса энтропии

(31) mn{ds/dt) = — jtj+o,

где плотность потока энтропии

(32) hs=M i+E iJu+gikJk ,

а ее локальное производство а равно сумме произведений 
потоков /" на термодинамические силы Хп,

необратимых

(33)

—P\x+JuEk,k+Jme (gmk,h+Ehemhirii0) =  У ,̂ j nXn,

здесь
n

(34) xik = 3 8 ik+ $ -lnnt0Ek, лік =  :lngik

— недиссипативные (локально-равновесные) вклады в тензор напряжений 
и моментных напряжений. Формулы определяют смысл термодинамиче
ских параметров Ек и gik. Отметим, что в (34) давление 3  содержит до
полнительный вклад цфР- 1 за счет члена — еру,- ,- в уравнении движения 
для <р.

На основании (34) можно получить выражение для Eh:

Ек=п~1$п° (тЛ°+ ^ 6 Л) =п~1$Пі0тік0, 

где тІА° — бесшнуровая часть тЛ°.
В последующем изложении линейной теории будут использоваться со

отношения

(35) ЕкЛ= п -1$(п{0 Tih0),k, grA^+Eifimujn^n-^MJ,

где Мт=л°т-к'1(+еткіп°ПіХік — объемная плотность недиссипативного мо
мента пары сил.

5. М АТЕРИАЛЬНЫ Е УРАВНЕНИЯ

Для замыкания уравнений движения необходимо дополнить их матери
альными уравнениями.

В линейной теории материальные уравнения получаются на основе ли
неаризированного по отклонениям от равновесия выражения (27) для 
функции распределения р=р,+Др,

p ,= p „ [ l - J  d x {(# '- < # '> „ )  (p - j } „ ) -

о) (Я,-Я,о)-(ф-<ф>о)р.-£йёл-/?(/1Г (/1) ,

( 3 6 )



(37) Ap= J dx' J* dt' exp ( г + ( l — ) p0j n(x' , t+ t ')  Xn( x ,  t+ t ') .
—  CO

Здесь po — равновесное распределение, <. . ,>o — символ равновесного усред
нения, Ро, К  — равновесные значения, 5РШ — оператор проектирования 
Мори (см., например, [8 ])

&>МА =  <А>0+ ^ ]  (А,Рт) (РР)тп (Рп-<Рп>о ) ,

т
в котором А, Рт), (Рт, Рп) — равновесные корреляционные функции, 
определяемые формулой

(38) (А, В )  = <  ( А -<А > 0 ) ( В — < В > „ )  > 0.

Динамические величины необратимых потоков выражаются через по
токи и источники входящие в уравнения баланса (23):

(39) /'"=(1— &мЖ , Jп— (та, я,*, /,я, /ф, /“, Л8}.

При переходе от (27) к (37) производные dPm/dt определены из урав
нений движения (23), производные же dFJdt исключены с помощью опе
ратора проектирования на основе метода, предложенного в работе [21], 
кроме того, проведено интегрирование по частям по х' и отброшены по
верхностные интегралы.

Линейные соотношения между потоками и термодинамическими сила
ми получаются в результате усреднения потоков с помощью функции 
распределения (37),

о

(40) </п(хД)>=</"(х,i)>;+J dx'| dt'X

X</"(x, г )ехр (е+ і(1 — t+ t ')  >0Xm(x ', t+ t ') .

Эти соотношения записаны с учетом иелокальности и памяти, учет ко
торых важен в области фазового перехода.

Вдали от области фазового перехода можно пренебречь нелокально- 
етыо и запаздыванием и представить (40) в виде

(41) xik — хік =  fiLiimntmn — Е[,'с’’ 9 +  Р'Ш п 1РТкГг°,
т,

Н.Ц. — JliJc =  Lfhl4f>, l +  рL?kmn®m, п +  l Jfk 3 Е

А в =  ?>pCnimn +  ь% ’ JV ’PM,A
/ T _ R rJ<P.te

<Ji —  Lik 'fi, к +  PL iit i1 i +  L l ' J E^, ic,

Ju =  i f '  "P i +  P i f '  V  +  LjU’ jUE i;, ft.

70 70

Кинетические коэффициенты в (41) определяются временными корре- 
.1IIIII101111ммм функциями потоков

(42) / Л "  $ f/х' j dt' охр (v,t') (j11 (х) exp ((1 —- 2Рм) №?) f" (х,)>о*

till



Из (42) следуют соотношения взаимности Онсагера:

rVyQ  t Q,Q г Я,Я  r n , q  г т, т г т,т"ifr —  j J-'ikmn —  J^mniki

/ •X.  J 4’   r J ^ i  T r T ,  J ®   r J X  г  Я,  Я   г  я ,  Я
— L<ik » — *̂ Нк j Ĵ ikmn —  ̂ тпікі

T n,Ju __  r Je,J e __  r j 9,/ 9» ■*-/k% —
Материальные уравнения содержат также соотношения между 5я, s, р, 

Пі і і ь , я »0, v, (}, ф, еА, получаемые в результате усреднения соответст
вующих величии с помощью распределения р, (36),

(43) Я,А K-ihmn̂ mn, Ту, ==DEk (/c^l, 2, І===3) ,

щ0тЛ°=5е*+С(1>-1;,) + Л  (<р-фо) + ІУ (Г - Г „ ) ,

5s—̂ о = —Се»—KTv„~l (v—v0) —M  (ф—ф„) + ^ т  (Г —Г 0) ,

\1=Агк+ М (и —и0) +Q  (ф—фо) + Ь (Т —Т0) ,

S~S0= —NZh+^>T (v—Vo) —L (ф—фо) + C VT о-1 (Г —Го) .

Здесь Г = р -1, v0, фо, То, ^о и s, -  равновесные значения, К т — изотермиче
ский модуль объемной упругости, с„ — теплоемкость, — термический 
коэффициент давления, Kihrnn — тензор модулей упругости Франка, В, С 
и D — модули упругости, связанные с деформациями слоев, в последних 
четырех уравнениях еА= ы А (к = 3).

Все равновесные характеристики выражаются через статические кор
реляционные функции. Например, D —n2T (г,, et) -1, Kihmn= n 2T(T , Г )^тп, 
где статические корреляционные функции определяются формулами вида(е,, еО =  J  < (е ,(х ) — <еЛ) (е ,(х ')—<ei>0)>odx.

Соотношения (43) могут быть записаны в нелокальной форме. Например,

Пі°Tift°=  I D (x, х ') гк (х ') dx' ,

D(x, х ') = n 2T (e, (x ) , Еі ( х ' ) ) ~\

где ( б і(х ), е Д х ') ) — корреляционная функция, определяемая согласно 
(38), она служит ядром интегрального соотношения между еА и п/та°.

Отметим некоторые особенности используемых корреляционных функ
ций. Смысл корреляционных функций от сингулярных динамических ве
личин определяется на основе теории обобщенных функций в предполо
жении, что распределение Гиббса р0 является основной функцией с необ
ходимыми свойствами. В частности, интегралы по фазовым переменным 
с сингулярностью вида (z—zv) _1 рассматриваются как интегралы в смысле 
главного значения Коши.

При переходе к локальному приближению в корреляционных функци
ях, содержащих слагаемые с градиентами динамических величин (см. 
(24 )), интегрирование по х' выполняется после усреднения. Если после 
усреднения зависимость от градиентов остается, локальные уравнения, по
лучаемые на основании (40), приобретают дополнительные слагаемые, 
........ рциопалышо вторым пространственным производным тормодинами-4 Гсм1|и'ТИЧ1ч\|ШМ и митомптическая фиаикв, т. 50, М 1 97



ческих сил. Структура этих слагаемых легко определяется из соотноше
ний (40), записанных в фурье-представлении по волновому вектору.

Совокупность уравнений движения для п, у,-, со,-, и, 0,, ф, s и соответст
вующих материальных уравнений образует замкнутую систему уравне
ний, описывающую гидродинамические и релаксационные процессы 
в смектических жидких кристаллах.

Возможность включения релаксационных процессов в схему гидроди
намического описания вдали от области фазового перехода связана с их 
медленностью, обусловленной предполагаемой малостью ориентационной 
части взаимодействия молекул в сравнении с основным изотропным взаи
модействием. Предполагается также, что другие релаксационные процессы 
протекают более быстро, чем происходит релаксация величин ф и п (см. 
ниже).

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Конкретизируем уравнения для и, 0, и ф с учетом одноосной симметрии 
среды, а затем проведем сопоставление всех полученных уравнении 
с уравнениями феноменологической гидродинамики смектиков А.

Рассмотрим сначала уравнение для смещения слоя. Пренебрегая вкла
дом от неоднородности угловой скорости со,, материальное уравнение (41) 
для /“ запишем как

(44) (л,° тй°)

fn? =  п ^ ь С '  \ \  =  £п-*ЬЛ  JU.

С учетом (44) уравнение для и приобретает вид

(45) du/dt=\ n0—fni°T,/+УР (ni0xik) >ft.

Это уравнение описывает эффект «просачивания» молекул сквозь слоистую 
структуру, образованную этими же молекулами.

Запишем в явном виде уравнение движения для среднего угла малого 
поворота молекул. Выразим производную ddjdt через директор, используя 
известное представление матрицы поворота [22]

(46) aft=cos a6ift+  ( l —cos а)ПіПк—ешПі sin a,

где a — средний угол поворота молекул вокруг директора га,. Так как (см., 
например, [12]) dQjdt=2-leisiask(daJdt), то с учетом (46), получим

dQjdt= (da/dt)Hi+sin a (dnjdt) +  (1 —cos a) eik,nh(dnjdt).

Полагая, что в среднем <!sin a> =  <cos a )= 0 , найдем приближенное выра
жение

(47) d()Jdt=( da/dt) щ+ешпк (dnjdt).

Уравнение движения dQjdt=ai+n~iJie с учетом (47) и материального 
уравнении (41) для JJ представим в форме

(4Н) {da/dl) гіі+еІІкПк (dnjdt) = йц+АІЫ еьі+  bihMk°,

Xihl |1 п ~ ч С '\  Ьік — fin~2L(k ’ J0.
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Примем но внимание, что для одноосных сред с центром симметрии

(49) ' кш:ш‘Аіеш+Л2п,птетік+А3піптетік+

~"5 А̂ И/Щт̂ тт'Ь &ih 5̂ 6, /; " Ь% ТііТІ̂ .

Тензор i ih представим в виде суммы 6Л= е Л+ (ю /- й , )е 1Л, 0 = 2 “ * rotv, еш=  
=2~l (vi:h+vkii ) . Тогда, разлагая ш, to—Q, М° на продольную и поперечную 
по отношению к директору составляющие, разделим в уравнении (48) 
продольное и поперечное движения и представим их в виде двух уравне
ний

(50) da/dt=M-n+li (a)—І2) •п+(Ь1+Ь2)М°-п,

dn,/dt= (wXn) i~X2nkeik+ l 3Ni+b l (М°Хп),-,

где Ni (com £Зт )щетк, Яі= 2(Л.і А-з), А.3= 2Л і-ЬА2—Л 4.
Уравнения (50) содержат четыре независимых параметра a, n, to n и 

<»Хп, т. к. dQi/dt¥=b)i. Дополнительные уравнения получаются после раз
деления продольных и поперечных движений в уравнении (28) баланса 
собственного момента импульса U с учетом материального уравнения (41) 
для тензора напряжений т». Эти уравнения имеют вид

(51) 2(а2—а3) (са—Й) ■п=(1+Я1) (M°-n) +  п,

'УіУі+'Т2Й/іеы= (1+Аз) (M 0X n )j+  j  Х л^ ,
о

(52а) 71= 07—2аб+а5+ 2 (а 2—а3),
о

(526) 72=07—05,

М { =  (я,,,—я ,к ) — диссипативный момент пары сил. Для удобства сопо
ставления с феноменологическими уравнениями в (51) не раскрыт явный 
вид выражения для МА В соотношениях (52) а4 — коэффициенты вязко
сти, входящие в тензор вязких напряжений тik=a ikmntmn (аШтП= ^ п) ■ 

Для сред с осевой симметрией группы D „h хи' представляется в 
виде [12]

(53) т (/=  (аібіц+а^гіі,) етт+  (a2+a3) eik+

"А(02 03) (а)в £!.ч)е„,7, \~(іі,$цітітп1івтп~̂~

~А (05~5Не] TljJZn6in~\~ (0((Н~П7 ) П[НпСпк~\~ (й6 Й5) А х1Хк~\~

+  (а7—ав)ПіМк+ааПіПкптппетп.

Используя (51), преобразуем уравнение движения для директора :

(54) drii/dt= (SlXn) і— (Я(1+А3) — к2)пкем+

+  (5і+7°і_1(1+Яз) 2) (МХп) 4+7г ‘ (^+^з) Х п ) >
О О О  V
Я = - у 2/7і.
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„ мо «рттигтииу h=M°Xn запишем в виде С учетом определения М вели шиу

hi=hi*+hi% hiH= e {Mni (nhn ) ,», 

h(e= -D (U 'i+ 6 n i), бПі^П і-П і0 ( i= l ,  2).

Тогда, пренебрегая M' „  № .  Уравнение (54) нредсгав.м в форме ре- 

лаксационного уравнения

(55) dnjdt=  (QXn) 4+  (М1+Х.) - Ъ )  п*ем-

_ Tl- ‘ (бщ-бщ°) +  (Ь і+ТГ1 (1+^ ) г)

а время релаксации днрекгора определяется формулой

т Г 1=(Ь і+ '1 [Г і (1 + ^ )2)-0 -

где 

(56)

- п= л т г ‘ = 0  и директор является гидродинамической
В нематической фазе D  U, тд __ • „ имеет мест0 реЛак-

гтч кяк и смектической фазе здес
переменной. 1ак как в смекі J  п(5_я т  фазовото перехода в не-

сацяя Дирек™Р». Т а̂ р ш д а в Тненне для еще одной релаксационной 
матическую фазу, гассмо р ур ттппятткя со С учётом ма-
переменной -  модуля .° “ |“ ™ с т о го  пара Р' *  я представим

(57) dq/dt =  — тГ1 (ср — фо) +  cifceifc, Cj),- =  PL«  . 

ср0 =  сро -  Q-1 (Агк +  M ( v -  ко) - Ц Т -  Т0)).

Время релаксации модуля смектического параметра порядка определяется 

как
(58) t= (Q L j4>' J<p) -1-

m естественна в области фазового перехода не- 
Релаксация вели иеи0 замвдленце релаксации. З.мед-

матик-смектик А, . • Д л  «  Т->ТЬ где Т,._ — температу-
левие релаксации связано с тем чт феноменологической теории
ра фазового перехода. ^  J  фазовые переходы в смек-
среднего поля (J \ ’  ̂ г/̂ 1 . г»ртгаксзшионное уравне-
тиках подробно рассматриваются в ра ’ Ландау — Халатникова
пие (58) аналогично релаксационному уравнению Да д у

“ Т , Г Г п е ” Рі“ і  линейная феноменологическая гидродинами- 
Наиболее полны- Р в же работе „бсуждены нредшест-

вуютциГрезультаты упрощенного описания гидродинамических процессов 
в смектиках тина А. Поэтому проведем сопоставление с р е а у л ь т а ш а 
боты [4]. Для получения уравнении уж.мянутои paj м  , 10
чпесъ уравнениях нужно положить da/dt О, М ,
оправдано в низкочастотной и длинноволновой областях, кроме™г0’ ’  ^
тернальных уравнениях (43) следует считать Т - Т . - 0  и опустить 
уравнение состояния для энтропии.
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Тогда система уравнений релаксационной гидродинамики будет пилю 
чать (с учетом упомянутых пренебрежений) уравнение непрерывности и 
уравнение сохранения импульса (28), энтропии (31), уравнения (V »),
(55) и (57), материальные уравнения для тензора напряжений и потока 
тепла (41) и материальные уравнения (43) без использованных уже урав
нений для р, и Пі Xih (&=1, 2; i = 3), при этом в тензоре вязких напряже
ний (53) нужно исключить вектор N f с помощью (51) и положить аг—а3= 0.

Отметим, что в правой части уравнений (506), (54) и (55) должен при
сутствовать член ynt, где у определяется из условия п *= 1.

Подчеркнем, что пренебрежение температурой в (43) и уравнением со
стояния для энтропии нельзя считать оправданным, т. к. в этом случае 
не представляется возможным учесть изменение температуры в адиаба
тическом процессе (например, при распространении звука) и определить 
адиабатические материальные характеристики среды.

При переходе к временам, превышающим наибольшее из времен Ті и т, 
получаем уравнения для гидродинамических переменных п, s, и, щ, сов
падающие с уравнениями гидродинамики де Жена (см., например, [1, 2, 
4 ,5 ]).

Таким образом, статистическая теория не только дает обоснование фе
номенологическим результатам, но и содержит уравнение состояния для 
энтропии и, кроме того, дополнительные члены, учитывающие градиенты 
угловой скорости и инерционные эффекты вращения молекул (dl/dt¥=0). 
В итоге уравнения статистической теории пригодны в более широкой об
ласти частот и волновых чисел. В отличие от феноменологической теории, 
статистическая теория предоставляет возможность определения мате
риальных характеристик среды, выражая их через корреляционные 
функции.

Автор благодарен Д. Н. Зубареву и Э. Л. Аэро за полезные обсуждения 
работы.
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ON THE STATISTICAL THEORY OF HYDRODYNAMICS  
AND  RELAX ATIO N  PROCESSES IN  SMECTIC L IQ UID  CRYSTALS

Nemtsov V. B.

A  complete set of relaxation hydrodynamic equations for smectic liquid crystals 
type A are derived by the methods of nonequilibrium statistical thermodynamics. The 
state of the material is described by the set of hydrodynamic variables (the densities 
of particle number, momentum, entliropy and the displacement of smectic layers) and 
relaxation variables (the modulus of the complex order parameter and the director). 
The latter show soft mode behaviour in the region of smectic A  — nematic phase transi
tion. The angular momentum density is used as an additional variable.
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