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Проведено обобщение статистического метода условных распре
делений, в котором объем ячейки теория определяется самосогласо
ванно иэ условия экстремальности свободной энергии. Построен об
щий формализм для произвольного приближения, включающий процеду
ру замыкания и вывод нелинейных интегральных уравнений для потен
циалов средних сил. Произвольное приближение характеризуется  
максимальным числом заполнения отдельной ячейки. Показано, что, 
как и исходный вариант теории, обобщенный подход само- и термо
динамически согласован. На основе младших приближений теории по
строена статистическая теория кристалла с точечными дефектами. 
Обсуждается возможность применения теории к кристаллу, содержаще
му дефекты высших размерностей.

Уда 536.758

A generalized form oi the statistical method of conditional 
distributions has been developed in which the cell volume is de - 
lined in a sell-consistent manner by Helmholtz tree energy mini - 
mum condition. The general lormalism is lormulated lor an arbit - 
rary approximation, characterized by the maximum number oi par - 
tides a separate cell may contain, including the closing proce - 
dure and nonlinear integral equations lor mean lorce potentials. 
It is shown that just the original theory the approach developed 
is sell- and thermodynamicaly consistent. On the basis oi the ju
nior approximations oi the method, a statistical mechanical theo
ry oi crystals with point delects is iormulated. The possibility 
oi the theory applications to crystals with linear, two- and 
three-aimentional deiects is discussed.
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В в е д е н и е

Статистический метод коррелятивных функций условных распре
делений строится как последовательность приближений, в которых 
наряду с состояниями групп отдельных частиц описываются состояния 
всей N -частичной системы / I / .  Основная идея метода реализует
ся следующим образом: полный объем системы разбивается на ячейки, 
число которых равно числу частиц, и для описания состояний си сте
мы вводится цепочка частичных функций распределения, задающих 
плотности вероятности для групп частиц, находящихся в некоторых 
ячейках. При этом максимальное число частиц, которое может содер
жать каждая ячейка, в данном приближении зафиксировано: это огра
ничение характеризует данное приближение теории и делает вероят
ности, определяемые функциями распределения, условными.

Уже в первом приближении, когда каждая ячейка содержит по од
ной частице, такой подход дал возможность статистически описать 
все фазовые переходы первого рода в простой молекулярной системе 
/ 2/ ,  что фактически впервые позволило утвердительно ответить на 
вопрос, содержатся ли в формализме Гиббса все фазовые переходы 
первого рода.

Дальнейшее развитие метода показало, что он может быть при
менен для построения статистической теории кристаллического со 
стояния / 3 - 5 / ,  неоднородных систем / 6 , 7 / ,  автокорреляционных 
функций / 8 , 9 /  и многих других актуальных физических з а д а ч  
(см . / I / ) .

При попытке применить схему условных распределений к крис-
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таллу с простейшими точечными дефектами -  вакансиями (дефектами 
Шоттки) выяснилось, что метод нуждается в определенной модифика
ции. В частности, при этом пришлось отказаться от равенства чи
сел частиц и ячеек; число ячеек стало свободным параметром тео -  
рии, определяемым из требования экстремальности свободной энергии 
системы /1 0 -1 2 /. В цитированных работах /1 0 -1 2 / было построено 
младшее приближение теории, в котором каждая ячейка может быть 
пустой либо содержать одну частицу.

Обобщение подхода с несовпадающими числами частиц и ячеек 
на случай, когда максимальное число заполнения ячейки равно 
произвольно;.!/ числу К  {К  -  целое положительное число), являет
ся нетривиальной задачей, а его результаты могут найти примене
ние для построения иерархии статистических моделей, пригодных 
для описания реальных кристаллов, содержащих точечные (вакансии, 
внедрения и их малые кластеры), одномерные (дислокации), двумер
ные (границы зерен, трещины) и трехмерные (поры) дефекты. Такому 
обобщению и посвящена настоящая работа.

В первой части строится статистическая схема для бинарной 
системы фиктивных и реальных частиц, с помощью которой удается 
естественным образом ввести в теорию пустые ячейки. Во второй 
части вводится процедура замыкания бесконечной цепочки уравнений, 
основанная на разложении потенциалов средних сил на неприводимые 
части, и получены системы интегральных уравнений для этих потен
циалов.

В третьей части с помощью уравнения Гиббса-Пзльмгольца полу
чены выражения для конфигурационного интеграла и свободной энер
гии бинарной системы и доказывается термодинамическая согласован
ность теории. В четвертой -  с помощью параметров включения взаи
модействия производится переход от двухкомпонентной смеси фиктив
ных и реальных частиц к однокомпонентной системе, содержащей толь
ко реальные частицы. Здесь же определяются концентрации -  доли 
общего числа ячеек, характеризуемых данным числом заполнения и 
содержащих соответствующие числа частиц -  от нуля до К  .

Наконец, в пятой рассмотрены применения к равновесному 
кристаллу с точечными дефектами и обсуждаются возможности приме
нения теории к реальному кристаллу с дефектами высших размер -  
костей.
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I .  Бинарная система фиктивных и реальных частиц

Рассмотрим бинарную систем у, содержащую <£0 частиц одного 
сорта и о£у -  другого. Как и числа частиц, все прочие величины 
будут иметь индексы сортов 0 и I .  Примем, что потенциальная 
энергия системы может быть б ез  ущерба для общности представлена 
суммой парных аддитивных взаимодействий (обобщение на случай мно
гочастичных сил не вызывает принципиальных затруднений):

1 о&

Здесь ¿/у -  координата частицы с номером сорта / /  , штрих
у  суммы означает, что ф  ¿'̂  при , а параметры включения
взаимодействия определяются соотношениями

У - {
(2)О 1 и  - О ,

+ ,
которые, однако, будут использованы в явном виде на последнем эта
пе, после построения замкнутой статистической схемы.

Разделим полный объем системы V  на х - $ . ъ ) / к  ячеек 
объемом Ю'' - /0(о+ & ^  ¿¡=1,2,..% )и будем учитывать только такие
состояния системы, в которых каждая ячейка содержит по К  произ
вольных частиц.

Интегрированием конфигурационной части функции распределения  
канонического ансамбля Гиббса можно определить последователь -  
ность "родовых" функций распределения / I /  )  ,

и т .д .  Эти функции являются плотностями вероятности обнаружить 
соответствующие произвольные частицы около точек

« * *  |  .........А ,  С. ц т .д .  Для сокра
щения записи введем обозначения: ^  / СуЧг>... 2  { ^ ]  ,

уЧг, . . = {/^к} • Определим также интегральный оператор

^ к }  к ) ,  (3)
V '*-> Л ы í ^Р К-> X АУ̂

-  число размещений из <  по 1 интегри
рование зДееь и далее ведется по объему ячейки, а величины
где М„ -
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(4)г иг, //*-0,
1 / * * у  

введены для сохранения правильной размерности всех величин при 
выключении взаимодействия фиктивных частиц.

Перечисленные вш е функции удовлетворяют вероятностным соот
ношениям, следующим из их определений;

(5)

(6)

^  0'*])=1{хк} ̂  ((%}, (р,}> №*})• (7)

Цепочка уравнений (5 )-(7 )  продолжается, в принципе, до бесконеч
ности. Для иллюстрации подхода ограничимся первыми приведенными 
уравнениями (6) и (7) (уравнение (5) представляет собой условие 
нормировки).

С помощью потенциалов средних сил (ПСС) функции, входящие в 
уравнения (5 ) - (7 ) ,  можно представить в виде /1 ,1 3 /

(у л /в щ  (8)

* г к р { ~ Р  0 ^ } ) ] }  ,  (9)
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- *У> [ЩЛ<№, К }) + V  «•>
Здесь уЗ -  обратная температура, С / -  потенциальная энергия 
группы частиц, координаты которых указаны в качестве аргументов 

.имеющей ту же структуру, что и полная энергия системы ( I ) .  
Величины О  {

X»
■ ^  у определяются соотношением

щ {-р 1 и № ^ )+ Ъ Ш /М ,
а  подстановка (8) в (5 )  дает

± у ку
чле!

( I I )

(12)

Отдельные члены в последней сумме представляют собой вероятности  
того , что в ячейке содержится набр частиц, определяемый символом 

к} . Так,величина П.0о о есть  вероятность т о г о , что
ячейка содержит К  частиц сорта 0; ^юо...о -  вероятность т о го , 
что в ячейке имеется одна частица сорта I и частиц с о р 
та 0 и т .д .

Входящие в ( 8) - ( 1 0 )  ПСС являются суммами вида

!7>*1

X  %т ( Щ  {&}), ‘И >
тФ1,

У

%'е / 4 Д  аб)
Отдельные члены сумм в правых частях этих равенств определя

ются в свою очередь выражениями
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\  к.™ ^
(16)

V V  « М №  = 1щ  \
7*

Г̂ т №/**}, Ш , {™ь})Ау ({‘/«I &*}), (17)

т#м} ̂  {т$к])у

*гует &1/Л  фк}>(̂ > {т<гк})/гу(? ({¡рЛ К ]) , (18)
% ¿ ы

из которых и можно заключить, что величины Ф имеют смысл по
тенциалов средних сил. Потенциальный характер средних сил следу
ет из их определений и может быть доказан строго, как это было 
сделано для младшего приближения при К ={. /1 3 / .

2. Замыкание цепочки уравнений на основе разложения ПСС 
на неприводимые части и интегральные уравнения

Как и во всякой иерархии частичных функций распределения, 
извлечение конкретных результатов в предлагаемой схеме связано с 
использованием приближений, на основе которых можно замкнуть це
почку уравнений и рассчитать функции распределения. Применим 
здесь для этой цели метод потенциалов средних сил / I /  в том его 
варианте, который предусматривает разложение ПСС на неприводимые 
части / 5 / ,  модифицировав его применительно к потребностям схемы
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с произвольным К  .
При учете К  -частичного заполнения ячеек следует различать 

межьячеечные и ыежчастичные корреляции.
Определим межъячеечную неприводимую часть (НЧ) потенциала 

средней силы как разность между этим потенциалом и НЧ всех млад
ших ПСС, определяющих корреляции между группами частиц, принадле
жащих разным ячейкам, причем НЧ одноячеечного потенциала 
является сам этот потенциал.

В частности, НЧ потенциала (Ifalty 'i'J) ®сть величина

" у / ы  < М  -  ( f y j ,  { j , j )  -

(19)

а потенциала r ; j  Bj т  ( - f f a l  ÍJv^X ( ~ величина

~ u>íj ' m ( V / b X Q * * ) ) -  " :v / v  аЛ ‘ ,я

f e > J ) - ( f y j )  - V,m Uj,Kí)- % fíe¿j)
( 20 )

и Т . Д .

Разложение ПСС на межчастичные неприводимые части будет рас
смотрено ниже.

Данное определение НЧ ПСС последовательно распространяется 
на ПСС, определяющие межъячеечные корреляции всех порядков.

С помощью неприводимых частей (1 9 ), (20) функции (9 ) , (10) 
можно представить в виде:

рч < ы  М - М / 3 [%■ * %1 С М -
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(21)-  •*; (Щ

4е **р {р [% е(Щ {/1,кУ)+

</ ({%},/ М * 9 *  ф и /Ы Ь 4 р ( {& { № $ ‘

& Ш к ] ' ) Ь е а м - р е ^ ) )  Р ц ( ф ^ ( е л , } )

■/■ (л).

П ( № 5  (№ )% («*,))
)

(22)

где

и 6 ^ Ц  {/»<}) = и  0 /¿̂ ]) ~ и ({¡/и}) - и (у»к}). (2з)
Цепочду уравнений можно теперь замкнуть, если пренебречь 

нецриводимыми ’тетями, начиная с НЧ определенного порядка. В 
частности, в младшем приближении следует отбросить все неприводи
мые части:

и )у , ^  ( { ‘/¿к); ( ¡ ¿ к ! ) -  и)уР, П {¿ук} , {¿ Л « ]) -  0 } (24)

причем последнее равенство предполагает, что равны нулю и НЧ 
всех ПСС высших порядков.

Подстановка (21) с учетом (24) в точное равенство (6) приво
дит к системе нелинейных интегральных уравнений для ПСС:

« V  Ь  %  «ш-&  «М)~
' Щ Ы , /;*])$ 1у (фк}).
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Выражение (21) при 0 П  = 0 обобщает квази-г
химическое приближение /14 / на К  -частичное заполнение ячеек.

Действительно, стандартное квазихимическое приближение (при
ближение Бете -Пайерлса) представляет собой приближение парных 
кластеров. При и ),'; ( { £ к]/ £ р к}') = 0 выражение для двухъячеечной 
функций также отражает бинарные корреляции между двумя ячейками 
(высшие корреляции между ячейками в этом приближении отбрасывают
ся) , но в отличие от теории упорядочивающихся систем, где "элемен
тарной" составной частью кластера является одна частица, здесь 
такой "элементарной" частью выступает ячейка, содержащая К 
частиц. Таким образом, младшее приближение теории действительно 
описывает парные кластеры, образованные ячейками; отличие же со
стоит в том, что при этом удерживаются все внутриячеечные корре
ляции.

В следующем приближении нужно положить

^¿^,пп ( У { ^ КТ}^ О,

а \ / /  (?,т ( { ^ х } ,  О  Ум!) {¿ Л к !)  ~  

в результате чего получим новую систему интегральных уравнений
да» ({^¿)  и (/уЛ )  1

« №  1 С£ } {?[%,• Ш ) -

- О ( ы  2) - Ч ; (ИгЛ  /л .ш] £  ({&}),

^  {-?М ™  &*})* „  ({),$ ^ . т  ^

т~(™') _

= [ % > ,/  & % } )  *  < % /  ( / > % } )  -  

-  <*>!т &>/•<], М , / ) '  Ч / г у  ( { гп( х] ) -

II



(27)

1 , Ш ) -

где

п ш , Щ  Н3)= и ({,д  ¿/„Д {м(к]) -
7  ‘ (1 ,,, I  ( /„ „ }) ,  (£8)

^ '/эт  О 1/1к ], {М ск } )  =  ̂  и ) ;т/ (? ( { ,  (29)
£ ф т

Системы интегральных уравнений в следующих приближениях по
лучаются по единой схеме и имеют сходную структуру с уже приве
денными.

Хотя формально полученные уравнения замкнуты, в действитель
ности они включают неизвестные пока величины / 7 »  определе
ние которых требует привлечения условий термодинамического равно
весия, для чего необходимо знать выражения для термодинамических 
потенциалов. Появление в теории неизвестных параметров есть 
следствие сокращенного описания, при котором из полного набора 
состояний, в принципе реализующихся в системе, отбирается часть 
из них, которая представляется адекватной фиксированной физичес
кой ситуации. Для того, чтобы не нарушить исходное предположение 
о равновесности состояния системы, необходимо согласовать значе
ния возникших в теории параметров сокращенного описания с услови
ем равновесия, эквивалентным требованию экстремальности соответ
ствующего термодинамического потенциала (в данном случае -  свобод
ной энергии Гельмгольца, поскольку описание строится на основе 
канонического ансамбля).
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3. Термодинамическая согласованность. Конфигурационный 
интеграл и свободная энергия

Для установления вида свободной энергии и конфигурационного 
интеграла воспользуемся приемом / I / ,  смысл которого состоит в 
том, чтобы сначала рассчитать внутреннюю энергию системы, а  за
тем сравнением с уравнением Гиббса-Гельмгольца

где Р  -  свободная энергия Гельмгольца, 
вить и вид свободной энергии.

Подставим выражение (6) для одноячеечной функции 
нормировки (5):

(30) 

, устано-

в условие

(О Т Ф

Г ^ 1ю  ' у РуРУАА-,',' (31)

Воспользуемся выражением (22) для двухьячеечкой функции и продиф
ференцируем затем (31) по уЗ при постоянных значениях V , рр , 
иГ , 3 результате подучим

где символ в круглых скобках замещает слагаемое, отличающееся 
от первого перестановкой указанных индексов, а  угловые скобки 
означают усреднение с помощью соответствующей функции распределе
ния и суммирование по всем сортам всех частиц.

Привлекая интегральное уравнение (24), преобразуем (32) к

13



виду
■ (О

:щ  {V  %■ « к »  Ь + ?  Ь ({%Ш - (& & }>

* \ & ({‘/Л, {&})> + (^ Ф у ({%), (р))}.
Пимптим, что согласно (6 )

(О __ Г /// /\_ „. г Л')/ , у ,  ^  й м н и  ч
откуда о л оду о т , что

< 0 Ш ,ф .)Р ‘ 1р'} ?/>П/ Щ З

+ ( < / 4 ~ ы )  ~ ■•' '/* /3<0‘У {/'»*})'> •

Просуммируем полученное равенство по г и /  :
£  ^

ж 2 '< 0 ({№ ,{;,.})> -
т*

■ + ф
- {  Е ' < ^ ^ ( { % Ь  & 3> .У "

С учетом явного вида ( 8) для функции (¿^,$) имеем

$  ̂  *  ( а д  - -¿2 ■? а - ф

(33)

(34)

(35)

(36)

-  <  и ( ф } ) > .

м,

(37)

14



Подставляя (37) в (36), получаем , мх

ф <  т ы  Л Л д . Ф  "щ С к  -

ч ~' - к  Е ' < ^ ( ы Ф > -
4*1

Левая часть этого равенства представляет собой внутреннюю энер
гию системы. Сравнивая (33) с (30), можно заключить, что величи
на

(38)

является свободной энергией Гельмгольца рассматриваемой системы 
(здесь С -  постоянная, не зависящая явно от температуры) при 
условии, что

% < ) / < * *

(40)

Покажем, что равенство (40) выполняется точно. Для этого 
воспользуемся условием нормировки для функции (10):

£{/<<} Ь к )  $ М  О*}*  =  (41>

Продифференцируем (41) по & с учетом представления функ
ции (22): '

$  О !", Ь  д  Ру <¥,№*({&,

,а>/ 1 Ы Ю У^Ы Ы  КПруев^ЛЛЛ) -  о.
(42)

Рассмотрим первое слагаемое этого равенства:

^(ф^- ГЦ Ф  №ФМ 1ф) *
15



(43)

(44)

(45)

Таким образом,

-- ( ф Л Ы { и ) > .

Просуммируем это равенство по всем 1 * j  и ^  :

а( оС̂ /

т !<УФ Ф Ы № > I & < у » т ( щ и ъ лу=( 1фе~1
Цепочка равенств такой же структуры связывает производные 

по А неприводимых частей и ПСС высшего порядка вплоть до 
(Хд + Ф-4 ) -частичного. Это означает, что вся цепочка равенств
( 45) обращается в нуль, поскольку тождественно равны нулю как 
( Ф о +¡¿4 ) -частичный ПСС, так и его неприводимая часть.

Итак, (4 0 ) выполняется точно, а выражение (39) для свобод
ной энергии является строгим для выбранного значения К  , вне 
зависимости от уровня учета корреляции.

Конфигурационный интеграл, как следует из (3 9 ) ,  имеет вид

п - г - п п Г О 0 ! 1>-’■ ,с<^ Г с - <«
Постоянную С можно определить рассматривая предел выражения
(46 ) при /3 —* 0, когда оно должно переходить в выражение для кон
фигурационного интеграла системы невзаимодействующих частиц. В

итоге у,
^  ^ Г л  / г ку1 I О ку ) / 1 ]



Определение концентрации состояний / 2 у произведем после 
перехода к однокомпонентной системе реальных частиц.

Как и во всякой статистической теории, основанной на иерар
хии приближений, существенным является вопрос о согласованности 
термодинамических характеристик рассматриваемой системы, вычис
ленных с помощью конфигурационного интеграла (4 7 ), с одной сто
роны, к с помощью функций распределения (2 1 ), (22) -  с другой.
Этот вопрос рассматривался для младшего приближения теории /1 ,1 5 /  
при К  = I ,  и было показано, что процедура замыкания цепочки, 
основанная на разложении потенциалов на неприводимые части, не 
нарушает термодинамической согласованности на уровне производных 
свободной энергии вплоть до второго порядка включительно.

Мы уже видели, что потенциальная часть внутренней энергии 
системы, рассчитанная с помощью функций распределения (2 1 ), в 
точности совпадает с выражением для этой величины, полученной диф
ференцированием свободной энергии по температуре.

Покажем теперь, что описанная процедура замыкания не наруша
ет согласованности термического и калорического уравнений состоя
ния. Вычислим для этого производную по объему Ц ^ г 'д /д  иГ от 
логарифма конфигурационного интеграла (47):

Эту производную можно вычислить с помощью масштабного А -преобра
зования /1 6 /  или приведением объема ячейки к единичному /1 4 / .

Вычисляя производную в правой части (48) на основе уравне
ния (6 ) , в котором использованы выражения для функций (0) и (9 ) , 
получим

3&  /IV  = [Ш
т ‘”1

17



Ц  ({^к}, ̂ К̂])У (49
Суммируя это равенство по ^ ф г , приведем его к форме

9 А  /дУ=/>{1/(ры)~ С//6У)22 <'7а / Ш'^З,

</Л)1> - i  % '< ** ‘руСЦЛ у,м > . (50)

Два первых слагаемых в правой части этого равенства состав
ляют содержание теоремы вириала, сформулированной в терминах 
метода условных распределений. Покажем, что последний член в 
(50) в точности равен нулю. Для этого используем условия норми
ровки (5 ) , (31) и соответствующее условие для трехьячеечной 
функции, из которых следует, что

и т .д .
£

цепочке равенств
з(.

I.

Вместе с представлениями функций (21) и (22) это приводит к 
ств

' тсо т0)
Ч м  Ч

'Г

2  1{ик) Тщ
Ч  -'1 /

10



=  Ъх] ^  1°Уе Ш'&Л Ю)=-Г 0- ( 52 )

Равенство нулю цепочки соотношений (52) обусловлено тождествен
ным равенством нулю ( Х и + ̂  ) -  частичной неприводимой части 
соответствующего потенциала. Таким образом, давление определяет
ся  выражением

Р = ^ > ' 1  д £ п  0 ^ ^  / д У ,  (53)

что и обеспечивает согласованность термического и калорического 
уравнений состояния независимо от уровня замыкания цепочки при 
произвольном максимальном числе заполнения ячейки К  .

Пользуясь схожими приемами, можно показать, что равенство

=  '  < и ы ^  (54)

вьфажаащее два способа расчета изохорной теплоемкости (с м ., напри
мер, / 1 7 / ) ,  также выполняется точно в указанном выше смысле.

Таким образом, способ замыкания цепочки уравнений для функ
ций, основанный на разложении потенциалов средних сил на неприво
димые части, обеспечивает термодинамическую согласованность тео
рии независимо от уровня учета корреляций по крайней мере вплоть 
до производных термодинамических потенциалов второго порядка.

4 . Переход к однокомпонентной системе реальных 
частиц и определение концентраций состояний

Переход от бинарной системы реальных и фиктивных частиц к 
однокомпонентной системе, содержащей только реальные частицы, 
осуществляется с помощью параметров включения взаимодействия (2) 
с учетом дополнительного условия (4 ) .

Проиллюстрируем правила перехода на примере одноячеечной 
функции ^ ¡ ( { ^ к } )  . определяемой выражением (8 ) . Прежде всего 
рассмотрим случай, когда в ячейке содержится К  фиктивных 
частиц, т .е .  ячейка пуста. При этом
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( 55)

Согласно (13) и (16)

,h 0 - °

Последнее означает, что величина

V7, ( {¿и ] ) /  ~ C on st  *  V-

зависит только от термодинамических параметров.
Учитывая еще, что

О рф о*»= ^ p f- ^ h  п”

(56)

(57)

(58)

для функции, являющейся вероятностью того, что ячейка I пуста, 
получим

¿v - (no/Q0) ж р  . (59)

В термодинамическом пределе для бесконечной системы эта ве
роятность не зависит от номера I и Р- =ПС . Величину

Ъ’ £  у ,  (60)

которая определяет воздействие всей системы на пустую ячейку, мож
но назвать кваэипотенциалом (КП), поскольку ей нельзя дать не
посредственной силовой интерпретации. Ниже мы увидим,что КП опре
деляет взаимодействие, а точнее корреляцию пустых ячеек между 
собой и с атомами.

Для плотности вероятности обнаружить 5  реальных частиц 
около точек 1%-> • • ■ ~ { ч )  получим следующее вы
ражение:

6 Ш =  (б»
20



где (Ъ$ -  вероятность того, что ячейка с содержит £  частиц
( £  = 1 , 2 ,  ...К  ) .

Аналогично для плотностей вероятностей обнаружить 5 час
тиц около точек и Р частиЧ около точек ^
имеем

^ • Ш  / у ,М ял М  о„)]̂  {у [с/(Н (/Я) *
+ у ( Щ Ж  ( * г - и

причем

Р'с =  'С п  + 2  У &] 2
(63)

V  V

^  2  №7-) * 2  Р{; № , {/Я\
где Ь  -  вероятность того, что ячейки с и  ̂ пустые, р ./ Ъ р -  
плотность вероятности того, что * когда ячейка ^
пуста, а

о ,  ~ У { н ) ы р ы и № + ъ ( т } .  « * >
I

Процедура (19) разложения ПСС и КП на неприводимые части 
принимает вид

Щ;,т Ът Ш >. Ш>, <“ >

^  № ,Щ >  +

В младшем приближении

21.



СО^гп — (¿)у,гг) ( ( 1и})  *= 2>у,/У) >г> ( Щ { ) р] ) ~  0 , (68)

и подставляя (61) и (62) в (6 3 ), подучим следующую систему нели
нейных интегральных уравнений относительно КП и ПСС:

<69)

л<? //' Ч/ <§,•} ̂  + 2  У{{)г-1г'р[(‘' Ц\ ‘ ( / )  '
- т ш Ш ^ с т  1/2,... К. (70)

Условие нормировки имеет вид
*

Е л,«*.5=0
(71)

Итак, мы переходим теперь к рассмотрению системы А/ реальных 
частиц, находящихся в объеме V , разбитом на неизвестное пока 
число М ячеек объемом 1лГ1 = \/ / /Ц  / «  I ,  2 , ...М ) т ак , что 
^4  ( 5 = О, I ,  2 , . . .  /С ) ячеек содержат по 5  частиц. Сле

довательно, полное число ячеек
КЕ  Ч » м.

5 = 0
(72)

Концентрации состояний отдельной ячейки (доля общего числа 
ячеек, содержащих (V5 частиц), очевидно, связаны с числами 
соотношениями

— ^ $ / М .  (73)

Установим еще связь между объемом ячейки теории ЧАГ и объе
мом ЧТ — V /Л/ , приходящимся на одну частицу.

Поскольку полное число частиц может быть выражено через чис
ла ячеек /У5 как

22



(74)« = 2 ^ 4 ,
$-■1

то К

'Ш'= У/м = ¿У/л/)(ь//м)= '¡/'2*М3/м

или с учетом (71)
к

ЪГ= V [4 - Пв + £  (5-4И7.
Выражение для конфигурационного интеграла принимает вид

<?„ - /7/7 №
" 1-1 5-о

П г

или в термодинамическом пределе
К

о , * { п

Свободная энергия

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

определяется,таким образом,через величины и , где

/= -у5-^ %  &  №  Д Ч ) 7  <*»
5^0

есть свободная энергия, приходящаяся на одну ячейку.
Помимо своих естественных переменных V , ¡2, , /V , свобод-

чая энергия зависит еще и от параметров М  , <1(Т , По * •
. . .  //^ , характеризующих сокращенное описание. Эти параметры
ложно определить, если воспользоваться условиями равновесия и 
тотребовать минимальности свободной энергии £

( $ г ) р , = °> (й У,Н> 0 - (81)
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В дальнейшем постоянство ^  , А/ при варьировании
подразумевается и указываться не будет.

Для первой вариации имеем

+ (82)

где

//» (Ц/Ы)6к+
5=0 '

(83)

(здесь частные производные по одному из параметров "12 , У10 ,
Г)А , П2 , . . .  Ик вычисляются при постоянстве всех остальных). 

Учитывая, что

(84)=  ( Щ - п 5 $М)/М,

и,кроме того, согласно (62)

¿Гл/Л = 8м - 27 - 8М0
5=1
5*р

(ре ЦкЗ), (85)
а согласно (74)

5=1
¿ФР

(86)

окончательно получим
К

ДЛЯ 8 Р

[ {  + Ры - 2  (д#/дп5)п$ + (/~П0)д//дпр](>М

-  (ф Щ /9 п р  -  0 - ¡ /р )  Щ ъ М  ■ сет>5=1
5ФР

Здесь все К  вариаций 8 М  , д ^  ( $ФО,Р) р б Ц К ]  ) незави
симы, в силу чего

Л  (Щ ъИ  +С4-г$у/Эпв = 0 , (88)
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Щп$ - (Ь/рЩ/дПр - 0 - $/Р)̂ /дп0 = о 89)
где

1901

есть давление,
Шесте с (71), (74) и (75) уравнения (88), (895 и (90) обра

зуют замкнутую систему для определения М , Ы , Р0 , П1 . . .  /7^ .
Входящие в (88) и (89) производные рассчитаем, непосредствен

но дифференцируя (80):

д ^ /д п .  =  - ¡ ь ' 1 {¿ а . /&£ (91)
сСго

Можно показать,, что

¿ / 7 5Э & С 5Д>/ч  = 0 <92)
для любого Тогда

0 / / Ц  [ в ь 0 / ц ) ]  - 1 } .  (93)

Подстановка (93) в (88) приводит к следующему выражению для кон
центрации пустых ячеек:

/7 (94)
'Ч? — ?

где
0 ~ е л р { - ! & Р и г ] .  (95)

Далее, из (89) следует, что

<  -  [ ( а ,  о  М ) У ( ор о / р! ) ' ] п; .  <96>

Положим для определенности Р = 1  , тогда
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я* = № < ? А 0 /(°< вЛ п ?  («>

Подставляя (97) в (71), получим замщутое уравнение для определе
ния Пу :

Зная решение уравнения (98), остальные 3) можно вычислить
согласно (97).

В действительности, однако, величины С! и О определяются 
ПСС и КП, которые удовлетворяют уравнениям, содержащим концентра
ции П-у , и фактически мы получили замкнутую систему уравнений 
для расчета всех структурных и термодинамических характеристик 
рассматриваемой физической системы. Эта система уравнений включа
ет интегральные уравнения (69), (70) (она может быть расширена, 
если учитывать корреляции более высокого порядка) и уравнения 
(843) —(90), (71), (74), (75).

Полученная система является термодинамически самосогласован
ной и позволяет в зависимости от требований, предъявляемых конк
ретной физической ситуацией, гибко и единым образом выбирать нуж
ное приближение как по максимальному числу заполнения,так и по 
уровню учета корреляций.

Перейдем теперь к рассмотрению возможностей, которые предос
тавляет развитый подход для описания структуры и термодинамичес
ких свойств реальных кристаллов.

5. Статистическая механика реальных кристаллов

Основным отличием реальных кристаллических систем является 
присутствие в них дефектов -  многообразных нарушений идеальной 
кристаллической структуры /1 8 ,1 9 /. Простейшие из них -  точечные 
дефекты, размеры которых сравнимы с объемом порядка атомного.

К

(98)

где

(99)

26



Рассмотрим сначала статистическую теорию кристалла с вакан
сиями, которой соответствует младший уровень теории с К - I ,  
когда каждая ячейка может быть пуста или содержать одну частицу.
В этом случае кристалл описывается набором функций, описывающих 
соответствующее вероятности состояний одной ячейки: /-] , ¡-¿(¡)\
двух ячеек: ^  , , Р', СО, Г;■('Л  трех: Рг £ ,Р{;£ (0  , Ш),
Р . о С и Л и т -д - * '  J  аО В низшем по корреляциям приближении бинарные функции выража
ются через унарные следующим образом:

Г ;

где

Ь ^ И Ч ч Щ ,  

р  /о= ,

;Ау> К
(100)

% (ф- *р  Щ 10* %■ ф  - т  ъ  ъ  ч И  <ш)ы
-  корреляционные факторы, отражающие соответственно корреляции 
вакансия -  вакансия, вакансия -  атом и атом -  атом. Кваэипотен- 
циалы и потенциалы ^  /^удовлетворяют системе нелинейных
интегральных уравнений

{~р Уф - (р У), + 1<Р  ̂%!1 (/'̂
</

&р{~ф1/0]т £*рЩФ^ ■f Ц ир{[ь^оФ}~
а концентрация

Л
вакансий выражается через решение системы (102):
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(103)п0 = р М  + Риг]}'

Корреляционному фактору вакансий можно сопоставить эффективный, 
или корреляционный, потенциал взаимодействия вакансий:

''у = ̂  - (104)
Конкретные расчеты корреляционного фактора (¡1̂  /2 0 / и потенци
ала взаимодействия вакансий /1 2 / для системы леннард-джон-
совских частиц показали, что вакансии притягиваются при низких 
и отталкиваются при высоких давления. Знание потенциала (104), 
зависящего от температуры и давления,позволяет также сделать вы
воды о преимущественной конфигурации вакансионных комплексов в 
кристалле /1 1 ,1 2 /.

Следующее приближение теории при К  = 2 соответствует крис
таллу с вакансиями и собственными атомами внедрения. В этом при -  
ближении каждая ячейка может находиться уже в трех состояниях: 
быть пустой или содержать одну или две частицы, которые описыва
ются функциями Р} , Р- ( О  , р[ (I/ Р ) , а состояниям пары ячеек 
соответствует теперь более широкий по сравнению с = I  набор 
функций: , Р,^( 0 , Р ц [ ¡ / X Р 1 ‘() ( / / / )  , //' /)•  В
младшем по межьячеечным корреляциям приближении одно-и двухъ
ячеечные функции связаны соотношениями

^  в-1>>Ъ,

Ъ ) ¡ ' ' О , ‘О + ¿ 0 ,

^  IЩ  )= М О+фф-Ф К/)-РП}

* Ы Щ Ц ) ,
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(105)

ф  - «/>Р  [ % М ) + &  Ш ')-

- Ф г ф - п р - Щ у - Щ ' Я Ь

а для ПСС и КП в том же приближении справедлива система интег
ральных уравнений вида

(I

Концентрации вакансий, однобитно заполненных ячеек и внед
рений определяются выражениями

П-0 ~~ $0 &  ;
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п.1=(в?о/ал){[1+$.о-ОсС!)ог./ва!-]л - 4,

^  0„ О - (0*0/02 )([11'2 0г!0)0у_ /оО *']

где

О о = , 0 1 =  Й '
I

Ол = У ‘ № ыр{-р$(ЬО+Ф: (№)]},
í  /

С}=ЬСр{-& Ы ]} КГ=1т(1-П,+Пг))

Вместе с выражением для давления

р - ( Ч ^ \ т ,
где свободная энергия, приходящаяся на одну ячейку, имеет вид

/= Г/л^ * -рГ14п {(Оо/по) °(01 /п^(0Л/2п^)^) (но)
система (10б)-(108) позволяет рассчитать концентрации вакансий 
и внедрений, а также термодинамические характеристики кристалла, 
содержащего такие дефекты. Располагая решением этой системы, 
можно также определить концентрации кластеров, состоящих из внед
рений и вакансий, что является актуальной задачей теории дефект
ных кристаллов. Отметим, что является полной концентрацией 
внедрений всех возможных конфигураций, включая, если речь идет, 
например, о ЩК решетке, все типы междоузлий и гантельных конфи
гураций /1 8 / ,  а знание функции распределения дефекта дает воз
можность определить также концентрации и энергии образования 
частных конфигураций.

(108)

(109)
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Выражения (105) для одно- и двухъячеечных (функций, как и 
система (106) для ПСС и КП, записаны в низшем приближении по 
межъячеечным корреляциям* Выше уже говорилось, что при много
кратном заполнении ячеек следует различать межъячзечные и меж
частичные корреляции. В данном приближении это различие проявля
ется в том, что старшая одноячеечная функция является двухчастич
ной, а старшая двухъячеечная -  четырехчастичной. В тех случаях, 
когда достаточен учет только двухчастичных корреляций, можно 
провести дополнительное разложение межъячеечных неприводимых час
тей на межчастичные неприводимые части. Примером такого разложе
ния служит вцаеление неприводимой части одноячеечного двухчастич
ного потенциала:

Если пренебречь теперь величиной то

( I I I )

Р; С У) = /я, СР/т^р^НуЦГуоР^),

р р у р -  Ш /М ф 1 « ? {р 1  %(9 - %

+ $  <р * р  ~ Щ  - ф'я'! - -
- Ф! ‘У) -  Ф р,р)1}р,1') Р, >Ррр Грр!, (И2)

а система (106) сводится к двум уравнениям вида

<)

4 31



- Щ Щ Ф  * 1плг/(”,% )1У/У/*?Щ ^
* - Ф (ф - + ( ь / 0 - Ъ Ф  *

Соответственно

йл- ¡&5Ж'4к/>{-а[ФШ)+У11О+ЩЬ011. (Н4)
с I

Таному же разложению на межчастичные неприводимые части мож
но подвергнуть не только одноячеечные, но и старш е неприводимые 
части типа (19) и (20), что может оказаться удобным при конкрет
ном решении уравнений.

Связь объема ячейки *кГ с концентрациями дефектов, выража
емая в общем случае уравнением (76 ), отражает влияние дефектов 
на решетку в среднем. Локальные искажения решетки вблизи дефек
та (или ¡мастера дефектов) кошфетной конфигурации могут быть 
рассчитаны с помощью дваждыуслонных функций распределения (см. 
/ I / ) ,  когда в фиксированной ячейке или группе ячеек задается 
конкретная структура дефекта.

Представляется важным, что дефекты кристаллической решетки 
в предлагаемом описании не являются какими-то "вырожденными" со
стояниями, включение которых в теорию требует специальных прие
мов, но они являются естественными "компонентами", учет которых 
производится на равной основе с "регулярными", однократно запол
ненными ячейками. Другой отличительной чертой теории является то 
обстоятельство, что все типы дефектов, включая вакансии, взаимо
действуют как между собой, так и с атомами регулярной структуры; 
учет такого взаимодействия производится на основе последователь
ного учета корреляций. Характерно, что взаимодействие дефектов, 
учитываемое на корреляционной основе, имеет многочастичный харак
тер, независимо от того, какие силы взаимодействия (двух-, трех-
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частичные и т .д .)  включены в исходный микроскопический гамильто
ниан.

Это принципиально отличает теорию от подходов, в которых 
учитываются изолированные дефекты, что было бы эквивалентно в 
данной теории приближению среднего поля, когда любые старшие 
функции представляются произведением одночастичных.

Остановимся в заключение на интерпретации теории для кристал
ла в старших приближениях при К  У 2.

Самосогласованность теории, заключающаяся,в частности,и в 
том, что объем ячейки связан с концентрациями дефектов (уравне
ние (76 )), приводит к тому, что учет состояний ячейки, в которых 
она может содержать более двух частиц, приведет к росту объема 
ячейки. Можно предположить, что с ростом объема свободная энер
гия начнет зависеть не только от величины объема ячейки, но и от 
формы этого объема. Это позволяет надеяться, что высшие приближе
ния теории позволят описывать не только точечные дефекты, но и 
дефекты высших размерностей, в частности дислокации, поры, гра
ницы зерен и т .д . Вместе с тем следует отметить, что трудности 
конкретных вычислений с ростом К  быстро возрастают.
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