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К СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УПРУГИХ СВОЙСТВ 
КОНДЕНСИРОВАННЫХ СИСТЕМТеоретические исследования упругих свойств конденсиро­ванной фазы в кристаллическом состоянии главным образом опираются на динамические методы теории кристаллической решетки [1]. Статистика в этом случае базируется на моде­ли кристалла в виде системы независимых осцилляторов, а при учете энгармонизма также используется усреднение на основе гармонического приближения.Статистические же методы, основанные на использова­нии коррелятивных (частичных) функций распределения, привлекаются еще в недостаточной мере. Между тем при­менимость их в микроскопической теории упругости должна быть несомненной. В общем виде это было показано на при­мере расчета модулей упругости жидкостей с помощью из­вестных одноиндексных коррелятивных функций [2, 3]. К со­жалению, выход к конечным результатам все еще наталки­вается на принципиальные трудности из-за незнания явного вида функций распределения.В работах [4] были введены другие частичные функции распределения, пригодные для изучения конденсированных систем. Ниже показана возможность их использования в те­ории упругих свойств конденсированных систем как® жидкой, так и в твердой фазах и, в частности, для установления тем­пературной зависимости модулей упругости простых жидко­стей.В отличие от частичных функций распределения, опреде­ляющих безусловные вероятности конфигураций отдельных I руин частиц, используются частичные функции распределе­ния, выражающие условные вероятности: некоторая конфи­гурация произвольной группы частиц в одной ячейке систе­мы сопровождается определенным набором конфигураций вИЯк



других ячейках (объем ячейки равен молекулярному объе­му).Для описания отдельных состояний вводится последова­тельность двухиндекеных и трехиндексных функций распре­деления.Двухиндексная функция/7̂ ^ 1.. . . ,^ 8) (5 =  0, 1 , . .  /г;ге<^ЛГ; 
к —\, 2 , . . . ,  п; к) выражает плотность вероятно­сти того, что произвольная группа 5 молекул, находящихся в одной ячейке, расположена около точек <?',. . . ,  qs при ус­ловии, что остальные частицы распределены так, что в любой другой ячейке можно обнаружить не больше «Ь> частиц. Трехиндексная функция /^у {р1, ... . р8+Р) есть плотность вероятности того, что в произвольной ячейке ^¡, за исключе­нием избранной V\, содержащей р произвольных частиц око­ло координат «71, , . .  <7*% будет в частиц вблизи точек 

р1’ +1, ...,р Р +!1, а в остальных ячейках не больше «/г» частиц в каждой из них.Отличительной чертой метода условных распределений является принципиальная возможность вычисления конфигу­рационного интеграла по введенным двухиндексным функци­ям распределения. Для конденсированных сред вычисление конфигурационного интеграла может быть ограничено пер­выми тремя функциями. Они отвечают тем состояниям сис­темы, которые вносят основной вклад в статистическую сум­му. Это нашло свое подтверждение при рассмотрении жидко­стей и сжатых газов. Представляет интерес исследовать та­кую же возможность и для твердой фазы, в частности, на примере рассматриваемой ниже задачи.Для этого установим прежде всего распределение частиц некоторых типов идеальных кристаллических решеток по ячейкам метода условных распределений.Рассмотрим объемноцентрированную и гранецентриро­ванную кубические решетки, а также гексагональную решет­ку с плотной упаковкой частиц. Так как для о.цж. решетки число частиц, относящихся к параллелепипеду Браве, равно 2, для т.ц.к. решетки-4, для гексагональной плотной упаковки-6, то объем, приходящийся на одну частицу, как известно, мож- 
а3 а3но записать т>= V — и у= — а& соответственнодля перечисленных выше типов решеток ( а — параметр ре­шетки) .В качестве ячейки метода условных распределений при­мем кубическую ячейку, равную молекулярному объему.

а аСторона куба будет равна соответственно зТД, гдт и
У  2 у  4
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Объем физической системы представляется системой примыкающих друг к другу без образования пустот кубических ячеек.Возникает задача о расположении в этой системе кубиче­ских ячеек частиц, принадлежащих решеткам разных типов. Для решения такой задачи выбираем систему прямоугольных декартовых координат с началом в одном из узлов системы кубических ячеек. Оси координат совпадают с ребрами ^ку- бика. Одну из частиц решетки расположим в центре ячейки. Вычислим координаты узлов системы кубических ячеек и координаты частиц, относящихся к той или иной кристалли­ческой решетке.Сравнивая координаты частиц и узлов, устанавливаем принадлежность частиц к той или иной молекулярной ячейке и распределение частиц по всей системе ячеек.Так частицы объемноцентрированной кубической решетки в 64-х ячейках метода условных распределений распределе­ны таким образом, что 38 ячеек содержат по одной частице, в 8 ячейках находятся по две частицы, 18 ячеек пусты. М ак­симальное число частиц, которые могут войти в одну ячейку, равно 3.Для гранецентрированной решетки из 64-х ячеек одна ячейка содержит 4 частицы, 8 ячеек — по 2 частицы в каж ­дой ячейке, в 41 ячейке находится по одной частице и 14 ячеек являются пустыми. Максимальное число частиц в од­ной ячейке равно 4.Результаты аналогичных расчетов для гексагональной ре­шетки: из 192 ячеек 5 ячеек содержат но 2 частицы, 158 — по одной частице в каждой ячейке, 29 ячеек являются пусты­ми. Максимальное количество частиц, которые могут быть размещены в одной ячейке (при соответствующей ориента­ции решетки) равно 3.Учитывая, что рассмотренные гранецентрированная и гек­сагональная решетки являются плотно упакованными струк­турами, приходим к выводу, что при изучении кристалличес­ких тел можно ограничиться функциями Дц, ДД, Дгг-В указанном приближении, которое назовем как прибли­жение Д 12, найдем тензор напряжений и тензор модулей уп­ругости конденсированной среды. Кинетическая часть тензо­ра напряжений имеет вид
П  К И П
1 1 Иг — ¿7Т 12 (д) о1к ( 1 )Для жидкостей можно с известным приближением поло­жить Д 12 ~  —  и П™н приобретает известное выражение 
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Пкин1к =  — кТ  ,
V Як-Динамическая часть рассматривается для случая парного центрального взаимодействия, характеризуемого потенциа­лом Ф{\Я ~  Ч'\)- Тогда г — 'проекция средней силы, действу­ющей на частицу со стороны остальных частиц системы, имеет выражение:

 ̂ « \н-»> ' х к а г ) пкс1а (2)Здесь имеется в виду, что произвольная частица находитсяв объеме около точки я\ х г— компоненты вектора г; п— единичный вектор нормали к поверхности х, ограничивающий объем х>1\ V — объем всей системы,
~г =  Я ~  Я' {Я С  г»,; д' а  V  — тц); (3)

Р  ( г , Я) — / ф  (гГ Я) +  2 [  Р $  (7, я, Я') (1я I >  1
С другой стороны проекция силы может быть представ- лена в виде: ((> ПТ  пкс15 (4)Окончательно тензор напряжений имеет вид:

( Я ) = — к Т Р и (я) 8«. +  - у  (г, я) х 1х кй 7  (5)Тензор модулей упругости определяется путем рассмот­рения линейной реакции системы, подвергнутой изотермиче­ской деформации. При этом тензор напряжений в обычном смысле, т. е. как величина, обусловленная наложенной де­формацией и отсчитываемая от первоначального состояния среды, имеет вид:
а1к =  П /А (я) -  П д (д) =  \ ~ ---o 7 m u  +

V
(6)1 р ф ' (г) —*+  Р(г> Я) [ -  Х&кЪтп+Х&щ Кп +  Х кХ7 ш №  +

^ V—», '+  Д  Г л: £ 7 \ * Ь -2 „ Д  г ¿ Д  г ) 1 ' ^  " <1Г/ 'где И/ — компоненты вектора смещения. 118



Коэффициенты при образуют тензор четвертого ран­га, через который и выражается тензор модулей упругости.' В настоящем сообщении рассмотрим переход к изотроп­ной среде, что позволит в качестве приложения общих ре­зультатов получить температурную за!Висимость упругих ха­рактеристик простых жидкостей и, что представляется осо­бенно важным, проследить их связь с параметрами межмо­лекулярного взаимодействия.Для изотропной конденсированной среды оправдано при­ближение р< о 
Г  12 ^ р

' 1 1 ' —
V

(7)

±<р(г)
<1у>

(8)

Р ( г ,  д)В свою очередь
я*1<!) =  /=-1, 01)ЪЛ<Пя)В связи с тем, что среда изотропна и, следовательно, ф зависит лишь от расстояния между частицами, представля­ется возможным выполнить интегрирование по угловым пе­ременным. Для этого удобно воспользоваться равенствами

[5] <  п, пк >  =  4 -  8(-*
<  п ,п кп тп п >  =  ( № „ „  +  %т'>кп +  ьт*кт) (9)1о<  . .  .>  — означает усреднение по направлениям, равноверо­ятным для изотропной среды.Тогда формула для тензора напряжений примет вид:

( Ю )

+

г А7’ 002сс Г
1 « Зг>2 ]

Госогс р й / ф ' ( т15г»2 ср (г) г 5 йг0>оо
+  Т Г Т  {  ~ Г  ^  ф '  Ч* Лг  I Ь1тЬкп +  Ъ1пЪкт \15ц5 3 йг

Го
ддт
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Как известно, для изотропной среды
С'1Шп ~  Л  ̂ (ё1т%п +  ''»Ат), (11)где Л и р коэффициенты Ляме.Поэтому для модуля изотермического всестороннего ока- 
2ТНЯ Ат =  X +  —  ,х и модуля сдвига и получим ооответствеи- 

но

К г  =  —  4- 2,1 Г  Л /ф '(г)\
V +  М  О 2)

Го

2 00
,‘т = ^ ! А г {г ,ф ' (г» ^ г1“г а з )

ГоетсяАГп о м ош кТ и !и МОДУЛЬ всестоРоннего сжатия определи- помощью известного термодинамического соотношения/С =  К ,  — ^ (14)где
и имеет вид ■= 1 +

Гг» / дР  у
сЛт  \ д Т  ) А

кТ
V

Ка« известно
2тт 00 _  Г а  / ф  '(Г)9г»5 йг  \ г-Г.4- - Гг» / др у

¿V \ дТ /V '
Р« ~ Рг = Р

? (г) гв йг +

(15)
Ф является достаточноТочное определение вида функции
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?(/■)

о
г -  г о

' о1
Г <  г0

г0 < г < Ь  , 
г >  Ь

(16)
где Ь =  рг0, V ** — ■ к /'о3О[4] Параметр р определяется из условия фазового перехода

1 4
4 ж ( I Г ^ ^ .1г  ̂- Ф (г) ( Iг  | г2 г/г —) ) Л Лг т& 74 \ •- г/г (17)

В случае неполярной жидкости, если использовать потен­циал Леннарда—ДжонсаФ М - 4 . ( — • 0«)для р получим из (17) выражение
7>о4 (19)Подставляя (16) и (19) в выражения (13) и (15), полу­чим окончательно для модулей упругости жидкости следую­щие формулы:

кя 1гТ
V

+

9А Г о2 ' 1 ( 3■ 104 г05 2 \ г0
Гг» (°Р \2

+
V

¿Га2
с г, 1 дТ ) 7 г 5 ' г0

-  1
л  
6

а
Гп

( 20 )

(21)Нужно отметить, что полученная формула для модуля сдвига относится к случаю быстрого нагружения, когда сот^>1 (со— частота изменения внешней силы, т — максвел­ловское время релаксации).В таблице 1 в качестве примера приведены численные значения для четыреххлористото углерода при различ­ных температурах (на кривой фазового равновесия), что, учитывая принятые приближения, находится в удовлетвори­тельном согласии с опытными данными [6].Такой же общий характер изменения К $ с температурой имеет место и для других жидкостей, что опять-таки нахо­дится в соответствии с экспериментальными данными-
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Таблица 1
1° с 20 40 60 80 100 120 140

Ю-10 /Дте°р дн/см2 0,96 0,93 0,90 0,86 0,81 0,75 0,69
К Г 10 Лу*ксп дн/см2 1,46 1,26 1,07 0,91 0,76 0,63 0,51

Характер изменения модуля сдвига в зависимости от тем­пературы вдоль кривой фазового равновесия иллюстрирует­ся на примере четыреххлористого углерода (Таблица 2).Таблица 2
(° С 20 40 60 80 100 120 МО

10-9 ¡а дн/см- 3,60 3,51 3,36 3,26 3,06 2,87 2,65
В работах Б. В. Дерягина и его сотрудников [7] получены экспериментальные значения модуля сдвига двух неполярных жидкостей (ССЦ и СбНв) на частоте (о =  7,44-104 гц, не удов­летворяющей соотношению о х |г> 1 (Необходимая частота должна по Френкелю иметь порядок 10!0 гц).Однако небезынтересно отметить, что отношение экопери-, 1 гог4 Р Н С С 1 4 _  , 77ментальных модулей сдвига при ¿ =  15 С — =  1,//.

(1 (со) С 6Н 6что обнаруживает хорошее совпадение с отношением теоре­тических модулей сдвига равным 1,87, хотя абсолютные ве­личины отличаются на несколько порядков. Следует счи­тать, что найденное выражение (20) представляет собою предельное значение.В критической точке, как показывают расчеты, Кт == 0. Так и должно быть в соответствии с известным положением термодинамики. При этом в критической точке
Кя —

Ту_
Су

(22)Таким образом, получены общие выражения для упругих характеристик конденсированных сред, содержащие инфор­мацию о зависимости их от температуры и параметров меж­молекулярного взаимодействия. Для простых жидкостей приведены формулы, дающие явное выражение указанной зависимости вдоль кривой фазового равновесия.122
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