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РАЗРЕШИМОМ С ПОМОЩЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОНТОРОВИЧА —

ЛЕБЕДЕВА

В настоящей работе дается схема исследования нового класса интегральных уравнений вто­
рого рода с двумя ядрами типа свертки Конторовича — Лебедева с достаточными условиями 
разрешимости.

Рассмотрим уравнение

f{t) + U * m 1)(t) + ( f*m 2)(t)l = g{t), 0 ^ t  < со, (1)

в классе функций ГгЩ+) П Li/i2(R+) П 2(R +)i 1/2  < v < 1 , 1 ^  д < 1 +  £о> S'o > О? где
СО оо

1 f t  ty Уи ut
(/*77ii)(t) =  — I / е  2“ 2t f(u)rrn(y)dudy, (2)

О о
оо

J  т sh пт К  i r ( t ) F ( T )  К  !T[m2] dr. (3)
о

Функция F ( t ) определяется следующим образом:
ОО

Р(т)~ J K{r , u) f (u)du , (4)
о

где

К  (г, u) = J  (—и ch: sin тх dx , (5)

a KiT[m2] — преобразование Конторовича •— Лебедева функции т 2, которое определим по 
формуле

к м  =

I<ir{x)f(x) dx , О < v < 1 ,

ОО

lim /  KiT(x )f(x )x£dx , 1 ^  г/ < 1 +£о> 0 < е ^  £о!e->0+ J

(6)

где f(x )  £ L„.2(R +), А',г (а:) — функция Макдональда [1].
Через Ej/j2(R+) обозначено пространство суммируемых с квадратом функций с весом ж2"-1 ,

/ 7  _ \ 1/2норма которого определяется формулой ||/||̂ ,2 =  ! / т 21' 1\f{x)\2dx j . Заметим, что в слу-
о

чае v =  1/2  пространство L„i2(R+) совпадает с пространством L2(R+).
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Кроме того, предположим, что преобразование Конторовича — Лебедева (6) М2 (ж) функ­
ции m2(i) принадлежит классу ТДже^7''-5)*; R +), 0 ^  <5 < тт/2, и

1 +  Mi (ж) ±  гМ2(ж) ф 0. (7)

Свертка (2) для преобразования Конторовича — Лебедева была установлена в работе [2]. 
Свойства этой свертки подробно исследованы в монографиях [3, 4]. В частности, показано [4], 
что свертка (2) функций f{x).g{x)  6 L2(R+) существует и принадлежит Xi/)2(R+ ), где v > 1 / 2 . 
Кроме того, когда 1/2 < и < 1 , справедливо факторизационное равенство

KiT[(f * 9)] =  I<iT[f\Kir[g]

и равенство

(/*5)0*0 =
ТГ2Ж

оо

J т sh ITTKiT(ж)K ir[f]KiT[g] dr

(8)

(9)

для любого ж > 0, где интеграл (9) абсолютно сходится.
Заметим, что равенство (9) позволяет определить свертку (2) как обратное преобразование 

Конторовича — Лебедева [4] функции К)т[/]К\т[д]. Аналогично определено второе ядро (3) 
как обратное преобразование Конторовича — Лебедева функции Р(т)К{т[д].

З а м е ч а н и е .  Функцию К  (г, и) можно выразить через известные специальные функции [1 , 
5] в следующем виде: К{т,и) =  (е~и/т) 2F2(l/2 , 1; 1 -  гт, 1 +  т; 2и) -  7г[/,у(и) + /_,>(u)]/(2sh яг).

л th  7ГТ
Используя интегральное представление 2.16.7.9 [6], можем записать К(т,и) =  ----- ------ х

ОО

/
eyK ir(y) 

у - и
du.

Т е о р е м а  1 . Пусть /(ж) G L2(R+), G(x) — преобразование Конторовича — Лебедева (6) 
функции д{у) и С(х) 6 T i^ e (7r- <5)a;;R +), где 0 ^  5 < тг/2. Тогда свертка (3) функций /(ж) и 
д(х) существует и принадлежит i 1/j2(R+), где и > 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся следующей оценкой [4]:

\Kir{x)\ е SrK q{x cos8), 0 ^  <5 < тг/2. 

Предварительно оценив |F (r) | с помощью неравенства Гельдера

\ И2
И г )1 < II/II2 (  J  K q{u) du

( 10)

( И )

l̂ k Q I J1  ̂j
будем иметь |(/*р)(ж)| < С ----—----- n l / I MI ^ I I ^ ^ e ^ - ^ R+p  С > 0. Тогда при условиях тео­
ремы получим

со  ̂̂ 2 со j ̂ 2

\\fig\\*,2= ( / x ^ - 'K f i g K x t f d x )  <C\\f\\2\\G\\Ll{xe^-s>.R+)( J  x2i/~3K q(x cosS) dx'j .

Учитывая асимптотические свойства функции Макдональда [4, 1]

К  и (ж) — О ( е ж -* Too,

К„{х) = 0 { х ~ ^ ) ,  иф  0, А'о(ж) =  О (In ж), ж —► ОТ,

(12)

(13)

молено заключить, что интеграл в правой части последнего неравенства сходится при v > 1 . 
Теорема доказана.
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Л е м м а  1 . Пусть f(x )  £ Ьг(R-+)- Тогда преобразование (4) функции f(x )  существует и 
представимо в виде

F{x) = \ J ^ Fs{T-,L {f{x);chu}}, (14)

где Fs — оператор синус-преобразования Фурье, a L — оператор Лапласа от функции f(x),  
вычисленный в точке р = ch и, кроме того, F(x) £ 1-2 (R+).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу оценки (1 1 ) на основании теоремы Фубини можем поменять 
порядок интегрирования и получим (14). Применяя обобщенное неравенство Минковского, 
покажем, что [Lf](chu) £ ДДКч-)- Действительно,

т к с ъ и )
оо со

- ( / ! / •
—х ch и f { x ) dx

2 ч 1/2
du ) £

ОО ОО

J  |/(* )| <** ( у  < -2а; ch i du
1/2

£

/ Г  \  1/2 /—
< W f h y J  K 0(2x)dx j  = ^ | | / | | 2.

о
Последнее равенство следует из формулы 2.16.2.1 [6]. Далее, исходя из равенства Парсеваля 
[7] для композиции (14), можем заключить, что F(r) £ Хг(К+). Лемма доказана.

Т е о р е м а  2. Пусть f(x ) ,g (x)  £ I^ R -f)-  Тогда преобразование Конторовича — Лебедева 
(6) свертки (3) существует и справедливо факторизационное равенство

Kir[(f*g)] =  F (r)K iT[g]. (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Эво : 1 ^ ц < 1 + е о > 0 < £ ^ £ о -  Тогда
ОО ОО

Kir[(/*#)]=  lim /  K lT(x)—  xe~l /  p,s\nhnpKiJx)F(p)KiJg\dpdx = 
e-Ю  J  TT̂  J

0 0
oo oo

= lim / ysinh прР{р)К{Пд)ар~ [  KiT(x )K iJx )xe~1dx.
£-+0 J  r  J

о о
Изменение порядка интегрирования законно на основании теоремы Фубини в силу абсолютной 
сходимости последнего интеграла, которую покажем ниже. Вычисляя внутренний интеграл 
по формуле 2.16.33.2 из [6], после применения формулы дополнения для гамма-функции [5] и 
разложения полученной дроби на простые дроби, будем иметь

ОО

Kir[(f*g)] = lim -  /  sgnpF(p)K ilt[g]
£—lO 7Г J

2£ 1esh7r/i

p ( s + ijr  + p) + 1 £ + i ( r -  p) +  1

тггГ(е +  1)(£2 +  (r -  p ) 2)

oo

dp — lim — / sgnpF(p)KiJg]x
£-40 7Г J

x-
2e 1£sh7rp . ( £ + i{T + p) s + i(r — p)

V 2 +  ’ 2 +
dp.тггГ(е +  l)(e2 +  (r + p)2)

Совершив замену переменной p — r —et в первом интеграле и р =  st — т во втором, в результате 
несложных преобразований приходим к соотношению

KiA(f*g)] -  lim

л
___  Г Sgn(r -  et)F(r  -  et)KpT_tt)[g\

6-4о 7гГ(г +  1 ) J  1 -\-t2 х
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smh 7г(т — et)
x ---------------- -

КТ
Г е -H (2r  -  <rt) e +  iei Л

------- I --------+  1 ’ ~ 2“ + 1 j (16)

Из асимптотической формулы для гамма-функции [5] |Г(ж -f iy) | =  л/2я:|у|;г~1/ 2е_7Г̂ / 2(1 -f 
0 (1 /у)), jуj —у оо, следует, что при t —> оо произведение гамма-функций в (16) равно 
О ( |/|3+2£е_7Г1т“е4/21_,г^ / 21) , г > 0, 0 «: £ < £о. Далее, используя формулы (10), (11), лем­
му 1 , можем оценить абсолютную величину подынтегрального выражения в (16) следующим 
выражением:

С \t\2+2s 
кт 1 +  t2 exp ^7г|г -  et\ — к et t

7 ~ ~2
— 7Г

e 2
-  <5|т- — е̂ | , С  > 0, 0 < & < 0 е < so, т > 0.

Выбираем такое S £ [0, 7г/‘2), чтобы интеграл (16) абсолютно и равномерно по г 1> 0, т £ R + 
сходился. Тогда на основании мажорантной теоремы Лебега о предельном переходе под знаком

интеграла [7] будем иметь 7чт[(/% )] =  F ( t ) K ir[g]
Г(1 +  г'г)Г(1 — гг)

sh кт~кт
dt

------Приме-1 + г2 F
няя формулу дополнения для гамма-функции [5], получим (15). Теорема доказана.

Используя свойства сверток (2), (3), теорему 1 , формулы (8), (15), применим преобразова­
ние Конторовича — Лебедева (6) к уравнению (1) и сведем его к виду

F(x) +  M\{x)F(x) +  M i(x)F(x)  =  G{x), -оо  < x < оо, (17)

в классе функций К T(7/2(R+) П Ty)2(R+) П TMi2(R+)), 1/2 < v < 1, 1 ^  р < 1 + £ q, So > 0 
(обозначим (К L)).

В книге [4] описывается область значения

K L (L U,V) =  {д: д{т) = K ir[f], /  £ I „ lP(R+)} , v < 1, р > 1, (18)

преобразования Конторовича — Лебедева (6) функций пространства Ll/iP(R +), v < 1, р ^  1 . 
Показано, для того чтобы д{т) £ KL(L„tP), 0 < v < 1, 1 ^  р, необходимо и достаточно, чтобы

д{т) £ I r (R+), 1 ^  г < ос, l.i.m.(7ep) £ i ^ p(R +). (19)

Кроме того, формула обращения преобразования Конторовича — Лебедева устанавливается 
следующим образом:

f (x )  = l.i.m.(I£g)(x), х > 0, (20)

где (Lg){x) определяется по формуле (1ед)(х) = ж2х 1-е rsh((7r-e)r)A 'tT(z)y(r)dr, е £ (0, тг)
о

и предел в (19), (20) понимается по норме пространства L^tP(R,+).
Также показано [4], что преобразование Конторовича — Лебедева (6) функций простран­

ства I/„iP(R+), v < 1, р ^  1, является бесконечно дифференцируемой функцией и, следова­
тельно, удовлетворяет условию Гёльдера [8] с любым показателем А ^  1 .

Уравнения (1) и (17) равносильны, так как оператор Конторовича -— Лебедева, действую­
щий из пространства £з(К +) nZ.„)2(R-f) H l ^ ^ R f ), 1/2  < и < I, 1 ^  р < 1 +  £г0, £о > 0, в про­
странство (K L ), можно рассматривать как сужение прежнего оператора KiT[f]: R+) —>■
К Т (7/^2(R+))i 0 < v < 1 , и обратный оператор может быть определен по формуле (20) со 
сходимостью по норме пространства £ 2(R+)- 

Рассмотрим функцию
ОО

к м K lz(x)f{x) dz (21)

Л е м м а  2. Пусть f(x )  £ Ьи̂ {^+ ),  0 < м < 1. Тогда Kiz[f] — аналитическая функция в 
полосе |Im z\ < 1 — v.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что функция Kiz[f] является непрерывно дифференциру­
емой в полосе |Im z\ < 1 — м, а следовательно, и аналитической в этой полосе, т. е. подынте­
гральная функция в (2 1) имеет непрерывную производную по параметру и интеграл от нее 
равномерно сходится.

Используем формулу [4]

iS+oо
Лф(т) =  ~ ^  e-*co3hP+'zl3dp, S G [0,тг/2). (22)

i S  —  OO

Очевидно, подынтегральная функция в (22) имеет непрерывную производную по л и ин­
теграл от нее равномерно сходится, так как, сделав замену переменной /3 — и +  i§, будем 
иметь

го+ оо

и
г£—оо

э—х ch {3~\-iz6(г/З) df3
i5 4-со

jr z+tlm z)(u+iS)

«5—00

э—5R e 2:

«с
ooJ e-xcosSchu-ulmz^ u2 + S2 dut

t . e. R’iz(x) — непрерывно дифференцируемая функция, и справедлива оценка

dz R iz (®) ^ 26
— 5|R e

оо

г! J  e- xcosSchu- ulmzy/u2 + S2 du (23)

(можем записать |Rez| в силу четности функции Макдональда [1]).
Оценим следующий интеграл, применяя неравенство Гёльдера, обобщенное неравенство 

Минковского и оценку (23), когда /(ж) £ L^2(R +), 0 < и < 1. Получим

СО ОО

J  ~ K iz(x )f(x )dx  < ( ^ j &iz (^)
\  1/2

Ж1 ||/ |ф ,2 ^

СО оо

£ ( / т 1- 2" 1
о

'  cos 5 ch и—<5 [Re z| —ulm  г  ^ / ^ 2  £2
2 ч 1/2

da: j у,2 £
-оо

^  ^ - г|Нег|| | / 1ф,2 J  e~uJmzV u 2 + 62d u ( ^ f  e-*"».S&ux i-2*
\  i/2

ж1  ̂dx j ^
о

oo

SC I e-<5!ReM(2Cos^)l"-1r 1/2(2 — 2^)11/ 11̂ 2 / e~ulmzdxu~x ил/и2 + S2 du.

Интеграл в последнем равенстве сходится, когда |Imz| < 1 — и. Лемма доказана.
Установим связь интеграла (21) с интегралом типа Коши [8] по действительной оси с 

плотностью F (t ), т £ R  (мы можем рассматривать интеграл (21) для г £ R  в силу чет­

ности функции Макдональда). Пусть /(ж) £ Хг(П+)- Тогда 63/дем иметь 1 f  F(r)
2ni /  г  — z dr

1
2жг

ОО ОО

i /  т Ы
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Воспользовавшись следующим представлением для функции Макдональда [1]: K{T(t) —

U '
iru—l ch и du, t > 0, поменяв порядок интегрирования в полученном повторном интеграле

в силу абсолютной сходимости, можем представить интеграл типа Коши в следующем виде:

СО оо

h  У  A — 6  /  a -
— oo 0 —оо —оо 0 0 —со

В зависимости от того, в какой полуплоскости лежит z, будем иметь:
ОО ОО ОО

а) пусть Imz > 0. Тогда —̂  dr =  -  f  f( t )  [  e~tchu+luzdudt,
2тгг J т -  z 2 J J

—oo О О
оо оо О

б) пусть Im г < 0. Тогда ~  J dr =  - 1  |  f( t )  j e~tchu+iuzdudt.
—оо 0 —оо

Так как интеграл типа Коши представляет собой аналитическую функцию в плоскости с 
разрезом по действительной оси, тогда функции, определенные по формулам

ОО ОО

F +(z) = Ĵ f( t)  J e~tchu+iuzdudt,
о о

oo 0

F-(z) =-\j № — £ ch u + tu z dudt,

(24)

(25)

будут аналитическими соответственно в верхней и нижней полуплоскостях. Кроме того, можем 
записать формулы Сохоцкого:

F+(x) -  F ~(x) = F(x), F +(x) +  F"(x) =  iF(x).

Введем следующие классы:

(26)

OO OO

(K L )+ = { f +(x ) = ± J f ( t )  J e - tchu+i™dudt}, (K L )-  = S[ F-(x) = - ^ J f ( t )  J e ~ tchu+iuxdudt},
0 —oo

где f(t )  G T2(R+) 61 L1/j2(R+) П .£/^2(1^+)) 1/2 < v < 1, 1 ^ /i < 1 +  Cot Co > 0.
Т е о р е м а  3. Для того чтобы заданная на действительной оси функция F(x) из (K L ) 

принадлежала классу (K L )+ ((K L )~),  необходимо и достаточно, чтобы

оо О

J mJ
00 00

—t ch u+iux dudt =  0 Vx € R, (̂ j f(t) J e~tchu+iuxdudt =  0 Vx G R Xj . (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай (K L)+.
OO

Необходимость. Пусть F{x)  принадлежит классу (KL) + . Тогда F(x) =  F + (x) =  ^ /  /(O x

00

/
э—t ch u+iux 1 г -

dudt =  --F(x) +  -F (x ) . Отсюда имеем: F(x) =  ?F(x), и из второй формулы Со-2 2

ходкого (26) следует, что F - (х) =  0, т. е. выполняется условие (27).

42



Достаточность. Если выполняется условие (27), тогда из первой формулы Сохоцкого (26) 
следует, что F + (t) =  F(x)  принадлежит классу ( К L)+. Теорема доказана.

Введем кусочно аналитическую функцию, заданную интегралом типа Коши, плотностью 
которого служит искомое решение уравнения (17):

СО

f ’« = 2 Ы т ^ * -  <28>
— ОО

Согласно формулам (24), (25), предельные значения функции F(z)  принадлежат классам 
(К Ь)+ и (К L )~ . Внося значения F (x ) и F(x)  из (26) в уравнение (17) и решая его относи­
тельно F^(x) ,  получим, что кусочно аналитическая функция F(z)  должна являться решением 
краевой задачи Римана:

где

F +(x) = D(x)F  (х) + Н( х ), — оо < х < оо,

с м

(29)

(30)1 + М\(х) — {МДх) ’ “  v“'/ 1 + Mi (ж) -  гМг(х) ’
Заметим, что функция, представимая интегралом Конторовича — Лебедева, исчезает на 

бесконечности [4].
Уравнение (17) и задача (29) равносильны в следующим смысле: если F{z), представимая в 

виде (24), (25), есть общее решение краевой задачи (29), то функция F(x) из (26) есть решение 
уравнения (17); обратно, если F(x) — общее решение уравнения (17), то интеграл типа Коши 
(28) есть решение задачи Римана (29), представимое в виде (24), (25).

Краевая задача Римана подробно изучена в [8]. Сформулируем результаты для полуплос­
кости в классе исчезающих на бесконечности функций.

Если индекс задачи к > 0, то однородная и неоднородная задачи Римана (29) безусловно 
разрешимы и их решения

PK-i{z) 'H * ) = X{z) Ф(г) + (z -f i)K\ ’ (31)

где PK-i(z)  — произвольный многочлен степени к —1, зависят от к. произвольных комплексных 
постоянных. Если к ^ 0, то однородная задача имеет лишь нулевое решение, а неоднородная 
задача при соблюдении |к| условий

ОО

/
dtД (0 _____

X+{t) (t + iy
=  0, т  =  1 , . . .  , |к|, (32)

имеет единственное решение
F{z) = Х(*)Ф(*). (33)

Учитывая, что выполнено условие нормальности (7), выпишем все необходимые формулы:

,Y+ (z) =  er+<*>, X~( z)  =
z + i

вг-(«)

оо оо оо и
Г+(г) =  I y*7 (i) j eiuz~tchududt, Г "(г) = ~ \  J  7(0 J eiuz~tchudud t,

(34)

(35)

ОО

! г а
7 (ж) =  —~  I TshirrKiT(x)\n

7Г̂ Х т +  г D ( t ) dr, (36)
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* + М  =  \ fv(‘)I =  -\J V(t) I  e*i u z —t ch и dudt, (37)

¥>(*)
2 /' . .  . . Я (г) ,
V  / Г sh 7ГтК{т(х) Q7~.2г. J7T*X X+(t) (38)

Исходя из сказанного выше, можем сформулировать следующий результат исследования.
гп I 7п -1 1 ЛТЛз?) -f- ?Лф)(2')  ̂ ^I е о р е м а  4. Ьслг/ индекс к =  Ind ----- - . ,----положителен, то однородное урав-

1 +  Мх(х) -  гМ2(х) у
нение (1) (д — 0) имеет ровно к линейно независимых решений, а неоднородное уравнение 
безусловно разрешимо и его решение зависит огп к произвольных комплексных постоянных.

В случае к ^  0 однородное уравнение не имеет отличных от нуля решений. Неоднород­
ное уравнение при к = 0 безусловно разрешимо, причем решение единственно. Когда индекс 
отрицателен, условия (32) необходимы и достаточны для разрешимости неоднородного урав­
нения.

Во всех случаях, когда решение уравнения (1) существует, его можно найти по формуле

ОО

/ ( 0  =  f  Т sh КТ К  iT(t)(F+ (г) -  F~ (т)) dr, 0 < t < оо, (39)

где F +(x),F~(x)  — предельные значения построенного по формулам (31), (33) — (38) реше­
ния задачи Римана (29) и интеграл в правой части (39) сходится в среднем квадратичном.

Автор выражает признательность научному руководителю С. Б. Якубовичу за постановку 
задачи и ряд ценных советов и замечаний.

Summary

An integral equation with two convolutions is investigated. It can be reduced to the Riemann boundary value 
problem by means of the Kontorovich-Lebedev transform. One of the convolution is the Kontorovich-Lebedev. 
Necessary properties of them are established. The connection between Cauchy’s type integral and the Kontorovich- 
Lebedev integral is obtained.
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