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РЕДУКТИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА С РАЗРЕШИМОЙ ГРУППОЙ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ, НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ 
Во введении указан объект исследования – связности на редуктивных пространствах. В случае, 

если на многообразии транзитивно действует группа Ли, такое многообразие называется однород-
ным пространством, если однородное пространство является редуктивным, то оно всегда допус-
кает инвариантную связность. Если же существует хотя бы одна инвариантная аффинная связность, 
то пространство является изотропно-точным.  

Цель работы – изучение трехмерных редуктивных однородных пространств, не допускающих 
эквиаффинных связностей. Рассматривается случай изотропно-точных пространств, на которых 
действует разрешимая группа преобразований. Для трехмерных редуктивных однородных про-
странств, допускающих нормальную связность, изучается вопрос, при каких условиях данное 
пространство не допускает эквиаффинных связностей. Определены основные понятия: однородное 
пространство, аффинная (инвариантная) связность, тензор кручения, тензор кривизны, тензор Риччи, 
редуктивное пространство, алгебра голономии, нормальная связность, эквиаффинная связность. 
В основной части работы найдены и приведены в явном виде трехмерные редуктивные однород-
ные пространства, допускающие нормальную связность, но не допускающие эквиаффинную, что 
эквивалентно описанию соответствующих эффективных пар алгебр Ли. Дополнительно выписаны 
сами инвариантные связности и тензоры Риччи.  

Ключевые слова: группа преобразований, редуктивное пространство, нормальная связность, 
тензор Риччи, эквиаффинная связность. 
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REDUCTIVE SPACES WITH A SOLVABLE GROUP OF TRANSFORMATIONS 
THAT DO NOT ADMIT EQUIAFFINE CONNECTIONS 

In the introduction, the object of research is indicated – connections on reductive spaces. If a Lie 
group acts transitively on a manifold, such manifold is called the homogeneous space, if a homogeneous 
space is reductive, then it always admits invariant connection. If there exists at least one invariant affine 
connection, then the space is isotropically-faithful.  

The aim of the work is to study three-dimensional reductive homogeneous spaces that do not admit 
equiaffine connections. The case of isotropically-faithful spaces on which a solvable group of transfor-
mations operates is considered. For three-dimensional reductive homogeneous spaces admitting normal 
connection, the question is studied under what conditions this space does not admit equiaffine connec-
tions. The basic notions are defined: homogeneous space, affine (invariant) connection, torsion tensor, 
curvature tensor, Ricci tensor, reductive space, holonomy algebra, normal connection, equiaffine con-
nection. In the main part of the work, three-dimensional reductive homogeneous spaces that admit nor-
mal connection but do not admit equiaffine are found and explicitly presented, which is equivalent to 
describing the corresponding effective pairs of Lie algebras. Additionally, the invariant connections and 
Ricci tensors themselves are written out. 

Keywords: group of transformations, reductive space, normal connection, Ricci tensor, equiaffine 
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Введение. Класс пространств с симметриче-
ским тензором Риччи значительно шире класса 
римановых пространств, это так называемые про-
странства эквиаффинной связности. Они, в сущ-
ности, не обладают метрикой, но в их касательных 
пространствах можно ввести измерение объемов 
так, чтобы объем n-мерного параллелепипеда, 
построенного на n векторах, сохранялся при па-
раллельном перенесении этих векторов по любо-
му пути. Цель работы – определить простран-
ства, не допускающие эквиаффинных связностей. 

Инвариантные связности на редуктивных од-
нородных пространствах изучались П. К. Рашев-
ским, М. Куритой, Э. Б. Винбергом, Ш. Кобаяси, 
К. Номидзу [1] и др. В статье исследуется суще-
ствование и свойства инвариантных связностей на 
однородных пространствах. Результаты Вана [2] 
применяются к ситуации, когда существует ин-
вариантная структура на редуктивном однород-
ном пространстве.  

Аффинная связность является эквиаффин-
ной, если допускает параллельную форму объе-
ма (см. [3]). Трехмерные редуктивные однородные 
пространства разрешимых групп Ли изучались в 
работе [4]. В данной публикации определяется, при 
каких условиях пространство допускает нормаль-
ную связность, но не допускает эквиаффинную. 

Основная часть. Пусть M  – дифференци-
руемое многообразие, на котором транзитивно 
действует группа G , = xG G  – стабилизатор про-
извольной точки x M∈ , g  – алгебра Ли группы 
Ли G , а g  – подалгебра, соответствующая под-
группе .G  

Пространство /G G  редуктивно, если алгеб-
ра Ли g  может быть разложена в прямую сумму 
векторных пространств – алгебры Ли g  и ad(G)-ин- 
вариантного подпространства m , т. е. если 

m,gg +=  0=∩ mg , mm ⊂)ad(G  Второе усло-
вие влечет mmg, ⊂][  и наоборот, если G  связна. 
Там, где это не будет вызывать разночтения, бу-
дем отождествлять подпространство, дополни-
тельное к g  в g , и факторпространство ggm /= . 
Аффинной связностью на паре ( gg, ) называет-
ся такое отображение ),(: mglg →Λ  что его ог-
раничение на g  есть изотропное представление 
подалгебры g, а все отображение является g-ин-
вариантным. Если /G G  редуктивно, то оно всегда 
допускает инвариантную связность и линейное 
представление изотропии для G  всегда точное. 
Тензор кручения )(1

2 mInvTT ∈  и тензор кривиз-
ны )(1

3 mInvTR ∈  имеют вид  

[ ] ;,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ  

[ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm  

для всех ., g∈yx  
Будем говорить, что Λ  имеет нулевое кручение 

или является связностью без кручения, если = 0.T  

Определим тензор Риччи: Ric (y, z) = tr{x R(x, y) z}. 
Алгебра Ли *h  группы голономии инвариантной 
связности )(3,: glg →Λ  на паре ( gg, ) – это 
подалгебра алгебры Ли )(3,gl  следующего ви-
да: ,]]),([),([]),([ +ΛΛ+Λ+ VVV ggg  где V  – 
подпространство, порожденное множеством 

}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx Положим a рав-
ной подалгебре в gl(3, ), порожденной {Λ(x) | x∈g}. 
Связность нормальна, если ah =* . Понятие нор-
мальной связности ввел Э. Картан (для риманова 
многообразия, см. [5]). Будем говорить, что аф-
финная связность Λ  является локально эквиаф-
финной, если tr ([ , ]) = 0x yΛ  для всех ,x y ∈ g , то 
есть ([ , ]) ( )Λ ⊂g g sl m  Аффинная связность Λ  с 
нулевым кручением имеет симметрический тен-
зор Риччи тогда и только тогда, когда она локаль-
но эквиаффинна. 

Под эквиаффинной связностью будем пони-
мать аффинную связность Λ  (без кручения), для 
которой tr ( ) = 0xΛ  для всех x∈ g . В этом случае 
очевидно, что ( ) ( ).Λ ⊂g sl m  

Будем описывать пару (g, g) при помощи табли-
цы умножения алгебры g, через {e1, …, en, u1, u2, u3} 
обозначим базис g  ( = dim )n g . Будем полагать, 
что подалгебра g порождается векторами e1, …, en, 
а 1 2 3{ , , }u u u – базис m.  Для нумерации подалгебр 
используем запись . ,d n  а для нумерации пар – 
запись . . ,d n m  соответствующие приведенным в 
статье [4], здесь d  – размерность подалгебры, n – 
номер подалгебры в )(3,gl , а m – номер пары 
( gg, ). 

Теорема. Все трехмерные редуктивные од-
нородные пространства, допускающие нормаль-
ную связность, но не допускающие эквиаффинную, 
такие, что g  разрешима, а 1g >dim , локально 
имеют следующий вид:  
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Доказательство для случая нормальной связ-
ности приведено в работе [4]. Выберем из про-
странств, найденных в [4], те, которые не допус-
кают эквиаффинных связностей.  

Будем описывать связность через образы ба-
зисных векторов 1( ),uΛ 2( ),uΛ 3( ).uΛ  В частности, 
для пар 2.9.4 (µ = 0), 2.9.5, 2.9.6, 2.9.7 аффинные 
связности имеют вид  

12 13

1

0
( ) 0 0 0 ,

0 0 0

p p
u

 
 Λ =  
 
 
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 
 

 
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 + 

 

где , ,i jp , ,i jq ,i jr ∈ , , = 1,3.i j  В табл. 1 приведе-
ны тензоры кручения указанных связностей.  

Таблица 1  
Тензоры кручения 

Пара Тензоры кручения T (u1, u2), T (u1, u3), T (u2, u3)  
2.9.4 при 
µ = 0 

12 11 13 11

23 22 11 12

( 1,0,0), ( ,0,0),
(0, , 1)

p q p r
q r q p

− − −
− − +

 

2.9.5, 2.9.6 12 11 13 11

23 22 11 12

( ,0,0), ( ,0,0),
(0, , )

p q p r
q r q p

− −
− − −α

 

2.9.7 12 11 13 11

23 22 11 12

( ,0,0), ( ,0,0),
(0, 1, )

p q p r
q r q p

− −
− − −

 

 
Находим тензоры Риччи (см. табл. 2). Тогда 

локально эквиаффинные связности (без кручения) 
на трехмерных редуктивных однородных про-
странствах разрешимых групп Ли, приведенных 
в теореме, принимают вид, записанный в табл. 3. 

Во всех приведенных случаях 1tr ( ) 0eΛ ≠ , по-
этому пары не допускают эквиаффинных связ-
ностей. Прямыми вычислениями получаем, что 
других трехмерных редуктивных однородных 
пространств, допускающих нормальную связность, 
но не допускающих эквиаффинную, таких, что 
g  разрешима, а 1g >dim , не существует. 

 
Таблица 2  

Тензоры Риччи 
Пара Тензоры Риччи 
2.9.4 
при 
µ = 0 1,2 1,1 1,2 2,2 1,2 1,2 2,3 1,3 1,1

2
1,2 1,3 1,2 2,3 1,2 1,1 1,2 2,2 2,2 1,2 2,3 1,3 1,3 2,3 1,1 2,3 2,2 2,3 2,3 1,1 2,3 2,2 2,3

0 0 0
0 2 2 2 2 2
0

p q p q p p q p r
p p p q p r p r r p r p p q q r q r q r q r r

 
 − + − − − 
 + − + + + + − + + − + 

 

2.9.5 

1,2 1,1 1,2 2,2 1,1 1,2 2,3

2,2 1,2 1,3 1,2 2,3 1,2 1,1 1,2 2,2

2
2,3 1,2 2,3 1,3 1,3 2,3 1,1 2,3 2,2 2,3 2,3 1,1 2,3 2,2

0 0 0
0 2 2 2 ,
0

1

p q p q q p q
q p p p q p r p r S

S q p r p p q q r q r q r q r

 
 − + α + 
 −α + + − + 
= −α + + + − + + − −

 

2.9.6 

1,2 1,1 1,2 2,2 1,1 1,2 2,3

2,2 1,2 1,3 1,2 2,3 1,2 1,1 1,2 2,2

2
2,3 1,2 2,3 1,3 1,3 2,3 1,1 2,3 2,2 2,3 2,3 1,1 2,3 2,2

0 0 0
0 2 2 2 ,
0

1

S
p q p q q p q

q p p p q p r p r

S q p r p p q q r q r q r q r

 
 − + α + 
 −α + + − + 
= −α + + + − + + − +

 

2.9.7 

1,2 1,1 1,2 2,2 1,2 2,3 1,1
2

1,2 1,3 1,2 2,3 1,2 1,1 1,2 2,2 2,2 1,2 2,3 1,3 1,3 2,3 1,1 2,3 2,2 2,3 2,3 1,1 2,3 2,2 2,3

0 0 0
0 2 2 2
0

p q p q p q q
p p p q p r p r q p r p p q q r q r q r q r q

 
 − + + 
 + − + − + + − + + − − 

 

 
Таблица 3  

Локально эквиаффинные связности 

Пара Локально эквиаффинная связность (без кручения) )( 1uΛ , )( 2uΛ , )( 3uΛ  
2.9.4 при µ = 0 

12 13 1,2 13

22 13 13 23

1,2 12 13

0 1 0 0 0 0
0 0 0 , 0 3 , 0 3
0 0 0 0 0 1 0 2

p p p p
q p p r

p p p

 −   
    − −    

    −    
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Окончание табл. 3 

Пара Локально эквиаффинная связность (без кручения) )( 1uΛ , )( 2uΛ , )( 3uΛ  
2.9.5, 2.9.6 

12 13 1,2 13

22 23 23 23 22 12

1,2 12 13

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 , 0 ,при 0 2
0 0 0 0 0 0 2

p p p p
q q q r q p

p p p

    
    − α α ≠ = −    

        

 

2.9.7 
12 13 1,2 13

12 23 23 23

1,2 12 13

0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 2 , 0 1
0 0 0 0 0 0 2

p p p p
p q q r

p p p

    
    − −    

        

 

Заключение. Для трехмерных редуктивных од-
нородных пространств, допускающих нормальную 
связность, определено, при каких условиях данное 
пространство не допускает эквиаффинных связно-

стей, соответствующие пространства найдены и вы-
писаны в явном виде, рассмотрен случай разреши-
мой группы преобразований. Дополнительно при-
ведены инвариантные связности и тензоры Риччи. 
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