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Смешанная (начально-граничная) задача (1)–(3), гладкость коэффициентов и входных данных

задачи указаны в [1]. В настоящей работе даны классические решения этой смешанной задачи

для двухскоростного уравнения колебаний ограниченной струны при нестационарных граничных

режимах с характеристическими первыми частными производными:
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в которых используются частные классические решения Fi,k(x, t) неоднородного двухскоростного
(a1 6= a2) волнового уравнения без младшей части (1) и следующие функции

Fi,k(x, t) =
1

a1 +a2

[

(−1)i

t∗i (x)w

dk

d̂i−(−1)i
a3−i[t

∗
i (x)−τ]w

x−(−1)i
a3−i(t−τ)

f (s,τ)dsdτ+

+

tw

t∗i (x)

x+a2(t−τ)w

x−a1(t−τ)
f (s,τ)dsdτ

]

, i = 1, 2, t∗1(x) = t2(x), t∗2(x) = t− d− x

a2

,

Φi,k(t)≡ αi(t)ϕ
′
(

d̂i +(−1)i+1a3−itk

)

, Ψi,k(t)≡ αi(t)ψ
(

d̂i +(−1)i+1a3−itk

)

,

Fi,k(t)≡ αi(t)

tw

dk

f
(

d̂i +(−1)i+1a3−i(t− τ),τ
)

dτ ∈Cn−k+2[dk,dk+1].



Уравнения с частными производными и математическое моделирование 101

Здесь u3k−2, u3k−1, u3k – сужения решения u соответственно на ∆3k−2, ∆3k−1, ∆3k вида

∆3k−2 = {(x, t) ∈ Gk : x > a1tk, x+a2tk 6 d, x ∈ [0,d]} ,
∆3k−1 = {(x, t) ∈ Gk : x 6 a1tk, x ∈ [0,a1d2]} ,

∆3k = {(x, t) ∈ Gk : x+a2tk > d, x ∈ [a1d2,d]} ,
Gk = [0,d]× [dk,dk+1],dk = (k−1)d/(a1 +a2), tk = t−dk, k = 1, n,

с рекуррентными начальными данными:

ϕk(x) = u3k+ j−4|t=dk
,ψk(x) = ∂tu3k+ j−4|t=dk

, x ∈ [a1 jd2, (a1 +a2 j)d2], j = 0,1, k = 2,n,

ϕ1(x) = ϕ(x), ψ1(x) = ψ(x), x ∈ [0, d].

Разработанным методом в статьях [2] и [3] выведены условия согласования данных задачи:
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Замечание. Впервые получены необходимые и достаточные гладкость и согласование правых

частей уравнения (1) при a1 6= a2, начальных (2) и граничных (3) условий для классических решений
задачи (1)–(3) с характеристическими косыми производными.
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В неограниченной области Ω ⊂ Rn с гладкой границей Γ рассмотрим смешанную задачу

для волнового уравнения

utt −∆u = 0, x ∈Ω, (1)

u(x,0) = f ∈
0

H
1(Ω), ut(x,0) = g ∈ L2(Ω), x ∈Ω, (2)

u|Γ = 0. (3)

Для решений задачи (1) — (3) из ”энергетического класса“ (u ∈C([0,+∞)→
0

H1(Ω)), ut ∈
∈C([0,+∞)→ L2(Ω))) справедливо представление в виде интеграла Бохнера-Стилтьеса (см. [1],
п. 3.1, лемма 3.1, [2], лемма 1):

u =
w +∞

0
cos(

√
λt)dE(λ) f +

w +∞

0

sin(
√
λt)√
λ

dE(λ)g, (4)

где E(λ)— спектральное разложение единицы, соответствующее оператору L =−∆ с граничным

условием Дирихле в L2(Ω).

Определим для задачи (1) — (3) функционал энергии E(t) = ‖|gradn+1u|‖2
L2(Ω), gradn+1u =

= (∇xu,ut), для которого выполняется ”закон сохранения энергии“ E(t) = E(0), а также функционал
локальной энергии EΩ′(t) = ‖|gradn+1u|‖2

L2(Ω′)
, где Ω′ ⊂ Ω.

В нашем случае спектр оператора σ(L) = σp(L)∪σc(L)⊂ [0,+∞), где σp(L)— точечный, а

σc(L) — непрерывный спектр. В ([3], глава 5, лемма 2.4) было показано, что при σp(L) = /0 для

любой ограниченной области Ω′ ⊂ Ω найдется последовательность {tk}, такая, что
lim

k→+∞
EΩ′(tk) = 0. (5)

Из представления (4) и тауберовых теорем вытекает следующее утверждение.

Теорема 1.([1] п. 3.4, теорема 3.2, [2], теорема 5) Если оператор L не имеет точечного

спектра, то для всех ограниченных областей Ω′ ⊂ Ω

lim
t→∞

1

t

w t

0
EΩ′(τ)dτ= 0. (6)

Можно показать, что из равенства (6) следует (5).

Спектр самосопряженного оператора L называется абсолютно непрерывным σ(L) = σac(L),
если для любого h ∈ L2(Ω) функция (E(λ)h,h) абсолютно непрерывна по λ (см. [1]).

Теорема 2. ([1] п. 3.5, теорема 3.4, [2], теорема 6) Если спектр оператора L абсолютно

непрерывен, то для всех ограниченных областей Ω′ ⊂ Ω

lim
t→∞

EΩ′(τ) = 0.


