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В. В. Игнатенко

УПРАВЛЯЕМОСТЬ СИСТЕМ 
С РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 
ГРУППОЙ ДИНАМИЧЕСКИХ РЕГУЛЯТОРОВ

Рассмотрим систему управления 
н

х (t) — J  К (т) х (t — <t) dx +  Bu (t), t>  0, 
о

* (0  =  0, t £ [ — h, 0],
( 1)

где h >. 0 — постоянное число, x (i) — я-вектор, и (t) — г-вектор 
управления, В =  {bx, b2, ■ ■ ■, br) — я x  г-матрица, К (т) — ана­
литическая матричная функция.

Относительная управляемость систем вида (1) при раз­
личных ядрах К(т) исследовалась в работах [1—3], где, в 
частности, доказано, что исследование случая нулевых на­
чальных условий не ограничивает общности задачи.

В качестве управлений и (t) =  {и{ (i), и2 (t), . . . ,  uT(t)} возь­
мем выходы

щ (0 =  с', у и (0 , * € [0 , ti+i), t0 =  0, i =  0, k, j =  1, г (2) 

динамических регуляторов

У а (0 =  ° И У и (0. У и (*i) =  У а о - (3)
где D.. — (ш..хш17)-матрица, у.. , с. . , тц — векторы, i = 0, k,
j =  ITT.

О п р е д е л е н и е  1. Систему (1) назовем управляемой груп­
пой динамических регуляторов (3), если существуют моменты 
времени ti < .t2<  ••• <  ^+i <  +  °о такие, что для любого 
n-вектора xt найдутся начальные состояния y.j0 , i =  0, k, 
j =  1, г регуляторов (3) такие, что траектория x(t), t >  0, си­
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стемы (1), соответствующая управлению (2), удовлетворяет усло­
вию x(th+\) =  Xi .

Ниже показывается, как по параметрам системы (1) найти 
число регуляторов (3|), размеры и интервалы их работы, когда 
система (1) управляема динамическими регуляторами (3).

Рассмотрим множество векторов Х ц  (zh), / =  1, г, i — 1, 
2, . . . ,  г =  0, 1, . . . ,  где Хц(гН)—]-й столбец решения X t (zh) 
определяющего уравнения [2]:

x t+i (t) =  2  [Ка) (0) (0 -  Ка) (ft) х
6=о

i=  1, 2,
Ху (0) =  В; Х ,(9 '=  0, t Ф  0; Xfc(fj =  0, / < 0 \ / * < 0  

системы (1).
ПОСКОЛЬКУ [3] при Z y ^ t l

rank {Xt (zh), г =  0, n — 1, г =  1, 2, . . .} =

=  rank {Xij(zh), z =  0, г1( i = l ,  2 
то достаточно ограничиться рассмотрением векторов

Хц {zh), z = 0, п 1, / =  1, г, i '=  1, 2, . . .  (4)
Пусть ранг матрицы, составленной из векторов-столбцов (4), ра­
вен т. Выделим из совокупности (4) т линейно независимых 
векторов следующим образом. Векторы (4) разместим в виде 
таблицы:
Хц (0) Х31(0) Х41 (0) . . .■ x „ i(0) X„-f.i i (0)

Хц (0) Хз,(0) Хц(0) . . ■ x„r (0) *«+ lr(0)
0 Х31 (ft) Х М  . . . x„, (ft) x n+l1(ft)

0 Хзr(h) x ir (h) . . • x nr (ft) X n+lr(h)

0 0 0 ■ x„, ( (« - 1 )ft) X„+i i {{n—1) ft) .

0 0 0 . Xm {{n— l)ft) X„+ l r ((« -l)ft) .
Просматривая последовательно слева направо векторы строк 
таблицы (5), выделим из них т линейно независимых:
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•^SOIH (0)> • • • » ^SoinQi1 (О), . . . .  X s OTlr(0) ,  . . .

•••> * w <°). ••• ’ ■̂ sni1 • ■• > • • •

. . .»  * Slrir {F)> • • • j • > (kh), . . .

’ ' ’ • • • 1 ^Sjrjr (kF) J • • •. <**);

-j~ 1 ^  S//i S[j2 <C • • • <  Stintf > i =  0, &, j =  1, r,
h r 
2 2 ”

tj = m, k ^ n -  1,
1=0 j—\

где XSolll(0) =  Х ц (0); X«01ai (0) — первый из векторов Х31(0), 
Х41 (0), . . . ,  линейно независимый с вектором Х4 t (0); 
XSol3i (0) — первый из векторов Хц (0) ( i= s011+  1, s011+ 2, .. .) ,  
линейно независимый с векторами ^«011i(0) и -XS(H2i(0) и т. д.; 
X t (0) — последний из векторов первой строки таблицы (5),
вошедший в базис (7); X S]kjy) (ph) (р = 6Г ^  /=  1, г, v = l ,  яд/) — 
первый из векторов Хц (ph) (i =  sM/v_i +  1, swv- i  + 2 ,  . . . )  X 
X pr -f- j-й строки, линейно независимый с векторами

^Soil1^ ) ’ • • • ’ "̂ Soin,,!1 • • • ’ Х 3)1_  1 n l((p 1)Л).

• • • > 1„д_, ,1 (0* — 1)Л)> • • • . Г I г ((И — 1) Л), . . .

• • . > г Лд_ , гт ((^ 1) )̂» • ■ •

" " " > (p^)l - • • J I7
Если i, j-я строка таблицы (5) не содержит векторов из (6), то 
Пц — 0. Не ограничивая общности, можно считать, что ПцФ  0, 
i =  0, k, j — 1, г.

Рассмотрим матричное уравнение
h

F (t)=  f К (т) F(t — т) dx, t >  0;
b

(7)
F (0) =  En ; F (t)=  0, t<z 0.

Его решение F (t) представляет собой [3] аналитическую на 
каждом из промежутков [ph, (p-\-\)h), р =  0, 1, . . . ,  матрич­
ную функцию.

По аналогии с работой [4] можно доказать следующее ут­
верждение
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Л е м м а  1. Для t£[ph, (р +  l)h), р — О, 1,
Р—1 г пг1

F(t) bj =  2  2  2  a^ ,At) Х ^ 1 {zh) +
г= О 1=1 v=l

+  22  aPiPiv^  *.„vO*>. 
г= 1 V— 1

где apjziv (f) — некоторые скалярные аналитические функции, 
удовлетворяющие условиям:

а{?). (ih) =I /I /V  '  >

0, z <С s,/v 1 >
1, 2 S //v— 1» *V 1, t l i j  , j == 1, f ,

i =  О, га— 1;
Оцхг  > 2 ] >  S;/v 1,

(9)

fli/vz — некоторые константы; z — 0, p, / |=  1, r, nzi и k опре­
делены в наборе (6). ____  ___

Положим m,;- =  nh—ij , i — О, k, j =  1, г и рассмотрим ма­
трицы-функции

Pi/ziv (ih +  pj) =
ih+pi

\ Uijzlv (*) cH-n exP a t ) dT, если
ih

2 =  0, i —- 1, l == 1, r\Jz = i 1 <  j, a v =  1, nzi,

0, если 2 =  i, l >  j, v =  1, ra« >
Pwi (ih +  Pi)

(ih +  рг) |
(ih +  рг) -- , Pl/i/2 (t’/l +  Pi) [ P</</v 

( v == 1, пц j
. fiijifnij (ih +  Pi)

Pi € [0, h), i =  0, k.
Л е м м а  2. Если

rank I c*-*/p *-*/ 1 =  пц , i =  O ,  j = 177, (10)
(v =  0, ra/f— 1J

то существуют числа p9 £ [0, h), i =  0, k, такие, что

(П )det (ih +  p9) Ф  0, i =  0, k, j =  1, r.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из аналитичности сиццу(t) вытекает, 
что Ai/(pi) =  det Win; (ih -(- p;) (/ = 1, r) — аналитические функ­
ции переменного p*, рг £ [0, h), i = 0, k. Вычислим А%и (0). 
Так как

A \iij) (0) = ff„\

l\'+l2 + ---Ь lna=Nij
l b  l b  Inn !

X

и в силу (10)

г" 
d v

X

i‘i

t/p'v
ii Pi/f/v (ih +  рг),

V =  1, t in

dp1;
a  Ррт/v (ih +  Pi)|p 0 —

( _  1 \cLtiD 'v s',/v exp ( -  Dk-ijih) +
V

lV ~5ijv *
“b Q>ij\zCk—ij Dk—a ( Dk-ijih),

2 = 0

tv  >  S j/y  , V =  1 , n t7 ,

0 ,  /у  <C  S p y  , V =  1 , tl [j ,

anvz — некоторые константы, С'Ц = n\
m\ (n — m)\

■, то введя обо­

значения 1(1 — Si,- = p‘v — 1, i =  0, k, v =  1, пц при Ntj =
nu

— 2  s‘/v
Пц  ( п ц  +  1) , имеем

V = 1

=

X

2
py4p‘' 4 - - - + p ^  = — T ^ ~

________________________ ЛД_!_______________________
(p‘{ +  St 11— 1)! (Plj  +  Sij 2 — 1)! • ■ • (plJu + s iJn.. — 1)! X
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X det

j j i —l si } v i / г//—i
( 1) v Cpii+Siî _2Ck-ijDk̂ _il exp( Dk^ijih)

PV + S/ / V ~ 2 

—2
+  2  UijvzCh-ijDk-ij exp (— Du-ijih.)

r f - 2

2=0

l V =  1, f t ,7

откуда, учитывая результаты работы [5], получаем
па  ( " а - 1)

А ^ и) (0) =  { -  1) 2
N u  !

X

X

X det

(s.Vi-l)! f e - l ) !  (sunU — 1)! 
Ch-ijDh-u exp (— Dk^ijih) ) 1

X

2 =  0, ft,7 — 1 1! 2! . . .  (ftW —  1)!
-A # 0 ;

1 1 1
5,71 5, /1 +  1 5,71+ft,7 — 1

det
1 1 1

5/у 2 5,72 +  1 5,72 -j- ft,7 ■— 1

1 1 1
sunn +  1 5,7л Ц +  nij — 1 j
П (5,/v

lsgv
— Stm) (v — p)

1! 2! ••• (ft,7 1)!
nii
П (s,/v +  (p — 1))

V ,H = 1

(по построению базиса (6) si;v ф  S//M , ' v Ф  p и det (exp x
X (— D k —i j i h ) ) ^  0). ___  ___

Из аналитичности Ац (p;), i]= 0, k, j =  1, г вытекает спра­
ведливость леммы 2.

Размеры тц динамических регуляторов (3) и интервалы 
[fj, ti+i) их работы зададим соотношениями:

тц =  nh- i i , i =  0, /г, j =  1, г,

0* =  — Ог+i—,'£[(!— 1) г̂ )> — 0, t — 1, / г + 1, (12)
/  =  1, г,

где числа Пи~ц и k определены при построении базиса (6).
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Решение x(t), t >  0 системы (1), соответствующее уравне­
нию (2), имеет вид

4 -И
х (4+i) =  J F (4+i — т) Ви (т) dr =

о

^  2  2  1 F  ^ft+i— Ьт dx =,-=0 /=  1 +•
k Г t k+ i-U=22  j  F  ^ biUi (th+i ~  ^ dx=(=0 /=1

k r 0(+1
2  2 1  f  (T) biCL u  exP (D' - ‘V (k+i — T)) dxyh_lj0 , 
1=0 /=1 0;

где F(-r)— решение уравнения (7).
Следовательно, для управляемости системы (1) группой ди­

намических регуляторов (3) необходимо и достаточно, чтобы 
существовали числа 6°, 7 = 1 ,  k -f- 1, удовлетворяющие услови­
ям (12), такие, что для любого п-вектора х{ разрешима (отно­
сительно Ук_ц0 , 7 =  0, к, / =  1, г) система линейных уравнений

*1 =  2 2  1 F М  ЬК - ц  ехР (^+1 — *)) с^Ук-но >7 = 0 /=1 0 0

что равносильно условию
rank Ф (0?, 0“ , . . . ,  0ft+i) =  п,

Ф(01, 0а, . . . .  0*+i)=J (13)
®(+i ____ ____

=  j j F (т) bjc'k_u exp (— Dk-ц т) dx, 7 =  0, k, j =  1, r j .

Здесь переменные 0г, 7 =1 ,  k +  1, удовлетворяют соотношени­
ям (12). Из условия (13) видно, что необходимым условием уп­
равляемости системы (1) группой динамических регуляторов (3) 
является неравенство 2 2  т‘1 > п- 

1—0 1=1
О п р е д е л е н и е  2. Группу динамических регуляторов 

(3) назовем наблюдаемой по выходам (2), если при каждых 
i, j, i = 0, к, / =  1, г, система
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у и (0 =  DU у И (О
наблюдаема [6] по выходу

UJ (0 =  с'И уц (/).

Т е о р е м а .  Система (1) управляема группой динамиче­
ских регуляторов (3) тогда и только тогда, когда система (1) 
относительно управляема в классе кусочно-непрерывных уп­
равлений, а группа динамических регуляторов (3) наблюдае­
ма по выходам (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть система 
(1) управляема группой динамических регуляторов (3). Тогда* 
очевидно, она относительно управляема [2] в классе кусочно­
непрерывных управлений и ранг матрицы, составленной из 
векторов-столбцов (4), равен п.

Учитывая равенства
ехр (—■ £>л_,ут) =

" h - i r 1
=  2  V k - i j v  ( * )  Я - и  • m k - u  <  m k - u  =  п а  > 1 =  °> k ’

V=0

/ =17~r (14)
(yft_..v(т) — скалярные функции), можно записать:

Ф(01; 02, . . . ,  0ft+i) =
m. i я, I i ft—ч  Di-f-1

. = {  2  5 F  (T) biCh-4 yh- ih  (T ) Dl-ydx,
v=0 0̂

___  ___  0г+1 ___
i =  0, k, j щ  1, r} =  { f F(x) bjyh_ijv{x) dx, i =  0, k,

/ =  » II -°
l

■ M ,

M hl . . . 0 . . 0 . . 0

■ 
О

. . M hr . О

• 
О

0 . . 0 . . M 0l

• 
О

• 
О

• 
О

. . 0 . . М ог
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M i l  =

Ck—n Du-

v =  0, mh_u
i =  0, k, / = 1, r.

Так как система (1) управляема группой динамических регу­
ляторов (3), то найдутся числа 0°, i — 1, k-\- 1, удовлетворяю­
щие условиям (12), такие, что выполняется равенство (13). Из 
соотношений (13), (15) имеем

Покажем, что
rank М ̂  п. (16)

тн-и =  пц - * =  °> k’ (17)

rank Mif =  пц , i — 0, k, j =  1, r. (18)
Из (6), (12) и (14) следует, что

k Г h r  k r2 2 <22  =  2 2 n‘i =  m =  «•
г'= 0  / =  1 г'= 0  /= 1  1=0 /= 1

Отсюда в силу (16) получаем
гапкЛ4 =  я. (19)

Далее, если хотя бы одно из чисел mh_ij меньше п(., i—0, k,
k Г

j — I, г, то 2  2  mk~ii<' n' 4X0 противоречит (19). Из (17), 
1=0 /=  1

(19) вытекает справедливость равенств (18), которые означают 
16], что группа динамических регуляторов (3) наблюдаема по 
выходам (2).

Достаточность. Пусть система (1) относительно управляема 
в классе кусочно-непрерывных управлений, а группа динамиче­
ских регуляторов (3) наблюдаема по выходам (2). Это означает 
[2, 6], что ранг матрицы, составленной из векторов-столбцов (4), 
равен п и выполняются условия (10). Из леммы 1 следует, что 
при i =  0, k, / =  1, г

j F (т) bjck_ ij exp (— Dft_iyT) dx =

6i
=  — j  F(x) bjc'h ij exp (— Dh-цх) dx +

ih

b+ i
+  | F (t) bjc'k_u exp (— Dh-цх) dx =

ih
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i— 1 г n

— 2  2  2  (М̂ О IPf/HflV (0/-!-1) P/—l/n?v (0[)] +
(1 = 0  <7=1 V = 1

+  2 2  ^ sV<rvq fW (0 |+ l)  +  2  P'70'V (Q<+l)>
9 = 1  V = 1 v=l

где
P</|X<7V (0<+l) ■— P</[1<7V (ih +  Рг)> Рг € [0> )̂>

ih
Pt—i /и9v (0<) =  — j  a/-i/n<7v(t ) c '_ (7 exp (— D *_ i7t ) dr,

p, =  0, i, v =  1, nM9, 77'= 1, г при p =  0, i — 2, 

1, j  при p =  i — 1.

Следовательно, матрицу Ф (04, 02, . . . .  0jt+i) можно предста­
вить в виде произведения матрицы, составленной из векторов-столб­
цов (6), на матрицу

т .  03 . • • • .  014-0 =

Y o i o i  (0 l )  • О о p • % m i  ( 0 * + i )  • • 'FftrOl (0 f t+ l )

0 . .  ^О лО л(0О  • • 'PfcIO/- ( 0 f t+ l )  • . Ч^гОг ( 0 £ - и )
1

0 . . 0 • • 'Pftifci (0 f t+ i )  • • (0 f t+ O

0 . . 0 . . 0 • • (0 f t+ l )

Здесь

+ш(0<+1) =  хУцц (ih +  рг), t' =  0, k, / =  1, г; 

P«//<7v ( 0Tfl)
+</<</ (0* —(-1) -

[ V =  0 ,  t l ig —  1 

+<7|1<7 (01+0

_  ( P<7n?v (0i+l) Р<—1/|1<7V (0<) |

, q =  0, k, j  =  1, r,

V =  0 ,  И д , —  1 I
, p =  0, i— 1, q =  1, r.

Поскольку
k Г

det ¥  (0j , 9o, . . . ,  0ft+i)=  П П det'IW Oz+i),
7 = 0  / = 1
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то по лемме 2 найдутся числа р? £ [0, h), i — 0, k, такие, что 
det ¥  (0?, 0“ , . . . ,  0ft+i) ф  0, 0“+1 =  ih +  р“, i — О, k. Так как 
ранг матрицы, составленной из векторов-столбцов базиса (о), 
равен п, то выполняется равенство (13).

Теорема доказана.
С лед ст в ие .  Если система (1) управляема группой динами­

ческих регуляторов (3), то она управляема этими регуляторами 
для почти всех tt , i — 1, k-\- 1, удовлетворяющих условиям (12).
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В. М. Марченко

К ТЕОРИИ УПРАВЛЯЕМОСТИ 
И НАБЛЮДАЕМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ

Системы с последействием с точки зрения их управляемо­
сти впервые были рассмотрены в работах [1—3]. С тех пор 
актуальные вопросы управляемости и наблюдаемости этих 
систем постоянно находились в поле зрения как советских, 
так и зарубежных исследователей, и к настоящему моменту 
эта тема располагает обширной библиографией (см., напри­
мер, работы [4—8] и библиогр. ссылки к ним|).

В математической теории [9,] систем без запаздывания 
основополагающую роль играет понятие состояния динамиче­
ской системы. Поскольку состояние системы с последействием 
есть, вообще говоря, элемент функционального пространства, 
то пространство состояний такой системы в общем случае бес-
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