
то по лемме 2 найдутся числа р? £ [О, К), i =  0, k, такие, что 
det ¥  (9?, 0°, . . . ,  0ft+ i) ф  0, 0?+ i =  ih +  р(Р, i =  0, k. Так как 
ранг матрицы, составленной из векторов-столбцов базиса (5), 
равен п, то выполняется равенство (13).

Теорема доказана.
С л е д с т в и е .  Если система (1) управляема группой динами­

ческих регуляторов (3), то она управляема этими регуляторами 
для почти всех tt , i — 1, k-\- 1, удовлетворяющих условиям (12).
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В. М. Марченко

К ТЕОРИИ УПРАВЛЯЕМОСТИ 
И НАБЛЮДАЕМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ

Системы с последействием с точки зрения их управляемо­
сти впервые были рассмотрены в работах [1—3]. С тех пор 
актуальные вопросы управляемости и наблюдаемости этих 
систем постоянно находились в поле зрения как советских, 
так и зарубежных исследователей, и к настоящему моменту 
эта тема располагает обширной библиографией (см., напри­
мер, работы [4—8] и библиогр. ссылки к ним|).

В математической теории [9,] систем без запаздывания 
основополагающую роль играет понятие состояния динамиче­
ской системы. Поскольку состояние системы с последействием 
есть, вообще говоря, элемент функционального пространства, 
то пространство состояний такой системы в общем случае бес­
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конечномерно, что затрудняет не только исследование, но и 
постановку задачи управляемости для систем с запаздывани­
ем. В статье [6] (см. библиогр. к ней) предпринята попытка 
рассмотреть управляемость системы с запаздыванием по 
аналогии с интерпретацией Калмана как управление состоя­
нием такой системы, причем в качестве состояний берутся эле­
менты некоторого априорно заданного функционального про­
странства. В связи с этим отметим, что содержательность 
теории Калмана [9] определяется тем, что в ней состояние 
есть минимальная информация о предыстории системы, поз­
воляющая вычислить движение системы в будущем. Это 
обстоятельство, по существу, осталось без внимания в извест­
ных работах по функциональной управляемости систем с за­
паздыванием, вследствие чего предъявлены завышенные тре­
бования к структуре входного устройства управляемой систе­
мы с запаздыванием [6, 7] и др. Так, например, в статье [6] 
рассматривается система

У (t) = А0у (t) +  Ayj (t — К) +  В и (t), t >  0, (0.1)
где А0 , Л1— (яхп)- , В — (« х  /^-постоянные матрицы, /г >  0.

Система (0.1) с нулевыми начальными условиями называется 
М2-аппроксимативно управляемой, если существует момент t{, 
tl > h ,  такой, что для любого положительного числа е, любых 
«-вектора х0 и «-вектора-функции x1^ L 2([— h, 0], Rn ) найдется 
управление и, и £ Ь\ос, такое, что соответствующее решение у (/), 
t >  0, системы (0.1) обладает свойством:

(у (*i) — х0)'(у (ti) — *„) +
0

+  f (У {ty +  т) — X1 (т))' (у (ti +  т) — х1 (т)) dr <  е.
—А

Здесь и далее штрих означает транспонирование. В сформу­
лированном определении фактически рассматривается управ­
ляемость по состоянию для системы (0.1), если в качестве про­
странства состояний взять произведение RnX L 2([—Л, 0], 
Rn) = М2. Недостатком данного определения является то об-

def
стоятельство, что оно не учитывает специфики системы (0.1), 
и как следствие этого пространство RnX L2([—h ,0 ] ,R n) (как 
пространство состояний системы (0.1)) может оказаться чрез­
мерно широким для описания движения такой системы. В дан­
ном случае требование М2-управляемости уже относится не 
столько к динамике самой системы (0.1), сколько к структуре 
ее входного устройства. Рассмотрим, например, частный слу­
чай системы (0.1), когда Л ^ О . Критерий М2-аппроксиматив-
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яой управляемости такой системы эквивалентен условию 
rank В = п. В этом случае теряется смысл системы (0.1!) как 
системы с динамикой (Л0, А^) и структурой В входного устрой­
ства, поскольку при помощи замены u(t) = В '(ВВ ')~1Х 
Х (—Aoy(t) + f(y (t), v(t), t))  систему (0.1) можно привести к 
системе y(t) = f(y(t), v ( t) ,t)  с произвольной наперед задан­
ной функцией f и управлением v. Данная ситуация объясня­
ется тем, что минимальное пространство состояний для систе­
мы (0.1) с А1=0 является конечномерным, что никоим обра­
зом не учитывает определение М2-управляемости, где и в слу­
чае А\ = 0 по-прежнему роль пространства состояний играет 
М2.

Рассмотрим снова систему (0.1). Для того чтобы однознач­
но вычислить решение y(t), t> 0, системы, обычно задают на­
чальные условия для нее в виде

г/(т) =  Ф(т), т G I— Л, 0 [ , y(0) =  cp0etf" , (0.2)

где ф — /г-вектор-функция из некоторого класса. Понятие на­
чального состояния при этом отождествляется с парой (ф0, ф). 
Нетрудно видеть, что информация (0.2) избыточна для одно­
значного вычисления y(t)  при t>0. С этой целью вместо (0.2) 
достаточно, например, положить

А1у(х) = А1 ф(т), т £[— й, 0 (  , у (0) =  ф0. (0.3)

Тогда в качестве начального состояния (сильного состояния) си­
стемы можно взять пару [y{_h 0], Фо), где у ^  0] =  у, у(т) =
=  A iф (т), <с £ [— h, 0 [ . В случае At = 0 пространство сильных 
начальных состояний системы (0.1) конечномерно.

Ниже излагается подход к исследованию проблемы управ­
ляемости и наблюдаемости систем с последействием, в основе 
которого лежит понятие состояния, аккумулирующее мини­
мальную информацию о предыстории системы, необходимую 
для однозначного вычисления движения системы в будущем. 
Индуцированные этим понятием состояния свойства управ­
ляемости и наблюдаемости имеют много общих черт с управ­
ляемостью и наблюдаемостью по Калману систем без запаз­
дывания.

§ 1. О БЩ АЯ  ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ И НАБЛЮ ДЕНИЯ
СИСТЕМ С З А П А ЗД Ы В А Н И ЕМ

1. Постановка задачи. Рассмотрим систему дифференци­
ально-разностных уравнений:

Х  ( 0  =  /  f ]  > X [ t—h,  i ]  ’ u (0>  0 »  ( 1 - 1 )
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•*'[«„—ft, t0] =  <Р’ х (̂ ° "t” =  Фо € Rn • (1-2)
Здесь символ у[а Ь] означает сужение вектора-функции у на 
промежуток [а, &]; ф £С,  C=C([t0—h, tf0], Rn); С ([a, b], Rm)— 
пространство непрерывных на [а, Ь] m-векторов-функций; и—ку­
сочно-непрерывная r-вектор-функция (управление); h — величина 
промежутка запаздывания, h ^ O .

Относительно уравнения (1.1) предположим, что решение 
х (т, /0, {ф}, и), х >  /0, системы (1.1) с начальными условиями 
(1.2), где {ф} =  (ф, Фо) £ С х Я \  при каждой кусочно-непрерыв­
ной вектор-функции и существует и единственно.

Пусть р — неотрицательное число. Начальные условия {ф} £ 
£ C x R n , {Ф} € С X Rn отнесем к одному p-классу: {ф} ^{ф }, 
если соответствующие решения системы (1.1) «слипаются» при 
^>^о+Р Для каждого кусочно-непрерывного управления и, т. е.:

[{ф} М Ф }-*= ^ V U, V т >  +  Р (т, t0, {ф}, и) =
— х(х, t0, {ф}, и).

Аналогично
{ф} LM {ф} <*==>■ V  и, з  ti (и), V т \{и) > t 0=>

=$-х(х, to, {ф}, и) = х (т, t0, (Ф), и).

Нетрудно видеть, что бинарное отношение L,t (0 sg". р ^  оо) есть 
соотношение эквивалентности и множество С X Rn начальных 
условий системы (1.1) разбивается на непересекающиеся классы 
эквивалентностей, множество которых обозначим через C x R n/Lll 
и назовем множеством возможных начальных p-состояний систе­
мы (1.1).

Множество п-векторов-функций х (•, t0, ц{ф}, w) =  {x(-, t0, 
{ф}, и) | ф £ иМ  € С X RnILj) со значениями х{х, tQ, „{ф}, и), 
x'J^tQ — /г, будем называть р-решением системы (1.1), соответ­
ствующим начальному p-состоянию ^{ф} и управлению и. Здесь 
х{-, t0, {ф}, и)—вектор-функция со значениями х(х, t0, {ф}, и), 
x ^ t 0 — h; х{х, t0, {ф}, ы) =  ф (т), х £[t0 — h, t0\; x(^0-fO, t0,
{Ф}, и) =  ф0; ^{ф} =  {{ф}|{ф} М ф))-

В случае р =  -f- оо р — решение будем называть слабым, 
в случае р =  0 — сильным.

Введем обозначения (т >  0): ^{ф}^ „ =  Ц <0+г_й, , 0+t] (•. *о >
м.{ф}> и)> л:(̂ о +  т +  0> > ц{ф}> и))> гДе X{t„+x—ft, f0+T] ( ’ ’ ’
д{ф}, и) — сужение р-решения х ( - , t0, ц{ф}, и) на промежуток 
[̂ о +  т —-h, о̂ +  т]'>

Д т  =  {Ц{Ф}Т> и I V Иро> +оо[, ц{ф} € С х  Rn!Lv).

с  начальны м и  условиям и:
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Множество цХт назовем множеством возможных ^-состояний 
системы (1.1) в момент т, его элементы—возможными ^-состоя­
ниями в момент т. Ясно, что RХ0 = С х  Rn / .

О п р е д е л е н и е  1.1. Систему (1.1) назовем р-управляемой 
( р > 0 ) ,  если для произвольного начального й{ф}£рХ0 и конеч­
ного (г|з, ^о) € цХд+п p-состояний системы (1.1) найдется кусоч­
но-непрерывное управление и такое, что

Х(г, и ,  „{ф}, ы) =  \р(т), Тб[^0 +  р, t0+ n  + h],
x(t0 + ц +  h + O, t0, „{cp}, и) =  т|>0.

Систему (1.1) будем называть слабо управляемой, если для 
любых начальных oo-состояний ^{ф}, оо{^}, кусочно-непрерыв­
ного управления +оо[ найдутся момент времени 
и кусочно-непрерывное управление u{t +оо[ такое, что

х(х, t0, ^{ф}, и) =  х (т, t0, и), т
Таким образом, смысл р-управляемости заключается в 

возможности перевода за время р р-решения системы (1.1) из 
произвольного начального p-состояния в произвольное конеч­
ное p-состояние; слабая управляемость означает возможность 
перевода за конечное время воздействием управления каждого 
слабого решения на произвольное наперед заданное слабое 
решение.

Рассмотрим теперь систему (1.1) с выходом:

y{t, t0, {ф}, и) =  с (x[t_h t ] , u(t), t), t > t 0. (1.3)

О п р е д е л е н и е  1.2. Систему (1.1), (1.3) назовем р-наблю- 
даемой (р ^ О ), если для каждых начальных условий {ф}, {ф} 
и кусочно-непрерывного управления u[t +оо[ из того, что y(t, t0, 
{ф>, u) =  y{t, to, {гр}, и), / > * „  +  Р,° вытекает {ф}Тц{ф}. Си­
стему будем называть слабо наблюдаемой, если

V {ф}, V {тр}, V и, 3  tt (ti >  to)\ V U t ^ t i ) ,  
y{t, t0, {Ф}, u) =  y(t, t0, {ф}, м)=^{ф} I»  {ip}.

2. Линейные стационарные системы со многими запаздыв а 
ниями по состоянию. Пусть дана система управления:

i
X (0 =  2  А,х (t -  hi) +  Ви (t), t> to  = о, (1.4)

/ = о
с выходом

y(t) = Cx(i). (1.5)
Здесь x(t)£R n , u (t)£ R r, y (t)£ R m, t >  0; В, C, A j , / =  0> 
1, —постоянные матрицы соответствующих размеров; h i
128



i — О, 1, . . . ,  l, — постоянные запаздывания, 0 =  h0 <  • • • 
. . .  <ihl = h.

Будем говорить, что система (1.4) р-достижима из нуля, если 
она (х-управляема в смысле определения 1.1, где начальное со­
стояние Дф} равно нулевому элементу из ^Х0; если (гр, ф0) 
есть нуль из , то такую р-управляемую систему будем
называть нуль-р-управляемой.

Систему (1.4), (1.5) назовем линейно р-наблюдаемой ( р > 0 ) ,  
если для любой непрерывной n-вектор-функции р и g £ R n со­
отношение

и i ц+нг
\v '( f ) y V ) d t  = g’x (р) +  2  J Р' (т) Atx (т — hi) dx (1.6)
О 1=0 (г

выполняется при некоторой кусочно-непрерывной т-вектор- 
функции v[0  ̂ вдоль любого решения х(х) = х(х, 0, {ср}, 0), 
т£[0,  р], системы (1.4).

Л е м м а  1.1. Предложение «система (1.4) у-управляема» 
эквивалентно каждому из следующих положений:

1) система (1.4) нуль-у-управляема;
2) система (1.4) у-достижима из нуля;
3) для любых ^ ср}, РбцДц найдутся {ф}£Д ф}, (Ф, ФД 6 Р и 

кусочно-непрерывное управление и^0 +оо[ такие, что сужение на
[р — h, р] соответствующего решения х ( - , 0, {ф}, и) совпада­
ет с ф;

4) У Д фК Д ^ , .  V Р6 A ,  V{<pK hM> з(ф , ФД€Р, З и=> 
=>хщ-и, н] (■> 0, М ,  и) = ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решение системы (1.4) запишем в ви­
де [12]:

t
x(t, 0, {ф}, u) = s(t, {ф})+ j  К (t — т) Ви (т) dx, (1.7)

о
где матрица-функция K (t), £ > 0 ,  удовлетворяет уравнению

J ^ L  = ^ A , K { t - h j )
dt /Го

с начальными условиями: К (+  0) =  /„ , /((т) =  0, т ^  0 ( / п —
/ h

единичная (/гх«)-матрица); s(i, {ф}) =  K(t) Ф о + 2  f —
i=0 h-hi

— ht — т) Лгф (т — h) dx, t >  0.
Из определения (1.1) вытекает, что система (1.4) р-управляе- 

ма тогда и только тогда, когда для любых Дф} £ МХ0, Дф} £
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Э | А , »[0> +00|; существует кусочно-непрерывное управление 
«[о,+оо[ такое, что х(х, 0, Дф}, и )= х (т, 0, и{-ф}, v), т6[р,  
p+/i]; отсюда, учитывая (1.7), имеем: х(т, 0, Дф—гр}, u—v)= О, 
т£[р ,  li +  h], или х{х, 0, 0, u)=sx{x, 0, — ф}, v), т€[р,
р+/г], откуда следует справедливость свойств 1), 2) леммы 1.1. 
Справедливость свойств 3), 4) является следствием интеграль­
ного представления (1.7) и того факта, что р-решение системы
(1.4) «слипается» при т ^ ц  в одну вектор-функцию. Лемма 1.1 
доказана.

З а м е ч а н и е  1.1. При доказательстве леммы 1.1. ис­
пользовано лишь то обстоятельство, что решение (1.7) систе­
мы (1.4|) линейно зависит от {ф} и и. Поэтому лемма 1.1 мо­
жет быть обобщена на более общие по сравнению с (1.4) си­
стемы (1.1), обладающие указанной линейностью.

Т е о р е м а  1.1 (принцип двойственности). Система (1.4),
(1.5) линейно у-наблюдаема тогда и только тогда, когда си­
стема

i
x ( t)— ^p^AjXtf — hj) +  C'v (/), / > 0 ,  (1.8)

/=о

у-достижима из нуля.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуем левую и правую части 

соотношения (1.6), используя (1.7). Имеем:

J  v' (О У (0 dt =  j  v' (t) Сх (t) dt =  J  v ' (t) С (K (f) Фо +

/ a
+  2  1 K{t +  h — hi — %) Atф (t  — h) dt) dt=

i—0 h—h
IT

=  j  v' (t) CK (t) dt(f0 +  2  j  j  V' (t) X
0 s=l ft—fts i= s 0

X  CK (t +  h — ht — x) Aidty (t  —  h) dr, (1.9)
l H+ftj

g'*(l*) +  2  j’ P' (i) Atx(t — hi) dt =
/=0 (i
/ h

= ё' (к  (M-) Фо +  2  j  К (V+h—hi—т;) At<p (t — h) dr̂ j +
1=0 h—h.

/ H+ft;
+  V  j  p'(f)At [ K( t - h , )  ф о + 2  j  K ( t + h - h i - h j - x ) x

i=0 Ц /=0 h—hj

l h
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I Ц+ft;
X А)ф (T — h) dx) dt =  (g7c (|1) +  2  J  p'  (О X

i= 0  ц

x M p - f t i )  л )  cp0+ 2  ft] fts_1 ( 2 ff,/C((1+A“ ^ -T )  Ai+
s = l ft—fts j = s

l l Ц-fft;

+  2  2  J‘ P 'W A tK V  +  h - h i - h j - t) x
/= s  i= 0  |i

X Ajdt) ф (t — h) dx ĵ dt. (1.10)

Поскольку равенство (1.6) справедливо для любых Фоб/?", ф£С, 
то из (1.6) с учетом (1.9), (1.10) получаем:

м. i B +ftj

j  v' (t) CK(t)dt = g 'K (li)+  ^  J P'if) A iK it-h i)  dt,
0 ( = 0  Ц

l IX
2  J v ' (t) CK(t +  h — hi — x) Aidt =
i= s  0

i l n-F ft;
= ^ i (g'K{\i +  h — hj — x ) A j + ^ i j1 p' (t) X

/= s  1= 0  ц

X AtK{t +  /i — ht — h3 — t) Ajdty t £ [h—hs, h—hs- 1],

s =  1, . . . ,  l. Вводя обозначения г|з (т — h) =  р (р +  h — т), 
v (т) =  v (р — т), имеем: '

[ К' (р — т) C'v (т) dx = К' (р) g +  
о

1 ft
+  2  f К' (p +  h — ht — г) At г|) (т — h) dx—

1=0 ft—-ft;
=  Y(P> 0, (+  g), 0), (1.11)

2  A h  (t - h i , o, 0, o) =  2  At у (t— ft;, 0, (+  g), 0), (1.12)
i= s  i—s

t£  [p +  fts-i , p +  fts], s =  1, . . . , / ,  где у (•, 0, (\j>, g), v) — ре­
шение системы
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(1.13)V (9 =  2  A 'i y ( t -  hj) +  C'v (0, t >  0,
/=o

с начальными условиями: y^_h 0] =  ф, у (+  0) =  g.

Поскольку ф и g  произвольны, то справедливость соотно­
шений (1.11), (1.12) равносильна д-достижи мости системы
(1.13), с одной стороны, а с другой (на основании (1.9), 
(1.10))— линейной д-наблюдаемости системы (1.4), (1.5),
что и завершает доказательство теоремы 1.1.

Л е м м а  1.2.
Для доказательства утверждения достаточно проверить, что 

{ф} £<*> {ф}=Мф} Дл{ф). Если (ф) I »  {ф}, то, как следует из 
(1.7), существует число tit  ^ > 0 ,  такое, что x(t, 0, {ф — ф},
0) =  0, t ^  t i . Отсюда, переходя к изображениям по Лапласу, 
заключаем, что (ф  =  ф  — ф)

*  (Р) =  (рК — 2  AJ ехР (— Phi ) y l s(P) (1.14)
i=o

_ +«•
— делая функция конечной степени [13] |s (р) =  j  exp (— pt) х

о
X s(t, {ф}) dt. Нетрудно видеть, что тип целой функции (1.14) 
не превосходит nh. Отсюда на основании теоремы Винера—Пэли 
для целых функций конечной степени имеем: x(t, 0, (ф — ф), 
0) =  0, t ^ n h ,  откуда {ф)/,„й{ф}. Лемма 1.2 доказана.

Пусть К — множество комплексных чисел.
Л е м м а  1.3. Для слабой наблюдаемости системы (1.4),

(1.5) необходимо и достаточно, чтобы
i

rank 1Х/п— ^  A 'i ехР (— 1-hj) ; C'J =  n 
1=о

для любого % б. К-
Д о к а з а те  л г. с т в о. Необходимость. Допустим противное: 

существует комплексное число и вектор g Ф  0 такие, что

g'C '=  0, g' ^ t/ n— e x p ( - y i ; ) ]  =  0. Тогда вектор-функ-
l=o

ция x(t) =  g exp (Я^), t >  0, будет решением системы (1.4). 
Имеем: у (1) =Cx(t)=Cg exp (V ) =  0, t ^ 0 .  Отсюда Re (g exp X 
X (M)) и I m (g exp (>.^)), * > 0 ,  являются решениями системы 
(1.4) прии (t) =  0 ,t ^  0, с выходом y(t) =  0, t^ 0 .  В силу слабой 
наблюдаемости системы (1.4) (Re(gexp (Х^), ££[— h, 0]; Reg-) 
и (Im (g exp (V ), Img) принадлежат нулевому слабому началь­
ному состоянию, т. е. з ^ > 0  такое, что gexp(^^) =  0, t ^ t 1,
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что невозможно, так как g ^ O .  Полученное противоречие дока­
зывает необходимую часть утверждения.

Достаточность. Пусть y(t, 0, {cp}, «) =  #(/, 0, {г|?}, и), 
< > *!> < ). Тогда y(t, 0, {ф — ф}, 0) =  0, Отсюда, пере­
ходя к изображениям по Лапласу, с учетом теоремы Винера — 
Пэли заключаем, что вектор-функция

+  ° °

Y (p )=  j  exp {— pt)y{t, 0, {ф — ф}, 0) dt =
О

=  с  [pin— 2  Ai ехР (— pbj)) 1 S (Р)> 
i=o

(1.15)

есть целая функция конечной степени (s (р) — Лаплас-образ на­
чальных условий (ф — ф}). Поскольку по условию

rank
р!п— 2  ехР (— Phl)

/=о =  п

С

для любого р£К , то найдется п х  (п +  /п)-матрица D(p)(det х  
X D (р) Ф  0 для любого комплексного р) такая, что

i -1

pin— 2 А} ехр ph})
1=оD(P) =  In . Р£К,

или

D(P)
С [pin— 2 Ai ехР (— Phti)

i=o
1 - i  -

=  [pin— 2  А* exP Ph >̂) S №

siP) =

/=0

при каждом комплексном числе р. Отсюда, учитывая (1.15),

получаем, что [pln— 2  А1 ехР (— P^i^j S(P)’ Р^К ' — целая
1=о

функция конечной степени. Возвращаясь к оригиналам, на ос­
новании теоремы Винера—Пэли имеем: g t2 >  0, t~^L=>x(t, 0, 
{ф — ф}> 0) =  0, т. е. {ф}1„о{ф}. Лемма 1.3 доказана.
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Л е м м а  1.4. Если система (1.4), (1.5) ц^наблюдаема, то 
она и ц2-наблюдаема при р2 >  .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть y(t, 0, {<р>, u)=y(t, 0, {ф}, и), 
V и. Тогда y(t, t0, u)=y(t, t0, {ф},о> u, и),

V  и, t ^ z t0+ \ii, где tu =  (i2—(ii. Поскольку по условию систе­
ма неуправляема при t0 =  0, то она в силу стационарности 
Неуправляема и при t0 =  р2 — Hi •

Поэтому из последнего соотношения вытекает, что при каж­
дом «[о.+оо[ x(t, 0, {ф}, u) =  x{t, 0, {i);}, и), t >  t0 +  Hi =  Из— 
—Hi+Hi=P2 > т. е. {ф} То» {\р}. Таким образом, y(t, 0, {ф}, и)=  
=  У {U 0, {ф}, и), V  и, / ^ Н г .  => {ф} Дц {гр}, что и доказывает 
лемму 1.4.

Суммируя сказанное, приходим к утверждению:
Т е о р е м а  1.2. Пусть р>п/г .  Предложение «система (1.8) 

у-управляемаъ эквивалентно каждому из следующих утверж­
дений:

1) система (1.8) слабо управляема;

2) rank [я /п— ^  А] ехР (— Щ ) : С'1 =  п, V Я £ К ;
i=o

3) система (1.4), (1.5) слабо наблюдаема;
4) система (1.4), (1.5) nh-наблюдаема;
5) система (1.4), (1.5) линейно у-наблюдаема;
6) для каждых {ф} 6 , {^}€цДо 113 соотношения y(t, О,

{ф}, 0) =  y(t, О, {ф}, 0), t >  0, вытекает {ф} {ф}.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что система (1.8) 

слабо управляема в том и только в том случае, когда она 
полностью управляема [1, 2]. В работе [10]. показано, что 
если эта система обладает свойством полной управляемости, 
то она вполне управляема за время nh+e, где е — произволь­
ное наперед заданное положительное число, что и доказывает 
утверждение 1). Утверждение 2) вытекает из утверждения li) 
и результатов работы [10]; 3) следует из леммы 1.3 с учетом 
результатов работы [10]; 4) является следствием леммы 1.2;
5) вытекает из утверждения 4) с учетом теоремы 1.1 и леммы 
1.4; &) доказывается по аналогии с доказательством доста­
точности утверждения леммы 1.4 с учетом утверждения 1).

§ 2. ПОТОЧЕЧНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ И НАБЛЮ Д АЕМ ОСТЬ 1

1. Постановка задачи. Рассмотрим линейную стационар­
ную систему со многими запаздываниями:

i
x ( t ) = ^ A j x ( t - h j ) ,  t> 0 .  (2.1)

i=o
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Предположим, что непосредственным измерениям доступна 
величина (выход)

0 ( 9 =  2 Cjx(t — hj), t > 0 .  (2.2)
/=о

Здесь С] (/ =  0, 1, /) — постоянные (g X п)-матрицы; смысл
остальных обозначений тот же, что и в системе (1.4).

Пусть 0 =  р0 <  . . .  <  р7 , у — фиксированное натуральное 
число. На каждом из промежутков [pj— h, pj] зададим для си­
стемы (2.1) начальные условия в виде:

х (т) =  фу- (т), т-6 [рj — h, pj], x (pj +  0)]= x j£ R n , (2.3)
где фj — кусочно-непрерывная на (Pj — h, Pj] n-вектор-функция, 
j — 0, 1, . . . ,  у. Решение системы (2.1) при начальных усло­
виях (2.3) обозначим через xj (т), т >■ рj . Пусть далее

i2 CtXj(t — ht), 0;
/=о

Xj(t) =  2 j K it — T — hi) Лгф^(t) dr, t < Pj ,
/=0 Pj*--h

К (9 — матрица из формулы (1.7).
Введем в рассмотрение линейный функционал Ф +  С([0, ft],

R « ) x C ([ -h ,  рт], /?»)-* Я1, Ф Ф j) = f v ( t ) y } (t)dt +
о

1 Р+  ®s (9 ФJ (9 dt, где компоненты векторов-строк v и со
s= 0  Р j  h s

будем считать кусочно-непрерывными функциями.
О п р е д е л е н и е  2.1. При заданных (пх £)-матрицах H j, 

j — 0, 1, . . . ,  у, систему (2.1), (2.2) назовем H j(j =  0, у)-на- 
блюдаемой в точках ро , ..  . , Р7 , если существует число tt , 
P7< ^ i <  +  °o, такое, что для любых n-векторов p j , / =  0, 
1, . . . ,  у, найдутся векторы-функции v'(t), ^£[0, /J; со'(т), 
т £ [ — h, р7], такие, что

Фи (У1ш fpj) =  p'jXj

(где xj = х (pj +  0) =  HjZj) для любых z} £ Rl, cpj £ C ([Pj — h, 
РЛ, Rn), j =  0, 1, . . . ,  y.

Если Hj =  Jn , /  =  0..........у, то такую Hj (/ =  0, у)-наблю-
даемую в точках ро, . . . ,  Р7 систему (2.1) будем называть си­
стемой, наблюдаемой в точках р0 , . . . ,  Р7 .
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О п р е д е л е н и е 2.2. Систему (2.1), (2.2) назовем а- 
поточечно наблюдаемой, если она наблюдаема в любых точ­
ках Ро, ..., pv> O=p0 < ...< p v< a ,  при любом натуральном чис­
ле у.

О п р е д е л е н и е  2.3. Систему (2.1), (2.2) назовем пото­
чечно наблюдаемой, если она a -поточечно наблюдаема при 
каждом а, а ^ О .

Схематично процесс наблюдения можно изобразить сле­
дующим образом (см. рисунок).

О fi1 ... fig tf

Если эту схему наделить физическим содержанием, 
интерпретируя векторы-функции ур j= 0, ..., у, как выходы кон­
кретных физических реализаций (серийных моделей) системы 
(2.1), то смысл процесса поточечного наблюдения заключа­

ется в построении однотипных моделей (•, •) наблюдаю­
щего устройства, восстанавливающих (в некоторый одинако­
вый для всех моделей момент времени ti) по известным векто­
рам-функциям уj (выходам) и <pj (начальным условиям) не­
известное начальное условие Хр / =  0, 1, ..., у.

2. Исследование поточечной наблюдаемости системы (2.1), 
(2.2). Пусть X h(t) (k ^  1, * > 0 ) —решение определяющего урав­
нения [4]:

**+ ,(о  =  2  (t -  ^  a j + 2  c ju k (t -  hi)
i=0 /=0

с начальными условиями: X h(t)= 0, k < 0  или £ < 0 ;  Uh (t) = 0, 
если k2-\- t2 Ф  0; U0 (0) =  Ir .

Введем обозначения:
б

S =  {s0 , Sj, s2, . . . 10 =  s0 <  <  . . .  , s =  ^  hix ,
T=1
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/ ,€ { о, 1..........■/}, h =  1, 2, . . .},
h

S — {s0 , s4, s2, . . .  | 0 — s0 <C Sj <  • • • > s ^iXt
Xi=l

- 2 4 . .
T2=l

s > 0, /t | 6{0, 1, . . . .  0, i =  1, 2; / , =  1, 2,

4  =  1, 2,
По аналогии с работой [15] справедлива 
Л е м м а  2.1. При каждом i, i =  0, 1, . . . ,  справедливо 

тождество:
«'+1

( 2  - * с . )  ( i ;  2  ••• 2  “
/1=0 /2=о //+1=0

° 2  ft/s
S=1 X

/= 0 /=0

х  x,+i ( ° 2  А/.) = 2  т ^Хг+1 (S;'}’ т >  0; / о = ( 2 -4)
s = l  /= 0

где символ ° 2  означает, что в соответствующую сумму по­
добные члены входят только однажды, например, если при не-1. 1
которых /( , 4 > 4 <  4 i 2  his —

-2
^  h%s . j1 ̂  /г ̂ •••

• • , /s 6 {0, 1, . . • > ТЧ £ {0, 1, . . •, /}, s = l ,

2, . . . ,  / i ; г) =  1, 2, . . . ,  4 ,  то ^  Ats б правую
S= 1

часть пер-

еого из равенств (2.4) не входит, а ряд в (2.4) при каждом i 
представляет собой конечную сумму, так как X t (s) =  0, если 
s >  (/ — 1) h.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверим справедливость тождества 
при i =  0. Имеем

( 2  mhiCi) ( 2  mhiAi)° mhiXi{hi)^ 2 m4Xi {S])-/'= 0 /'=0 /'=0 /'=0
Допустим теперь, что тождество имеет место для i =  k. Тогда 
для i =  k +  1 получаем

( 2  »■*' с <) ( 2  Л' Г '  -  ( 2  т “'  Д  ( 2  т “,л<)/=о /=о ; /=о /=о
X
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X

X
■ 4 + 2 = °

х

,  z 71 4

й+ i

° 2  4 f t+ i

3 ( 2  2 • • •  W ° 2 4 )
/ i —о / а—0 ; f t+ l= 0 S=1

fe-f-2

‘4 + 2  И   ̂
Л ^ + 2  J

7 / . 4 + i ° 2  4

- 2  2
/ 1= 0  / 2=0

• • •  2  т
4 + 2 = °

5=1 X

1 ft+2

2
Т =0

^ f c + i ( ° 2  h <- ~  
S=  1

IIIt*и

ft+ 2  ft+ 1

= 4 - 2  4 -
S = 1  S = 1

vs e<o, l  i>, s= i  fe+i.

- 2  2  -  . 2
/x = °  / 2=0  4 + 2 = 0

ft+2
4+i  °2 4

S = 1
fe+2

X h+2  ( ° 2  h i s )  =
S = 1

+  0°
=  2  mSy X h+2 (Sj).

/=0

Справедливость леммы 2.1 установлена.
Л е м м а  2.2 (обобщенная теорема Гамильтона—Кэли). Имеют 

место соотношения

-4+V+1 4 )  =  — 2 2  2  2  r, t...... Н 4 + v —1+1 X
/=1 /,=о /2=о /г=о

i
х  (s,i 2  ’

X—-1

у — 0, 1, . . . ,  г] _  0, 1, . . . ,  где rjt...... — коэффициенты ха­
рактеристического уравнения:

т (*. ехр (— X)) =  det [Я/п— ^  Aj exp (— Щ ]  =
/= о J

п I f l—j

= 1' + 2  2  2  2  о ...... „ г - щ
г=1 /х=0 /2=0 /г=0
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X exp (— ^ 2 4 )  =  0
s=  1

системы (2.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании теоремы Гамильтона — 

Кэли имеем

Т  ( ( 2  mhjA jy ,  ш) =  0, т >  О,
V /—О

I
откуда, умножая слева на 2  . получаем

/=о

( 2  т"1С>) ( 2  ’* ’ * ) * * +
/=о i=o

+ 2  2  2  - ' 2  '<........ ( 2 m‘i c ' ) x
i = l  /1 = 0  / 2= 0  / ; = 0  /= 0

i

1 2  ft/s
X ( 2  АЛП+У~1 ms=l 3 =  0, т >  0,

/=о

или, учитывая лемму 2.1, имеем

 ̂ i t  1 я+ v  J л + 7 + 1

2 S - - . 2  m ' "  w . ( ° S * , J  +it—0 /2—0 in̂ _ŷ . 1—0 s 1

п 1 /1 / / _ i  г v , V/2+V-£

+  2 2 2 • • •  2  г ь ........../ . 2  2 - 2  *
£=1 / ,= 0  / 2= 0 /{ = 0  V ,=  0 V2= 0 vn + 7 —г'+1= 0

i n + 7 —‘+ 1

2 ft/ s
°  V

л + Т - ‘+ 1
ft.

I s

X  m s 1 2 ^ /!+ 7 _ i+ 1  ^ 2  ^ i s )  m =  0 .

S = 1

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях т и 
учитывая равенство X k ( t ) = 0 ,  t > { k — \ ) h ,  убеждаемся в спра­
ведливости леммы 2.2.

С л е д с т в и е  2.1. Имеет место равенство:

rank[Хй(Sj), k =  1, 2, /  =  0, 1, . . . ]  =
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=  rank \X'k (sj)i k = l,  • n; / =  0, 1, /,],
где j\ —наименьшее натуральное число такое, что S /,^ (n — 1 )h.

Т е о р е м а  2.1. Система (2.1), (2.2) Hj(j  =  0, у)-наблюдае­
ма в точках |50, . . . ,  в том и только в том случае, когда

* i  (0) я 0 : х ,  ( -  ро я ,  ; . . .  ■ х ,  ( -  Pv) я т 
(« о я 0 :• я , (Si- р о я , ;  . . . : х , (st - р , )я ,

rank
X, (s.) Я0 ; X, (s„-p i) Я, 
Х2(0)Я 0 : Х2(— Pi) Я,

• • • Я , (sn--  Pv) Яу
. . ;  х 2 (—  р7) н у

Х2 (Sri) Я0 : Х2 (Sr) Pi) Я, ; . . . ; Х2 (s,)— pv) Ну

-Xn(s4) Я0 i Xn(sn -  pi) Я ,:  . . .  : Xn (s „ -p v)
=  rank diag {Я0, . . . ,  Ят}, (2.5)

где г) — наименьшее натуральное число такое, что L  >  Р„ +  
+  ( л  —  1) Я.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решение системы (2.1), (2.3) запишем 
по формуле Коши:

1 РXj (t) = К {t Pi) X] -f- ^  f Я (t т hi) Ayfj (т) <1т, .
1=0 Р}-h t

Тогда при каждом /, / =  0, 1, . . . ,  у, справедливо равенство

У] (0 — ^  Я; (Я (/ Pi — ht) HjZj + 
1=0

 ̂ Ру
+  2  j  K ( t - r - h t - h a) (т) dr'j .

s= 0  $j—h s
Имеем

<« , '
(*Д ф0 = f V (0 (2  Ci (я (* — Pi — hi) HjZj +

О 1=0

'  Pi+ 2  } K(t — r — hi — hs)As({)j (x)dx^dt +
s= 0  P i~ fts
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1 Pj
+  2  j “ s (T) (Pj (T) dr =  PiHizi' / =  °> Ь • • • ’ У-

s=0  Pj h s

Нетрудно видеть, что это соотношение имеет место для всех zj, 
<ру-, / =  0, 1, у, тогда и только тогда, когда

[ V (0 ( 2  CiK (t — Р, -  hi) HjZj) dt = pjHjZj, (2.6)
о ' i=о

2 Г f ̂  (0 (2 CiK(t — t — hi— hs)) Ash>J (t ) dtdx =
s= 0  P j—fts  0 i= 0

=  — 2  j 7 ®3 ( т ) dx, /  =  0 , 1 , . . . ,  y. (2.7)
s= 0  P j— fts

Из (2.6), (2.7) получаем:
f, i

(0S (t ) =  — j v ( f ) ( 2 c *K(* — T — hi — h S )A sdt, s =  0, 1,
0 1= 0

(2.8)

j  v (0 c iK (t ~  Pi ~  h ^ d t H j  =  p'jHj, j =  0, 1, . . . ,
0 1=0

Применение техники работ [4], [14] к соотношениям (2.8) по­
зволяет заключить, что 'система (2.8) разрешима тогда и только 
тогда, когда

i
if (g, t) =  g ’ diag {H0, . . . ,  Hy} col |  V  /('  (̂  ~  Po — hi) Ct , . . .

def j_n

..., ^ [0’ t i l ’ (2,9)
i= 0

для каждого (у +  1) «-вектора g такого, что g' diag {Я0, . . .
. . .  , Ну}Ф 0, где g =  col{g0, . . . ,  gY}, g ^ R " , / =  0, 1, ..., у. 

Далее, по индукции легко установить, что

dtk ^ ( g . 0 = 2  g ' diag {Ho, . . •, # Y} X
>h+1=°

X col {*' (г — Po — °2 Л/8) x h -i ( 2 ft/«)
s = l  S=1

ft+1
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• • • *
fe-н k+l

K ' ( t - Pv- '° 2  his) ^ + . ( ° 2  */.)}• k = l , 2, . . .  (2.10)
S—1 S=1

Имеем

^  (g> Pj +   ̂+  0 ) ----- Ф(£> P̂  +  f —  0) =

=  g' diag {Ho, . . . ,  Hy) col {Xk+l (t — p0), . . .

. . . »  X,;+ I (* — pv)}, £ = 1 , 2 , . . .  (2.11)

Используя обобщенную теорему Гамильтона — Кэли и учи­
тывая (2.10), нетрудно показать, что вектор-функция ф(£, т), 
т6[0, t\\, удовлетворяет дифференциальному уравнению с за­
паздыванием, имеющему следующий операторный вид:

det [р/„ — 2  Aj exp (— ph})j ф (g, t) =  0, p =  (2.12)

Из (2.11), (2.12) вытекает, что (2.9) имеет место в том и толь­
ко в том случае, когда

g' diag {Но.......... Ну} =  0
для каждого вектора g такого, что

g 'd ia g {# o , . . . .  Hy}[Xk+i {t —  Ро) —  Pv)l, =  0>
k =  1, . . . ,  п; f£[0,  ру-\-{п— 1 )h], что эквивалентно критерию 
Hj(j =  0, у)-наблюдаемости. Теорема 2.1 доказана.

Пусть далее символ

X k (t)H0\ . . . l X k { t - ^ ) H y  
rank 1 <  k <  n

1 < / < * ]

обозначает левую часть в соотношении (2.5). Тогда имеет мес­
то утверждение

С л е д с т в и е  2.1. Условие

rank
X* (t -  s«) i ** (t -  \ ) X h ( t -  s4) 

1
^ 6Ю,  sT +  ( n _ l ) £ ] n S

=  (T+l)n, (2.13)

где sx a, sT-)_i>-a, необходимо и достаточно для a -поточеч­
ной наблюдаемости системы (2.1), (2.2).
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Действительно, если система (2.1), (2.2) a -поточечно на­
блюдаема, то она наблюдаема и в точках so ..., sT. Поэтому 
условие (2.13) необходимо для a -поточечной наблюдаемости 
системы (2.1), (2.2). С другой стороны, если требование (2.2) 
выполнено, то, учитывая соотношение Xu(t)=0, tQS, нетрудно 
показать, что система (1.1), (2.2) наблюдаема в любых точках 
ро, ..., Pj, 0 = p 0< . . .< P i^ a ,  что и завершает доказательство 
следствия 2.1.

З а м е ч а н и е  2.1. Как следует из (2.8), векторы-функции 
(Ds не зависят от tpj, Zj, что позволяет считать наблюдающие 
устройства однотипными.

Т е о р е м а  2.2 Для поточечной наблюдаемости системы 
(2.1), (2.2) необходимо и достаточно, чтобы система

i
i ( 0  =  2  Aim'dx(t), t >  0, (2.14)

/= о
была наблюдаемой (хотя бы при одном т, т ^ О ) в смысле 
Калмана по выходу

у(0 =  2 с У М 0 -  (2.15)
1=0

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а .  Достаточность. Допустим, 
что система (2.1), (2.2) не является поточечно наблюдаемой. 
Это означает, что найдутся числа ро, . . . ,  рт, 0 =  р0<  . . .  <  pv; 
n-векторы gi, ] = 0, 1, . . . ,  у, ||goll +  • ■ • +  Ш \ Ф  0. такие, что

goXh+i (0) =  0,

gcA + i (s^ +  g’lXft-i-i (Sj— РО =  0, (2.16)

gO-Xft+l (S2) -f- g'lXft-J-l (S2 —  Pi) +  g2Xh+l (s2 —  P2) — 0,

goXk+i (sj) +  giXfc-i-i (s;- —  Pi) +  • ■ • +  gv^ft+i Csi Pv)]=  0,
/' =  3, 4, k = 0, 1, . . . ,  n — 1.

Умножая ;'-e из соотношений (2.16) на msJ, суммируя левые и 
правые части полученных тождеств и учитывая лемму 2.1, по­
лучаем

г ' И  ( 2  M >)h ( 2/=о /=О
k = 0, 1, . .  . ,  п — 1, ||g (т)|| ф  0,
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для каждого неотрицательного числа гаг. Следовательно, система 
(2.14), (2.15) не может быть наблюдаема по Калману ни при 
каком гаг, т ^ О ,  если система (2.1), (2.2) не является поточечно 
наблюдаемой. Достаточность доказана.

Необходимость. Предположим, что система (2.14), (2.15) не 
является наблюдаемой по Калману ни при каком т, т ̂  0. 
В этом случае можно показать, что найдется «-вектор-функция 
8 (т )> т >  0, 1Ит )Н Ф 0, вида g (гаг) = g0 +  m^g± +  . . .  +  mTvgv, 
тг- £ S, такая, что

g'(m) g  ( 2  mhiC'j)=0, 0, k=Q, 1, ..., n— 1.
/=o / =о

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях т, имеем

So 1 (Sj) +  g i X h+1 (sj — Tj) -f . . . +  gv X h+1  (sj — tv) = 0 ,
/  =  0, 1, 2, k =  0, 1, . . . ,  ra— 1. Значит, система (2.1), 
(2.2) не является наблюдаемой в точках 0, . . . ,  tv и, следо­
вательно, не может быть поточечно наблюдаемой. Полученное 
противоречие доказывает необходимость.

С л е д с т в и е  2.3. Система (2.1), (2.2) поточечно наблюдае­
ма тогда и только тогда, когда она a -поточечно наблюдаема при

„ - < ■ +  — 2) 
2

(2.17)

Следствие 2.3 может быть усилено. Ограничимся формули­
ровкой усиленного результата в частном случае, когда Cj = 0, 
/  ф  0. В этой ситуации в качестве а из равенства (2.17) доста- 

(п — rankС0) (га— rankC0— 1) ^точно взять число что позво­

ляет уточнить двойственный результат из работы [14].
При синтезе систем наблюдения может случиться так, что 

динамика системы (2.1), характеризуемая матрицами Aj(j= 
=  0, 1, ..., I), задана, а матрицы Cj(j=0,  .... I), задающие струк­
туру наблюдающего устройства, разрешается выбирать про­
извольными. В этом случае представляет интерес задача вы­
числения минимального числа выходов: найти матрицы Cj(j = 
=  0,1,  .... I), при которых размерность q = q0 выхода y(t)  пото­
чечно наблюдаемой системы (2.1), (2.2) будет минимальной. 
Применив результаты работы [16] к теореме 2.2, приходим к 
утверждению.

С л е д с т в и е  2.4. Минимальное число q0 выходов, при ко­
торых система (2.1), (2.2) поточечно наблюдаема, равно

i
<7„ =  minp (V  mhJAj),

т>° XjT 0 '
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где через р(Х) обозначено число нетривиальных инвариантных 
полимеров Х-матрицы Х1п — X ; при этом достаточно ограничить­
ся случаем С/ =  0, /=#=0. Для вычисления матрицы С0 можно 
воспользоваться алгоритмом из работы [17].

3. Двойственные результаты. Рассмотрим систему управле- 
сния

i

£(0 =  2  [A 'lX { t  ~  hj) +  c 'iU {t ~  hi)]’ 1 >  ° ’ (2-18)
1=0

начальными условиями:
х(т) =  0. м(т) =  0, т ^ О .  (2.19)

О п р е д е л е н и е  2.4. Система (2.18) называется управляе­
мой в точках р0, ••• .  Pv, 0 =  po< . . . < P v, если существует 
число tt такое, что для любых xj £ R", /  =  0, 1, . . . ,  у, найдет­
ся кусочно-непрерывное управление и (t), t >  0, при котором со­
ответствующее решение x(t), t >  0, системы (2.18), (2.19) обла­
дает свойством: х (ft — р;) =  xj, / =  0, 1, у.

О п р е д е л е н и е  2.5. Система (2.18) называется а-пото- 
чечно управляемой, если она управляема в любых точках 
ро, ..., pv, 0 =  p0< ...< p vsCa-

О п р е д е л е н и е  2.6. Систему (2.18) назовем поточечно 
управляемой, если она a -поточечно управляема при любом а, 
а ^ 0 .

По аналогии с доказательством теорем 2.1, 2.2 можно по­
лучить соответствующие критерии поточечной управляемости. 
В качестве следствия этих критериев сформулируем следую­
щие двойственные результаты:

1) система (2.18) управляема в точках р0, ..., pv тогда и 
только тогда, когда система (2.1), (2.2) наблюдаема в точках 
ро, ..., Py,

2) для a -поточечной управляемости системы (2.18) необ­
ходимо и достаточно, чтобы система (2.1), (2.2) была a -пото­
чечно наблюдаема;

3) система (2.18) поточечно управляема тогда и только 
тогда, когда система (2.1), (2.2) поточечно наблюдаема.

§ 3. ОБСУЖ ДЕНИЕ. ЗА Д А ЧИ  ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ

1. При увеличении параметра т классы эквивалентности 
и{ф}т, и становятся беднее и состоят из одного элемента при 
т ^ р ,+ /г . Следовательно, каждому начальному р-состоянию 
н{ф} и управлению и соответствует единственное решение си­
стемы (2.1) при т ^ р ,  т. е. все решения х(х, 0, {ср}, а), т> 0 , 
{ф}6ц{ф}, «слипаются» при т ^ р .  Поэтому в качестве р-состоя- 
ний системы (2.1) можно рассматривать элементы множества
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(Дц+й. Тогда множества ,Д Т, О г ^ т ^ р + й , можно интерпрети­
ровать как множества р-предсостояний. На всем промежутке 
|[0, р+/г] система накапливает информацию для своего р-со- 
стояния, образно говоря, система «р-разогревается». Множе­
ство p-состояний цХц+д можно наделить различными структу­
рами, в частности структурой предгильбертова пространства. 
В связи с этим представляет интерес строение этого прост­
ранства, в частности интересен вопрос о полных и замкнутых 
системах в нем. Особый интерес вызывает вопрос о структуре 
пространства ooXnh слабых состояний. Можно показать, что 
все пространства осХх для системы (2.1) изоморфны и различ­
ным слабым состояниям соответствуют различные слабые ре­
шения, т. е. слабые решения «не слипаются». В этой связи за­
метим, что пространство слабых состояний системы (2.1) в 
случае конечного спектра является конечномерным. Это обсто­
ятельство позволяет провести аналог между такими системами 
и системами, не содержащими запаздывания.

2. Систему (2.1) с ф  =  0, / =  2, . . . ,  I, назовем сильно 
управляемой, если для V {ф}, Ш б С х Я " ,  A.U>h, Ни[о,+~]=^ 
=>x{ti7 0, {ф}, «) =  ф0, Аух (^+ т , 0, {ф}, «)=Л!ф(т), т£[—h, 0]. 
Нетрудно видеть, что условия rank (AiB) =  rank Аь rank \Xk(jh),

0 ^ / ^ n — 1] =  n, необходимы для сильной управ­
ляемости такой системы. Здесь X h( t ) ( k ^  1, t ^ O )  — решение 
определяющего уравнения [4]. Вопрос о необходимом и доста­
точном условии сильной управляемости в общем случае остается 
открытым.

3. Обозначим tHx(-,  (ф>, и) =  (%,*+»], x { t +  0, 0, {ф}, и)),

Т(^ +  т) =  2 A jx(t+ r—hj, 0, {ф}, и), t £[/is_ i, hs], s = l ,  . . . ,  1.
i= s

Величину {ф}, и) назовем ^-информатором решения
дс(*, 0, {ф}, и) (начальное условие {ф}). Нетрудно видеть, что 
{ф} L(l {ф} тогда и только тогда, когда их р-информаторы совпа­
дают. Отсюда, записывая правую часть равенства (1.6) в экви­
валентной форме

i n+fts i

2  I  р' (т) ( 2 Л^  (т' ~ hi)) dx>
s = l  ri+ ft5_ 1 /= s

заключаем, что задача p-наблюдаемости системы (2.1), (2.2) есть 
задача восстановления р-информатора каждого ее начального 
условия.

4. Как уже отмечалось, пространство состояний системы с 
запаздыванием в общем случае является бесконечномерным.
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Целесообразно исследовать вопрос о наличии у системы свой­
ства аппроксимативной управляемости, когда множество до­
стижимости системы всюду плотно (в смысле рассматривае­
мой топологии) в пространстве состояний.

5. Представляет интерес теория управления и наблюдения 
систем с запаздыванием, если в качестве множества возмож­
ных р-состояний системы в момент т ^ О  рассмотреть множе­
ство «До. Естественным классом допустимых управлений в 
этом случае становится класс обобщенных функций.
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