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1. В решении граничных задач для линейных систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений (о. д. у.) первого порядка с малым пара
метром при старшей производной могут возникать пограничные слои 
либо внутренние переходные слои с большими градиентами решений. 
Численное решение таких задач [1—5] сопряжено с рядом существен
ных трудностей, которые проявляются в понижении порядка сходимости 
разностных схем и неравномерной сходимости их на равномерных сетках. 
Эти отрицательные последствия пограничных или внутренних переход
ных слоев в ряде алгоритмов удается нейтрализовать или ослабить путем 
использования информации о решении исходной задачи и его свойствах 
[1— 4, 6]. Такая информация в большинстве случаев может быть полу

чена только при довольно жестких ограничениях на параметры рассмат
риваемых задач [1, 2 ], что сильно сужает классы такого рода задач, 
эффективное численное решение которых возможно в рамках существую
щих методик.

Важным является построение и исследование таких вычислительных 
алгоритмов, которые были бы применимы при довольно общих предполо
жениях на входные данные граничных задач, обладали бы свойством 
адаптивности и имели бы хорошие возможности регулировки и настрой
ки вычислений. Подобными свойствами могут обладать алгоритмы, ис
пользующие идею метода множественной двусторонней пристрелки 
(м. м. д. п.) [5, 7].

2. Рассматривается система линейных о. д. у. первого порядка

у ’ =  A(x,  e ) y - f  f(x , e), 0 s ^ x < 4 , (I)

с разделенными граничными условиями

By (0) =  p, (2)

Су (1) =  у, (3)

где y:[0, 11 -> R", A(x,  s) =  (au (x, e))?, f(x,_e) =  ( / , (x, e),__... , !п(х,
г))т, e > e 0> 0 - -  малый параметр, В =  (РаУ^Т^.’ С =  (со'К=г5’
YgR', rang В -- k, rang С =  l, l +  k =  n, функции au (x, e), f t (x, e) 
имеют зависимость от e, характерную для задач с малым параметром при 
старшей производной и с пограничными слоями.

Выберем точки пристрелки 0— Xo<Xi<...<x2m =  1 и рассмотрим при
стрелочные задачи Коши [5, 7]:

U' — А  (X, б) U -|- f , X (; J2P— 1 =  {X2j—i X X2j} , (4)

U (X, У2./-1)

v'  =  А (х, е) v +  f, х £ J 2j—1 — { x o j у? x x2j __.̂ ,
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где у,, Уз, •••, У2m—i — параметры пристрелки, для определения которых 
обычным путем может быть получена система уравнений

Ч (X2j> U ii-l)  V {X2ji t/zj+i) — 0 , j-=z= l ,  tn 1,
Bv (*0> yi) — p =  0, Си (x2m, y2m_x) — у =  0. (6)

Запишем (6) в операторной форме

V  (-*■> Uij-l) \ x = X 2j 1 —  У 2.7-1 > У 2 7 - 1  € R ,  (5)I.

H (z) =  0, (7)

где H :R "  +  RV, N  = тп, z =  (у[, уГ, ... , у L - i F -
В зонах пограничных или переходных слоев поведение решения силь

но усложняется и, чтобы получить возможность точно прослеживать при
стрелочные траектории, необходимо регулировать выбор пристрелочных 
параметров У2.7- 1, гибко определять длину положительных / (+ ^  и отри
цательных подынтервалов пристрелки и правильно выбирать под
ходящие методы для численного решения задач Коши, в том числе и 
жестких [6— 8 ],

Обозначим z* =  (у/ (tt) у Т{t3), ... , yT(t2m-i))T, где z{t) — решение
задачи (1) — (3), тогда H (z*) =  0. Пусть z{k) = (y <i't>7', у з^ , ... , УъС-х) — 
■— k-e приближение к z*, (k -j- 1 )-е приближение вычислим по прави
лу z(ft+1) =  z(ft) -[- Az(ft), где

а Н ^ >  Az(ft) 
dz

— H (z (ft)), k — 0, 1, 2, ...

<Ш (z(ft))
dz

ан, (zw)
dz. (8)

3. Для сходимости {z(ft)}o важное значение наряду с локализаци

ей z(0) имеет условие невырожденности дН (z(ft>) 
dz

По этой причине

необходимо выявить ограничения на А (х , е), xh  В и С, при которых

(9)d e t_ a H ( z J _ ^ o ,  Vz(fe>eRw
dz

Вычисляемое в м.м.д.п. решение представимо формулой

v (x , ,
w ( х, у2}-\)

0г£дг<1 u(x, y ^ j ) ,  x£J<+]_v j =  1, m.

М.м.д.п. называется сходящимся, если сходится итерационная последо
вательность {z(fe)}o и lim z(ft) =  z*. Обозначим через 6(х) вариацию для

h-+oo
точного решения задачи (1) — (3):

б'(х) =  А(х,  е )б (х ), 0 < х < 1 ,  В6(0) =  0, Сб(1) =  0. (10)

Решение задачи (1) — (3) называется изолированным тогда и только 
тогда, когда выполняется условие 6 ( \ )  =  0, O ^ x ^ l .  Для линейных задач 
вида (1) — (3) это требование означает их однозначную разрешимость. 

т, . dH (z)Изучим свойства матрицы ----------- . Имеем
dz
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ан (z)
dz

U<,2 \ V (2)—  V 3  , o , 0 ,  . . . .  0 , 0 , 0 , 0

0 0 , 0 , 0 ,  .  . • , 0 , 0 ,
l j ( 2 m — 2 ) 

2 m — 3 ’
___у  (2 m—2)

2m— 1

B V (!0 ) , 0 , 0 , 0 ,  . . • , 0 , 0 , o , 0

0 0 , 0 , 0 ,  . . • ,  0 , 0 , 0 ,

гпР \Z^j—̂гДе V 2 /— 1 V27-1 (X2j-i)> ^2/— 1 — ^2J-1 (X2j)-
( П )

v2/- 1
Свойства матрицы

U2/_ i (x) =  Л (x, е )и 2у_1(л:), x G 4 | - b  U2j - i  (x22_i) = £ ,  (12)
(x) =  A (x, 8) Vw_! (x), X £ 4 7 -1 . V2j-1 (*2j-i) =  E, j =  1. m. (13)

ан (z)
dz

можно регулировать путем выбора числа 

/(+>. /<-)/п подынтервалов пристрелки 4 /-г >  4 / —i и их длин. Верна следующая 
Т е о р е м а . £Ъш решение задачи (1) — (3) изолированное, то

H (z) О и det (z) ^  о при y z  £ R,v.
az

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если у22-_г =  У (x2j_i), то, очевидно, что 
u (x2j, у (x2j_t)) =  v (x2j, у (Хая-j)), j =  1, т — 1 и v (х0, у (хх)) =  у (0), 
u (х2т, у (х27П_-,)) =  у (1), значит, H (z*) =  0. Изолированность решения

Г В
возможна при выполнении условия D^) =  det ^ ф 0, где Ф (х) —

матричное решение задачи Коши: Ф ' =  А(х,  е)Ф , Ф (0) =  Е, 0 ^  х ^  1.

Прямыми вычислениями устанавливается, что det ^  ^ . — D ^ A ^’, гДе
дг

А(т — определитель матрицы, невырожденность которой можно обеспечить 
всегда путем выбора достаточно малой длины подынтервала 4 Г *. Теоре
ма доказана.

4. Изучим качественную сторону м.м.д.п. на примере типичной зада
чи с пограничным слоем [2]. Положим п — 2, аи (х, е) =  0, а12(х, г) =  
=  1, а21 (х, е) =  Ь/е >  0, а22 (х, е) =  — а/е <  0, fx (х, е) =  0, f2 (х, е) =  
=  f(x)/e, В = С = Е0 =  [ 1, 0], р = 1 ,  у =  0. Тогда А (х, е) =  А (е), 
A (e)Wi =  %i (e)wi, i — 1, 2, ay;£R 2, 4  (e) =  2b/(a +  V a 2 +  4be)>0, A,2(e) =  
=  — (a +  V  a2 +  4be)/2e < 0 .  В этом случае (x) =  wA (x —
— x2;_1; 8)w -1, х £ Л + ij ,  v 2j_x (x) =  wA (x — x2M , fc )w -\ X 6 4 7 - , ,  где

w = w.
Wo

W,
Wo

A(x • l 2 ; - i> e)
exp (e) (x — x ^ j ) ,  0 
0, exp Я2 (e) (x — x2J-_x)

Система уравнений (8) для определения поправок Az2*Li примет 
вид
IJ (2)*_ (ft)  v (2) * ,( fe )  _  XT , , ( 2m - 2) A  (ft) V (2m - 2) A  (ft) _  t i
' “’ l Д 2 )  —  У з  A Z 3 =  — H j ,  . . .  , U 2m_ з  a Z 2 m — 3 —  » 2m— 1 A Z 2m _ i —  — n 2m _ 3 ,

p  \-№  t t (I) p  11(2m) A №) xx(2)E0Vi AZi = — U 2m_  1, £ 0U2m-lAZ2m_ i =  — H 2m—1,
i (1) | = _^T 1 TJ<2>

Для Az2m- 1  ИЗ (14) получим
где H 2m— i =  E0v (x0, уГ ) — 1, H 2"m—1 =  E0U (x2m, y2m-l)-

где
Az2m_i = fimAz(!ft) ■

= П g.2j+1, ^2/+l =
-1

m —  1 3^2/-j-3<m-- l
©m - 2 (  n ^*2i+l

(14)

(15)

/(2/) 1-111(2/)

/=» i=m—1
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Обозначим

Dm = £ 0Vi(0)

£ 0U(22mmi 1flm
Если det Dm -y^O, то система уравнений (14) однозначно разрешима и

(16)

Az(ift) =  [D J " 1
ТТ<1)— П2т— 1тт(2)

—  * 1 2  т- л +  £ 0и<22Г !,о )т  J

Далее получим: Go;.! =  [V22/r 2)]_1 U22/r 32) =  шЛ (x2j_1 — х.

(17)

27—3» е) w 1
o t f  (X 2j _ l ,  -^27*—3» *0  t t  ^771 —  Q iT T l- lQ lm —3 • • •  G 3 —  (Х 2т —1 » -^1 » ^ )»  ‘

/(0)

# ( х х, х„, е), U2m_ i =  £  (х2т, Хот.!, е). Поэтому справедлива форму-

Очевидно,ла Dm =  (х1; х0, е)г где =
.  ( х 2 , пу *Ч)> ®) -

что det ^ ( x j ,  х0, е)^ = 0  при достаточно малом [х0, хх]. Значит, (16) 
будет выполнено, если det Dm* Ф 0 .  Для det прямые вычисления да
ют det D{m — twn« 12pj -f- иу,а22р2, где wu , а и — элементы соответственно 
матриц w, да-1, рх =  exp A,x (е) (х2т — х0), р3 =  ехр 1.2 (е) (х2т — х0). Решение 
уравнения для 6 (х) здесь дается формулой 8 (х) =  Ф (х) С, и условие 
6 (х) =  0 выполняется тогда и только тогда, когда

detD  =
(/1 (

■ 0, (18)

I де С?!! — 1, dn  — 0, d-21 — ^ 11^1 iPl +  ®12*-̂2lP2> 2̂2 — ®ll®42Pl ®12®22p2‘ 
Нели решение изолированное, то из (18) следует, что d22 =f= 0. Но легко
видеть, что det D(m =  d2, Ф  0 и, значит, изолированность решения обес-

, . dH (z)мечивает выполнение условия d e t------ Ф  0 и, таким образом, схо-
дг

димость последовательности {z(k>}o .
5. Выбором числа и длин подынтервалов пристрелки Л+Д,, / (2у2_, мож

но обеспечить необходимые качества пристрелочных задач Коши, а вы
бором соответствующих методов численного решения задач'Коши [8] — 
высокую точность и экономичность вычисления пристрелочных траекто
рий. В зонах плавного изменения решения шаг интегрирования при этом 
может быть автоматически увеличен или соответствующим образом адап
тирован к свойствам решения. Указанные факторы имеют положительное

влияние и на регулирование свойств матрицы Я коби-----.
dz

Summary
New algorithms employing the idea of the multiple bilateral' shooting method are 

uggested for the boundary-layer problems. They are justified and their calculation pro
perties are studied.
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