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К ВОПРОСУ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ОБЩЕГО ВИДА 

С ПОГРАНИЧНЫМ СЛОЕМ
Граничные задачи с пограничным слоем применяются в меха­

нике, акустике, динамике жидкостей, физике и других областях науки 
и техники. Они являются математическими моделями, решения кото­
рых отличаются сложным характером поведения, в частности, им при­
суще развитие пограничных либо внутренних переходных слоев с боль­
шими градиентами решений. Это значительно усложняет решение та­
кого рода задач [1].

Причина трудности решений задач с пограничным слоем заклю­
чается в неустойчивости численного процесса [2]. Для решения назван­
ных выше задач предлагается модификация метода множественной 
двусторонней пристрелки, приводящая исходную граничную задачу к 
совокупности нескольких задач Коши.

Рассмотрим двухточечные граничные задачи для обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка с малым параметром 
при старшей производной

у' = А(х,е)у + /(*,£■), 0 < х й 1 (1)
с разделенными граничными условиями

5у(0) = Д,
Су(1) = у,

где у:[0,1]->Д"; А(х,£) = (а1;(х,£))"; f ( x ,£ )  = ( f ](x,e),...,fn(x,s))T-, е> О 

-  малый параметр; В = (&,)££, С = (с^ ; f i e R k; у е R1; rangB = к ; 
rangC = 1; к + / = п ; функции atj(x,e) и /(х ,£ )  имеют зависимость от е 
, характерную для задач с малым параметром при старшей производной 
[3 ].

Рассмотрим вычислительную схему метода множественной дву­
сторонней пристрелки при общих предположениях относительно пара­
метров, определяющих задачу (1)-(2), причем положение пограничных 
слоев в данной схеме жестко не учитывается.

Выберем точки пристрелки 0 = х0 < х, <... < х2т = 1 и рассмотрим
пристрелочные задачи Коши:

[и' = А(х,е)и + f { x ,s ) ,  х е = {х1)А < x < x 2J},
\ I (3)[<х,у1Н) =  у2Н,
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(4)iv' = A(x,e)v + f (x ,e ) ,  x e  J'2]\  = {x2/_, > x > x 2j_2), 

v ( x , ^ . , ) L w = Уг н , У г н е К "’

где y l,y3, - , y 2m.i -  параметры пристрелки. Для их определения легко по­
лучить систему уравнений

Более сложно обстоит дело непосредственно в зонах погранич­
ных слоев. Здесь решение и особенно его градиент начинают неограни­
ченно расти, поэтому нужно достаточно точно прослеживать пристре­
лочные траектории. Для этого необходимо регулировать выбор при­
стрелочных параметров у  , гибко определять длину положительных
</2*’, и отрицательных подинтервалов пристрелки и правильно вы­
бирать соответствующие методы для решения задач Коши, к которым 
сводится исходная граничная задача. Эти требования также относятся 
и к жестким задачам [4].

Вектор-функции и(х,у7Н) представим следующим образом:

« . Угп ) -'4*2/. У гм ) = °> J = ■т -1 .
(х0, у,) -  /? = О, Си(хгт,у2„_,) -  у = о

(5)

Систему вида (5) запишем операторном виде:
Я(г) = О,

где H : R -
(6)

“0>>V, ) = игн(х)Угп +u2j\(x)> 
где матрица U2J_,(x) -  решение задачи Коши

(7)

С2у_] — А(х, £ Х2у_[ ^ х  ̂Х22

U 1h ( X 2J- l) = £ (8)

а н™, (х) -  частное решение неоднородного уравнения:

Аналогично получаются и вектор-функции v(x,y2, ,) 

v(Ay2H) = К2;_,(х)у2/., +v™,(x), 
где матрица С2у_,(х) -  решение задачи Коши:

a v2y-i (х ) ~  частное решение неоднородного уравнения

205



|  С /  = A(x,£)vf^  + f ( x ) ,  x2H 2 x >  x2j_2,

|v (04 ^ - ,)  = 0,
Форма представления решений u(x,y2j_,)  и v(x,y^_,) такого рода поз­
воляет более наглядно судить о роли начальных значений у2Н и подин­
тервалов пристрелки.

Обозначим z* = ( y T( t , ) ,y T{t2) ,. . . ,yT(t2m.[))r ,тде / г -реш ениеис­
ходной задачи (1 )-(2). В этом случае будет выполняться условие

tf(z‘) = 0.
Предположим, что z(*! ={у\к)Т,у\к)Т, - ,У г ^ У  ~ к-ое приближение 

к z *. Например, по методу Ньютона можно вычислить следующее ( к 
+1) - е приближение:

гНЧ) = z (*,+DzW)

где

^ ^ A z (*>=-tf(z<‘>), Д: = 0,1,2,...
3z

, матрица Якоби eL (R N ,RN).
8z

Для сходимости {z**1} важное значение имеет условие невырож- 
д Н ( / )  _денности матрицы — -— Для этого нужно указать ограничения на

dz
А(х,б), х; , В, С , при которых выполняется:

det-a//(z^ U o , Vz(A)e Л" 
dz

Вычисляемое в данном методе решение будет представлено в 
виде формулы:

M x,yv .,) = \ . _ _
os«i [и(х, у г н ), х  6 . J = i,m.

Определение!. Метод множественной двусторонней пристрелки 
называется сходящимся, если сходится итерационная последователь­
ность {z(A)}“ и limz(A) = z*.

Обозначим через 5(х) вариацию для точного решения задачи (1)-

S'(x) = A(x,e)S(x), 0 <;*<!, Щ 0 ) = 0, Ctf(l) = 0.
(2 ).

Дг(А) =

.<*)

.(*)

Az:.(*)
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Определение 2. Решение задачи (1)-(2) будет изолированным то­
гда и только тогда, когда выполняется условие 8(х) = 0.

Для рассматриваемых задач (1)-(2) данное требование означает 
их однозначную разрешимость.

Свойства матрицы можно регулировать путем выбора
dz

числа т положительных У'}’, и отрицательных J {2j\  подинтервалов
пристрелки.

Теорема. Если решение задачи (1)-(2) изолированное, то

H (z )I . = 0 и det5//(-2 Ц  0, Vzl*> е Д".
' 1 dz
Доказательство. Если у  = у(хг н ), то

< х г1,у{х1 н )) = у(х1Гу{хг^ ) ) ,  j  = v(x0,y(x,)) = y(O) и
и(х2т<У(х2т-0) = Т(1) • Значит, Я(г’) = 0. Изолированность решения 
имеет место при выполнении условия

£>i0) = det В
СФ( 1)

к о ,

где Ф(х) -  матричное решение задачи Коши:
Ф'{х) = А(х,е)Ф(х), Ф(0) = Е, 0<х<П.

Обычными вычислениями показывается, что det-——— =
dz

, где Л"» -  определитель матрицы, невырожденность которой легко 
обеспечить путем выбора достаточно малой длины отрицательного по­
динтервала . Теорема доказана.
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