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I .  ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.Математическими моделями задач о вы- 
численйи сопротивления, возникающего при обтекании тел а , о 
вычислении сопротивления трения корабля, зад ач , списывающих 
всевозможные дьцфузионно-конвоктивные процессы или родствен
ные явления в физике, механике, технике и других областях со 
временной науки, являются во многих случаях прикладными гр а
ничными задачами с  малым параметром при старшей производной 
и возникающими при этом в решении граничных задач пограничны
ми либо внутренними переходными слоями. Такого рода задачи  
постоянно вызывали и вызывают устойчивый интерес. Вопросам 
их численного решения посвящено большое число монографий, 
книг и журнальных ст а т е й . Здесь можно отм етить, например, ра
боты следующих автор ов: На Ц ., Холл Дж. , Уатт Д к . , Робертс С . ,  
Шипмен Дж.,  Дулан Э . , Миллер Дж.,  Шилдерс У. и др . Круг мето
дов ,  специально предназначенных для решения задач с  погранич
ным слоем , является достаточно широким и разнообразным, к их 
числу, в первую очередь, -«ожно отнести различные сеточные ме
тоды (работы Самарского А . А . ,  Лисейкина В . Д . , Ильина А.М.,  
Емельянова К.** . ,  Шишкина Г .И.  и д р . ) ,  итерационные (работы  
Марчука Г . И . ,  Ильина В . П . , Шаманского В . Е .  и д р . ) ,  асимптоти
ческие (работы Бахвалова Н . С . , Лидского В .В . и д р . ) ,  методы 
возмущений, возникшие в связи с  решением задач небесной меха
ники (работы Ляпунова А.М. , Васильевой А . Б . ,  Бутузова В .Ф . ,  
Вишика М.И. , Люстерника Л . А . ,  Ван Дейка, Найфэ А.Х.  и д р . ) ,  
методы прогонки (работы Абрамова А . А . ,  Годунова С . К . ,  Гель
фанда И.М. , Локупиевского О . В . , Мон&стыркого П.И. и д р . ) .

Наверное, близкой к идеальной в случае решения в ш е н а э -  
ванных задач можно было бы н азвать вычислительную процедуру, 
соединяющую в себ е  две разновидности перечисленных вш е м ето- 
дф>; непосредственно вблизи пограничных слоёв применялись бы 
экспоненциальные разностные схемы, а  на остальном уч астке -  

'к л асси ч еск и е, однако, опыт показы вает, что практически это  
Осуществить с  выгодой в общем случае трудно или невозможно.

I о  Актуальность рассматриваемой тематики объясняется • 
основном следующими причинами: в связи с  потребностями при
ложений и математического моделирования нередко возникают
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новые классы граничных задач, к которым примэнение существую
щих методоз невозможно или является недостаточно эффективным.
В связи с этим появляется необходимость распространения су
ществующих методов на более общие дифференциальные задачи к 
построение новых вычислительных алгоритмов, которые охватыва
ли бы более широкие классы задач с погран-чным слоем. Такие 
методы должны обладать большой универсальностью, гибкими вы
числительными свойствами, дол-шчы предоставлять вычислителю 
разнообразные возможности выбора подходящих схем, которые по
могли бы обойти или ослабить трудности решения систем числен
ных уравнений высокого порядка и, следовательно, давали бы 
возможность, в частности, избежать многих трудных вопросов, 
связанных с организацией итерационных процессов и обеспечени
ем их сходимости.

Цель работы. Построение и исследование численньх мето
дов для решения граничных задач в случае дифференциальных 
уравнений и систем с пограничным слоем, обладающих такими 
основными качествами, как устойчивость, достаточно высокая 
точность, универсальность и удобная реализуемость на ЭВЦ. Про
ведение вычислительных экспериментов по решению ряда приклад
ных и модельных задач в области физики плазмы, гкдродинимйки, 
теории упругости.

Научная новизна. Для решения граничных задач с погранич
ным слоем разработан вариант метода дифференциальной ортого
нальной прогонки с введением регулирующих множителей, модели
рующих поведение решений в зонах пограничных слоёв. Выполнены 
численные эксперименты по решению типичных задач с погромсло
ем. Даны сравнительные характеристики полученных результатов 
с существующими. Доказана устойчивость в малом для варианта 
метода дифференциальной ортогональной прогонки и получены 
оценки погрешностей. Предложен.новый класс вычислительных ал
горитмов для решения систем линейных о .д .у .  второго порядка с 
погранслоем, основанный на методе унитарной прогонки. Для ре
гулирования роста градиентов решений ь зонах погранслоёв по
строены специальные алгоритмы, основанные на введении в облас
тях погранслоев регулирующих матриц-множителей, обеспечиваю
щих нормальный рост решений и градиентов решений. Для решения 
системы линейных о .д .у .  первого порядка с пограничным слоем
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исследован алгоритм метода множественной двусторонней прист
релки. Изучены свойства матрицы Якоби и возможности их регули
рования. Исследован ряд важных вычислительных характеристик, 
определяющих качественную сторону вычислений. Дано обобщение 
результатов на некоторые нелинейные граничные задачи с псграи- 
слоем. Ланы сравнительные характеристики вычислительных свойств 
предлагаемых методов с другими родственными методами. Проведе
но изучение спектральных свойств матриц замыкающих систем, по
лученных при применении метода множес. венной двусторонней при
стрелки. При этом проведён анализ чисел обусловленности матри
цы Якоби для различных разбиений области интегрирования. Вы
полнено .численное решение задачи, описывающей модель удержания 
плазменного столба с  применением множественной двусторонней 
пристрелки, задачи о расчёте критической нагрузки колонны, за 
дачи о движении жидкости между двумя цилиндрами с проницаемы
ми стенками бесконечной длины и нескольких типичных задач с  
одним и двумя пограничными слоят  с  применением различных вы
числительных алгоритмов, предлагаемых в дисс. ртации.

Практическая ценность. Проведённые в диссертации иссле
дования и разработанные на их основе алгоритмы позволяют до
статочно эффективно решать широкие классы задач с  погранслоя
ми или внутренними переходными слоями. Кроме т о го , методика, 
предложенная в диссертации, позволяет решать ряд жёстких з а 
дач о случае линейных и нелинейных дифференциальных уравнений. 
Эффективность полученных модификаций подтверждена рядом вы
числительных экспериментов. Полученные алгоритмы и программы 
могут быть использованы для практического решения подобных 
задач , а  также в спецкурсах и спецсеминарах по теории решения 
граничных задач с  пограничным слоем.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались 
на научных конференциях профессорско-преподавательского с о с 
тав а БГУ им. В.И.Ленина, БГИ им. С.М.Кирова, на семинарах по 
вычислительной математике в БГУ им. В.И.Ленина, Институте 
математики АН ВоСР, на республиканской научной конференции 
"Математическое моделирование и вычислительная математика" в 
г .  Гродно.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликова
ны в р а б о т а х [ 1 - 1 4 ] .
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Структура и объём работы. Диссертация состоит из введе
ния, четырёх глав и заключения, содержит 184 страницы машино
писного тек ста  ( без списка литературы). Полный объём диссер
тации, включая 38  таблиц, 9 рисунков и список литературы из 
117 наименований, составляет 196 страниц.

I I .  СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении приводится обзор основных работ по исследу
емой тем е, обоснована актуальность темы и дано краткое содер
жание диссертации.

Первая гл ава посвящена изучению линейных граничных за 
дач с малым параметром при старшей производной и с возникаю
щими при этом пограничными либо внутренними переходными сло
ями.

В наиболее общей форме такие задачи имеют вид:
£  у  " (X )+ a (X )y ' (x ) -b tX )y (V )  r z f ( . ;)' 0 t X < i  % ( I )

+ № '(< > )=  A  , ’ <2)

= Л ,  < S xO % (3 )

где < 2 , 5 , / -  гладкие на I J  функции, Я  ъ  Л (х ) % а щ > 0

Эти условия являются типичными, если иметь в виду приложение 
к такого рода задачам метода подгоночных коэффициентов и род
ственных методик.

В §1 предложен вариант метода дифференциальной ортого
нальной прогонки ( м .д .о .п .)  с  введением регулирующих множите
лей.

Суть м .д .о .п .  для решения граничных задач вида (1 -3 )  
состоит в следующем.

Рассматривается граничная задача для системы о .д .у .

[ У,' ( * ) ? , * * и ( * ) У г

1 Уа' = + а г г  ( * )? *  + Ь  М
с граничными условиями:

я *  \fi(a )  + А

(Ь )  * А  уг (& )тГ * , *  A *  = l ,  "
где а и  (х ), l t K=f, «?, / , / х ) ,  { . ( * )  непрерывны на f a i . при 
этом <2{с (х )н  (X )  , t-= <,£ могут зави сеть от <° ; <Alt J k ,  fa  —
заданные постоянные. Предполагается, что существует и единст-

(4 )

(5 )
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бонно искомое решение у,(л,)* задачи ( 4 , 5 ) .  Введём вспомо
гательную функцию 0(£) к новые неизвестные функции Щх') и '*>{*-) 
по формулам:

и  т  т < (Т ;£ )у ,р !)  О г $(2.)+<ntfCt i ) y t  ( Ъ ) C 0 iв ( я ;^  (в)
Г *  ! » , ( % { ) % ( * ) & * £ & ) - п *  ( * ) & Л & С * ) ,  (7 )

где £  иС? rr'l ( !c,^ ) ^ 0 ) -  функции- множители, э из
вестной мере моделирующие профили пограничных сл оёв. Их выбор 
в зонах погранслоёв должен быть согласован с пэьедением функ
ций у,(Я! ) , yt  С *) и должен быть таким, чтобы произведения 
Hbflfti ( С.Х) * '^tC^.QVtCV) были о необходимой мере стабилизи

рованы. Их можно, например, подобрать таким образом, чтобы вы
полнялись условия *1((Х,£)у<& )* C C aitf *'ii lxl t )y i (z )^ C O n ii  или 

р/; 4/а ;  | 4  £  , I *  / ,  -2 , где 2  > 0 -некоторая константа.
Из соотношений ( 6 , 7 )  получим:

у, 1*1 ~ 7} С£пвс*)«(*) * SOi е& ) 'SC*)), (8)

Ч г , ( я ) ~ Г ~ - \  . (9 )
С i*/

Дпи и имеют место следующие уравнения:
V  »  Ьи С х }ъ с  *■ Lu ( a ? ; v  + ( f . a j ,  (Ю )

У' -  * * ;« *  <• ^  ^  (X )  . ( I I )
Эти уравнения можно разделить, если положить равным нулю е^СвJ 
тогда получим следующее уравнение для & ( х ) \

^ 4 v  V S ^ S j  ] * > * & * * ^ & > * # - £ * * - о .  (12 )
Дифференциальные уравнения для функций , И ф, 1 , тако
вы, что их можно численно решать последовательно, сначала 
( 1 2 ) ,  затем (1C) и, наконец, ( I I ) .  Начальные энгченик при 
этом будут иметь вид:

> -  J :  , * *

, Ъ ( Л )  " Д Г  • г - ..........( 14 )

гда г - -  т й * .  i-T • ' Ч & Е Г  • '  4 * .
Для уравнения ( I I ) ,  поеднозначенного для обратной про

гонки, начальное условие определим следующим образом:
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" ( О - Г (15). 
в предположении, что

A r . COSS(S) -  &  a .n  6 > ( 6 ) + 0 .
После определения функций & (x) , U(X)t vya?y искомое решение -  
функции Vffa?) , у ~ (Т )  находятся по формулам ( Ь ,9 ) .

Здесь жз описан вариант м .д .о .п . в случае, когда погран- 
елой находится на левом конце отрезка. Рассмотрен такте ' тучай, 
когда граничная задача имеет два пограничных слоя, и построе
на форма двусторонней ортогональной прогонки, б которой комп
ромиссно соединяются правая и левая ортогональные прогонки в 
некоторой внутренней точке Zn€ ( * ,# J . Дано приложение ото? 
модификации м .д .о .п . к численного/ решению граничной задачи с 
двумя пограничными слоями на концах интергала с введением в 
зонах обоих пограничных слоёв регулирующих множителей 
W * >(Х, » i “ h  * .  £ )  > 0 ,

Исслэдозанип, проведенные в $?.. связаны о устойчивостью 
в махом варианта м .д .о .п . Доказана теорема.

Теорема I .  йелк граничная задача ( 1 ,3 )  устойчива отно
сительно малых изменений величин, определяющих з ё ,  то устой- 
чче и рассматриваемый вариант м .д .о .п .

Здесь же получены оценки погрешностей по схеме предла
гаемого м .д .о .п . Окончательные оценки погрешностей имеют вид:
В,п = ун -у (* * * )лМЬ*  I*(у(Хъ)£к  ~ 5  + %'cV'Jtsai %!В )  +

iin . G„, + COi С\ + ,
. / **/ 1 \ Г) ’ k**t / -/y/Wa \ л .-л> ^  7'

+ Р  tCK ~ ” -Р” . п *■/
где и p tn  -  погрешности округлений при вычислении £'» 1 1

В S3 на основе м .д .о .п . строится алгоритм дтн решения 
зздачи о критических длинах в специальных линейных граничных 
задачах с подвижным правим концом. Дано численное решение за 
дачи о расчёте критической нагрузит; холодны с шарнирным кон
цом, на кгтеруэ действует сила /•' .

Для целей иллюстрации возможностей метода приведём таб
лицу 1 .1 ,  где X *  -  приближённое значение критической длины.

>L
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Таблица I . I

.9 9  ! 4 .7 0 2 3 8 5 8 3 7 7 5
I . СО ! 4 .7 1 2 3 8 8 7 9 5 3 7  ! 1 .0 0 0 0 0 0 9 8  I I . 0!  4 .7I238898G
I . 01 ! 4 .7 2 2 3 9 1 7 5 2 6 6

1 .9 9  t 7 .3 4 3 9 7 9 3 0 6 2 1
2 .0 0  ! 7 .8 5 3 9 8 1 2 6 3 9 9  ! 2 .0 0 0 0 0 1 7 4  I 2 . 0 !  7 .8 5 3 9 8 1 6 3 4
2 . 0 1  ! 7 .8 6 3 9 8 4 2 2 1 II

2 . 9 9  ! 1 0 .9 3 5 5 7 0 7 7 3 4
3 3 .0 0  1 1 0 .9 9 5 5 7 3 7 3 1 3  ! 3 .0 0 0 0 0 2 9 1 3 ! 3 .0  IC .9 9 5 57428 ';

3 . 0 1  ! I I . 0055766882

В $4 выполнен ряд численных экспериментов по решению 
типичных граничных задач с погранслоеч, проведён их анализ и 
получено решение задачи о д/мжении жидкости между двумя ци
линдрами с  проницаемыми санкам и  бесконечной длины.

Во второй глеье исследуются методы решения граничных 
задач для линейных систем о .д .у .  первого порядка с малым па
раметром при производной, основанные на методе множественной 
двусторонней пристрелки (м .м .д .п .)

В ?5  строятся вычислительные схемы м .м .д .п .  дли случал 
линейных задач общего вида с  пограничным слоем, содержащие в 
себе процедуру решения задач Коши в прямом и обратном направ
лениях и решение замыкающем системы численных уравнений.

Рассматривается система линейных о .д .у .  первого порядка:

У '  -  А ( я , 6 ) ц +  f ( x t £ ) t O t X  i  l  ( 16 )

с разделёнными граничными условиями

(10>

где ч [о. 1 ] A(T,i)m(a4(*.pt.
ivo  -  малый параметр, ( t  Ы  £  f

Л * * : ,  U2nv<L,m { '  функцииa.y  c x C J ,  \ z ,C ) имеют зависи
мость от d , характерную для задач с малым параметром при 
старшей производной и погранслоеч.



Вычислительная схема предлагаемого алгоритма состоит из 
следующих этапов.

Решаются пристрелочные задачи Коши: ,

и '  = А (Ъ  * / ,  V C  J g l  = l 6 »  6 _

^ /a> * ) » + / . *  e  J jT /  * *  *  » * $ .-* } ,

(19)

. У *-,
( 20)

где У/г. • • ,Vtrt-t~ параметры пристрелки, для определения кото
рых обычным путём может быть получена система уравнений:

(21)у * - « )  - h  {> „
Л  *V ) - J  = с . У *~ г.< )-Г  =С/, .

которую можно записать а общем виде:
Ж ъ )  - О  (22)

где
В зонах пограничных или переходных слоёв поведение ре

шения сильно усложняется, и, чтобы получить возможность точно 
п] ухекивать пристрелочные траектории, необходимо регулиро
вать выбор пристрелочных параметров у^.< , гибко определять 
длину положительных и отрицательных подынтервалов 
пристрелки и правильно выбирать подходящие методы для числен
ного решения задач Коши, в том числе и жёстких задач.

Обозначим ■ •,</**(■izm -vf, где У 7 - ) -  ре
шение задачи ( 1 6 -1 8 ) ,  тогда будет выполняться условие л - (1  *)шлО. 
Пусть ~ к_ое приближение к 2  * ,  (к 4 )-е
приближение вычисляется по методу Ньютона:

•  х (к) + д г * ' * ;  (23 )
д *  «  -  X ( г (* :)  ? ,2  .

г г

a * ckL

Г j ‘ j  1Л г ,
(24)

Д2
(к) 
tm-1)

£ S s  й « р . и й г ^ ^

Определение 5 .1 .  М .м .д.п. называется сходящимся, если 
сходится итерационная последовательность) 2  и Z!*L £ *  

Справедлива следующая теооема.
Теорема 5 .1 .  Если решение задачи (1 6 -1 3 ) изолированное. 

w c l t i  (Э Ж *)/дХ )*0  и при ^ 2  €  К ,г



В издаю тся свойства матрицы Якоби для замыкающей 
системы уравнений и свойстве пристрелочных задач Коши.

D $7 на примере исходной граничной задачи поясняется 
механизм проявления жёсткости в рамках вычислительных схем 
методов редукции граничных задач к задачам Коши, в том чис
ле и з вычислительной схеме м .м .д .п .

В третьей главе в случае граничных задач для линейных 
систем о .д .у . второго порядка с погранслоем построены и ис
следованы модификации метода унитарной прогонки ( м .у .п .) .

В §8 представлена модификация м .у .п . для решения задач
вида

b y № ) - - & y * c x ) + A f x ) y ' ( z ) + $ ( x ) y c a ) - f ( x ) t (25)

Л  У 'Ы ) > А г у Ы ) ~ а у (26)

%'(Л>) + y ( f i )  *  Ь  (27)
в предположении, что -  произвольные квадратные
матрицы порядка ( к- >• ъ )  , элементы которых кусочно-непрерыв
ные функции а? , / :  £W, A i  , Лг , извест
ные квадратные матрицы порядка ( л  * К ) ,  такие, что прямоугсль- 
ные матрицы ( Л .А 2 )  и ) имеют гап^\А и Лг ]  »• п > t a n o l ^
=жН / &70~ малый параметр при старшой производной.

Вычислительная схема предлагаемого алгоритма для решения 
задач вида (2 5 -2 7 ) состоит в следующем.

Вводятся регулирующие матрицы-множители £)н Мг ) 
и рассматриваются далее преобразованные вектор-функции
М ,(х £ )  у (%) и .

Вводятся в рассмотрение вспомогательные зектор-функции 
Ч (х J, S  Сх ) , определённые на и матрицы щ (Х )> L~1, 4

по правилу:

t ( x ) ^ W * ( x ) \}la ( x l ) ) j '(гг)] + ,  (28)

$ {я/■*■**{£) [и г(?.£ )%'(*)] + [JJ{ /а?, £)%'х)]г (29)
где "звёздочкой"помечен переход к транспонированной и комп
лексно-сопряжённой матрице. Ограничения на матрицы t l =1,h 
определим таким образом, чтобы квадратная матрица

ш у-О  в  Г * н * >
■ *' L vvr̂ * J ^ ( * ) J

для V x £ p , j 5 J  обладала свойством унитарности.
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Решаются задачи Коши:

t v ;  + ( и ; 1?  | !  Я г  w 1 ( Я ; ' ) ‘ ( м ; ) * ^ з  -  ^  

* 4  Ы  )  *  V ,*

v/i  с - О "  Ч * ,  «“ « ' А

г  '•• @ г  + W * M t  J~ ,
6

(30)

(31)

(32)

(33)

(34) 

<3W

Матрицы *CX ) ,  ?L (x ) , «7<£выбираются таким образом, ч**оЗы 
выполнялись следующие условия, индуцирующие унитарность

§ ( » ' ; » {  *
А  (*и £ 'И £  * IV fW -i)  т0 1

£ :  (w ;w t + # / * ; ) - о .
В обратном ходе метода прогонки оешеются следующие з а 

дачи Копи:

v</'. [ £ ♦ « £ ' ) • « )  Г ] й £ *('/«'; Т й , ‘  У ,  -  у  ЙГ* . Hi 7 ‘  (36 )

< , ( i r j f u i w , . - у  » % у , г  <о т

‘К е С А - У з " ,  (30)

*  V, (39)

5 ' -  7fV :c;t т ♦ I V / ^  ~  (4 0
^ ^ » 

s  ( f l ' j  т & , f i  Ъ х  » * : , (41)

Искомое решение y L x' ) ,  У ' ( ж )  исходной системы о . д . у .  с  
по-танслоем находится по формулам :

М < с* & ; ? ( * )  -  > * J ( * W * 7  *■ # * l * ) S ( v ) t (42)

( .* .& )Ц ' ( * ) *  lV iC x ) t (x ) * IV g( z ) S ( x )  . (43)

Построены вычислительные схемы м .у . п .  ь случае, когда 
пограничная слой находится на левом конце отрезка, на правом,
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а также при наличии погранслоч на обоих концах отрезка.
Ь §9 доказаны леммы S . I  и 9 .2  о свойствах решений за

дач Коши и теорема 9 . I об устойчивости в малок предлагаемой 
модификации м .у .п .

Теорема 9 .1 .  Если задача (2 5 -2 7 ) устойчива относительно 
малых изменений величин, определяющих е ё , то устойчив и рас
сматриваемый метод решения этой задачи.

Четвёртая заключительная глава посвящается изучению раз
личных модификаций методов пристрелки для решения нелинейных 
граничных задач с пограничными слоями.

Р 510 рассматривается нелиьейнак двухточечная граничная 
задача общего вида:

у ) :  л Н * ' £ > 1 (44)

9 ( Y i & J ,  y t & ) )  = ° ,  (45)

где при са
мых общих предположениях относительно отображений j  , у  и 
области Га. . Исследуется метод множественной двусторонней 
пристрелки для нелинейных задач вида (4 4 -4 5 ) .  Формулы, харак-

Ч " ! ■ [ Ч н J , (46)
Y y -t *  ®  . .

, - f V '  *  ‘W - Л .1
£>

si:> У < И , j  -  .. о # i (47)

где -г/ -/ - течки прист-Д  4
редки, - { J  -  точки 
кк к замыкающей система уравнений запишется в виде

!48)
2 ( V - ( l o , ! / < ) , l t  ( U m / y g ^ V r 0  J

10111 „  .
* С( * )  ' L ' ,  (49)

где j f - w r t ,  Z * ( y * r. Y s r.- . .  , j b n - t f .
Пусть искомое решение граничной задачи (4 4 -4 5 ) .

Обозначим ~ У( . ™гдй * * “ & *?■??'*•  • •. V ' Z J  ~
решение замыкающей системы уравнений ( 4 8 ) .  Искомое решение 
y ' t )  представляется формулой

I3



(60)¥ } Ч  *  ■
U tl * 0

> е ф .

u  ('■■■ V q -  > . l r  Л  - / '  * m
Практическая poвливания м .м .д .п .  и его  качества зависят 

главным образом от то го , какие имеются возможности влияния на 
вычислительные свойства методе ча слодуших его основных эт а 
пах: выбор числа подынтервалов пристрелки; опроделяние длин 
подынтервалов пристрелки; определение парамотроь пристрелки 
и их локализация; регулировка свойств замокающей системы 
уравнений и её оптимизация го числу уравнений; опрадоленио 
пристрелочных траекторий; организация итерационных процессов 
и их оптимизация.

Дал решении замыкающей системы (4 9 )  использовался метод 
Ньютона. Нагрицв Якоби 2 /i.L fy *  случаи> системы (4 9 )  икос? вид:

Ш ,
дХ

- У ' « ’ 
‘ 1 » 0 , ^  , .

У . ш  -  
* > vr  , V .-

о , С > 0 . 0 , .
1 1  Пт-г) 

• и*«-л ,

о , 0 , 0 , . 0> »

О

о

(*п-г)-VУ1*»4

Щ )
ГДЗ

* ■ ' j

\ r  ( i j ) л
• V*i~ i • • Г' гг'-1 ~ соответствующие частные про

изводные, бточные подматрицы Яксби. Здесь же даны сравнитель
н а  характеристики алгоритмов м . м . д . п .  с  некоторыми родствен
ными методами.

В $11 лродс-авлены результаты вычислительных экспери
ментов по решению граничной задачи, лежащей в основе физичес
кой модели, описывающей процесс ограничения столба плазмы.

D $ :2  на основе вычислительных экспериментов по решению 
упомянутой выше задачи дано подробное изучение спектральных 
свойств матриц Якоби для замыкающей системы. Характер зависи
мое ги чисел обусловленности vV^») замыкающей системы от выбо
ра длин подынтервалов <̂ /’ f и J ;j . \ от разбиений Я  подынтерва
лов пристрелки, а  также возможность их регулирования можно 
проследить по таблицам 1 2 . 1 и 1 2 . 2  для случая X
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Таблица 1 2 Л

1 ! Я  1 t  1°> ! Т Т Л - - - ~ р П ~ ! 7 * Я " Г "

I Я 0 .2 5 .5 0 .7 5 I
2 ра 0 .5 0 .6 7 .8 4 I
3 р3 0 .1 7 .3 4 • сл о I
4 р* 0 .1 0 .2 0 .2 5 I
5 Рг 0 .5 0 .8 0 .9 0 I
6 Я 0 .5 5 .9 0 .9 5 I
7 р* 0 .5 0 .7 5 .9 5 I

Таблица 1 2 .2

L T W ! А ( С )

11R•ч,
N

! ТС П о  J
I 1 4 7 .6 1 2 1 4 7 .0 9 9 .512802 1 6 .9661
2 7 8 .0 3 9 7 7 .8 2 2 .2 1 7 3 6 9 1 8 .9 4 8 0
3 6 9 .6 3 6 6 9 .4 6 5 .171486 2 0 .1 5 1 2
4 4 9 5 .8 4 9 4 9 5 .3 5 2 .4 9 7 6 5 0 3 1 .5 6 6 0
5 1 7 3 .2 5 4 1 7 3 .1 0 9 . I4 4 5 I6 3 4 .6 2 4 3
6 3 1 3 .1 3 8 3 1 3 .0 6 3 .0 7 5 3 1 3 6 4 .4 7 9 0
7 4 6 9 .0 9 9 4 5 9 .0 3 1 .0 6 7 5 9 6 8 3 .3 0 5 0

Изучались случаи, когда число точек пристрелки 0 * 1  *
/ i  * i  фиксировалось, и наиболее выгодная стратегия определя
л а сь , как компромисс между расположением точек пристрелки и 
внутренними свойствами замыкающих систем уравнений и их поряд
ком.

Результаты экспериментов иллюстрируют высокую точность 
метода, возможность регулирования спектральных свойств мат
риц Якоби с помощью изменения положения точек пристрелки, не
которые закономерности их поведения.

В заключении приведены основные результаты диссертации.

I I I .  ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ.

I .  Для линейных граничных задач второго порядка с  по- 
гранслоем построены алгоритмы, основанные на м .д .о .п . .  Пред
ложены способы нахождения регулирующих множителей пг^ (Kt £ ) к  
тпе ( X , i ) .  Доказана устойчивость в малом варианта м .д .о .п . 

Получены оценки погрешностей, возникающих при решении задач
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ПО М.Д.О.П.
2 .  Для систем линейных о . д . у .  первого порядка с малым 

параметром при производной предложен алгоритм, основанный на 
м . м . д . п . , содержащий в себе процедуру решения задач Коши в 
прямом и обратном направлениях на подынтервалах пристрелки и 
замыкающие системы совсом ковысокого порядка. Доказана теоре
ма о связи изолированности решения с  невырожденностью матрицы 
Якоби. Изучены свойства матрицы Якоби для замыкающих систем,  
свойства пристрелочных задач Коши и некоторые аспекты жёсткос
ти.

3 . Д м  линейных систем о . д . у .  второго порядка с малым 
параметром при старизй производной построен алгоритм, основан
ный на м . у . л . ,  дающий возможность переформулировать исходную 
граничную задачу в виде нескольких задач Коши при соединении 
их с  процессом ортонормирования векторов по Шмидту. Вычисли
тельные схемы с  введением регулирующих множителей-матриц
М.; (* ,  £  ) .  (х . £  )  получены для погрансяоя на левом конце

отрезка, на правом и на обоих концах отрезка. Докозни ряд 
лемм о свойствах решений задач Коши и теорема об устойчивости 
в малом вычислительной схемы м .у .п .

Л Для нелинейных граничных задач с  пограислоем постро
ены и исследованы алгоритмы, основанные на м . м . д . п . ,  и выпол
нены соответствующие вычислительные эксперименты.

5 . Розены задача о вычислении критических длин и крити
ческих нагрузок колонн и задача о движении жидкости между дву
мя цилиндрами с  проницаемыми стенками бесконечной длины. Вы
полнено численное решение нескольких типичных граничных задач 
с  одним и двумя пограничными слоями и даны сравнительные х а 
рактеристики результатов. Проведён вычислительный эксперимент 
по решению задачи, лежащей в основе физической модели, описы
вающей процесс ограничения столба плазмы. Методом вычисли
тельного эксперимента получены границы спектра матриц Якоби, 
и чисел обусловленности для различных разбиений области ин
тегрирования.
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