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А. А. Якименко 
Белорусский государственный технологический университет 

МОДАЛЬНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ ОДНОЙ  
ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ЗАПАЗДЫВЮЩЕГО ТИПА  

С ЧЕТЫРЬМЯ СОИЗМЕРИМЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ 
В публикации рассмотрено решение задачи модального управления для двумерной стаци-

онарной динамической системы с запаздывающим аргументом с одним входом и четырьмя 
соизмеримыми запаздываниями в одном выделенном случае. Приведено определение задачи 
модального управления для исследуемой системы. Задача модального управления является 
одной из основных задач теории управления. Она заключается в приведении коэффициентов 
характеристического квазиполинома замкнутой системы к заданному виду, что позволяет, 
например, стабилизировать систему. Задача модального управления хорошо изучена для си-
стем без запаздывания. Для систем с запаздывающим аргументом и систем нейтрального типа 
решение задачи модального управления значительно сложнее. В статье получено решение по-
ставленной задачи при определенных условиях на значения параметров исследуемой системы 
с запаздыванием. Также получены регуляторы по типу обратной связи, решающие задачу мо-
дального управления для рассматриваемой системы. Эти регуляторы найдены в частотной 
области как элементарные функции коэффициентов исходной системы. Также приведены пра-
вила, согласно которым полученные регуляторы переводятся из частотной области в регуля-
торы по типу обратной связи для исследуемой системы. Рассмотрен иллюстративный пример 
решения задачи модального управления для изучаемой системы. Приведен список литера-
туры, в которой задача модального управления решается для других систем с запаздыванием 
и систем нейтрального типа. 

Ключевые слова: запаздывающие системы, модальное управление, регуляторы, обратная 
связь, запаздывание, соизмеримые запаздывания. 

Для цитирования: Якименко А. А. Модальная управляемость одной двумерной системы за-
паздывающего типа с четырьмя соизмеримыми запаздываниями // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-
математические науки и информатика. 2025. № 2 (296). С. 5–10. 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-1. 
 

А. А. Yakimenka 
Belarusian State Technological University 

MODAL CONTROLLABILITY OF ONE TWO-DIMENSIONAL 
DELAYED SYSTEM WITH FOUR COMMENSURATE DELAYS 

The publication considers the solution of the modal control problem for a two-dimensional 
stationary dynamic system with a retarded argument with one input and four commensurate delays in 
one selected case. The definition of the modal control problem for the system under study is given. 



6 Ìîäàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü îäíîé äâóìåðíîé ñèñòåìû çàïàçäûâàþùåãî òèïà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2025 

The modal control problem is one of the main problems of control theory. It consists in reducing the 
coefficients of the characteristic quasi-polynomial of a closed system to a given form, which allows, 
for example, to stabilize the system. The modal control problem has been well studied for systems 
without delay. For systems with a retarded argument and neutral type systems, the solution of the 
modal control problem is much more complicated. In the article, a solution to the problem is obtained 
under certain conditions on the values of the parameters of the system with delay. Feedback-type 
controllers are also obtained that solve the modal control problem for the system under study. 
These controllers are found in the frequency domain as elementary functions of the coefficients 
of the original system. The rules according to which the obtained regulators are transferred from the 
frequency domain to the feedback type regulators for the system under study are also given. 
An illustrative example of solving the modal control problem for the system under study is considered. 
A list of literature is given in which the modal control problem is solved for other systems with 
delay and neutral type systems. 

Keywords: delayed systems, modal control, regulators, feedback control, delay, commensurate 
delays. 

For citation: Yakimenka A. A. Modal controllability of one two-dimensional delayed system with 
four commensurate delays. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2025, 
no. 2 (296), pp. 5–10 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-1. 

Введение. Задача модального управления 
является одной из основных задач теории управ-
ления. Такая задача достаточно хорошо изу-
чена для систем без запаздывания. Для систем с 
запаздывающим аргументом и систем нейтраль-
ного типа [1–7] решение задачи модального 
управления значительно сложнее. Это обуслов-
лено тем, что пространство состояний таких си-
стем, как правило, бесконечномерно. В данной 
работе решается задача модального управле-
ния для двумерной стационарной динамиче-
ской системы с одним входом и четырьмя соиз-
меримыми запаздываниями в одном специаль-
ном случае. Получены регуляторы по принципу 
обратной связи, решающие задачу модального 
управления. Такие регуляторы в частотной об-
ласти являются элементарными функциями ко-
эффициентов рассматриваемой системы. Приве-
ден иллюстративный пример решения указан-
ной задачи. 

Основная часть. Рассмотрим линейную ста-
ционарную систему с запаздывающим аргумен-
том с одним входом и четырьмя соизмеримыми 
запаздываниями: 

              ( ) ( ) ( )
4

0
,j

j
x t A x t jh bu t

=
= − +                (1) 

где Aj, j = 0, 1, 2, 3, 4 – постоянные (2×2)-мат-
рицы; h > 0 – постоянное запаздывание; b – по-
стоянный 2-вектор; u – скалярное управление. 
Не ограничивая общности, можно считать, 
что b´ = (0 1) (штрих (·)´ означает транспониро-
вание). 

Характеристическое уравнение разомкну-
той (с нулевым управлением) системы (1) име-
ет вид 

2 3 4
2 0 1 2 3 4det h h h hI A A e A e A e A e−λ − λ − λ − λ λ − − − − − ≡   
( )2 2 3 4

10 11 12 13 14
h h h he e e e−λ − λ − −≡ λ + α + α + α + α + α λ +  

2 3 4
00 01 02 03 04

h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+ α + α + α + α + α +  
4 5 6

04 05 06
h h he e e− λ − λ − λ+ α + α + α +  

                  7 8
07 08 0,h he e− λ − λ+ α + α =                   (2) 

где  λ ∈ ℂ, j he− λ  – оператор сдвига ( ( )j he x t− λ ≡

( )x t jh≡ − ).  
Присоединим к системе (1) регулятор вида 

    
( ) ( )

0

M

j
j

u t q x t jh
=

′= − + ( ) ( )
0

,
lh

g s x t s ds
−

′ +
  

  (3)
 

где l, M  ∈ ℕ, ,jq  0, 1, ,j M=  – 2-векторы; 

( ) ,g s  [ ], 0s h∈ −  – непрерывная 2-вектор-
функция. 

В частотной области регулятор (3) име- 
ет вид 

            
( ) ( )

0
,

M
j h

j
j

U q e G− λ

=

′λ = + λ
                 

(4) 

где ( )G λ  – целая функция, определяющая 
интегральную часть (3). 

Определение. Система (1) модально управ-
ляема регулятором вида (3), если для наперед 
заданных чисел , 0, 0, 8;ij i jα = =  i = 1, j = 0, 1, 
2, 3, 4 найдется такой регулятор, при котором 
характеристическое уравнение замкнутой си-
стемы (1), (3) будет иметь вид (сравните с фор-
мулой (2)):
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2 3 4
2 0 1 2 3 4det h h h hI A A e A e A e A e−λ − λ − λ − λλ − − − − − −  

( ) 2bU− λ ≡ λ +  
( )2 3 4

10 11 12 13 14 h h h he e e e−λ − λ − −+ α + α + α + α + α λ +    

2 3 4
00 01 02 03 04

h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+ α + α + α + α + α +    
 

5 6 7 8
05 06 07 08 0.h h h he e e e− λ − λ − λ − λ+ α + α + α + α =     

Пусть  

     
2 3 4

1 10 11 12 13 14 ;m m m mμ = α + α + α + α + α      (5) 

 

8

2 0
0

,j
j

j
m

=
μ = α 

 
(6)

 
где , 0, 0, 8;ij i jα = =  i = 1, j =0, 1, 2, 3, 4 – про-
извольные числа. Тогда система (1), замкнутая 
регулятором, решающим задачу модального 
управления, имеет следующее характеристиче-
ское уравнение: 

                      
2

1 2 0.λ + μ λ + μ =                      (7) 

Обозначим hm e−λ=  – оператор сдвига 

( ) ( )( ),mx t x t h= −  ( )
4

0
1

.ii
i

m A Am
=

= +A  Не огра-

ничивая общности, можно считать, что матрица 
( )mA  имеет вид 

( )
( ) ( )

3 3
3 3

0 0
1 1

21 22

,
i

i i
i i

a a m b b m m
m

a m a m
= =

 
+ + + =  

  

 A

 

( ) 2 3 4
21 210 211 212 213 214где ;a m a a m a m a m a m= + + + +  

( ) 2 3 4
22 220 221 222 223 224 .a m a a m a m a m a m= + + + +  (8) 

В данной работе рассмотрим случай 

 1 2 3 0.a a a= = =  (9) 
Тогда матрица ( )mA  примет вид 

( ) ( ) ( )
2 3 4

0 0 1 2 3

21 22
.

a b b m b m b m m
m

a m a m
 + + + +

=  
  

A
 

Регулятор, решающий задачу модального 
управления, представим в виде 

( ) ( ) ( )1 2, , ,U m u m u mλ =  λ λ  =   
 ( ) ( ) ( ) ( )11 21 2 22 , ,m a m m a m= η − η λ −    (10) 

где ( )11 mη − полином относительно .m  

Компоненту ( )2 , mη λ  регулятора (10) раз-
делим на дифференциально-разностную (ей соот-

ветствует некоторый квазиполином) и инте-
гральную части: 

 ( ) ( ) ( )2 21 22, , ,m m mη λ = η + η λ  (11) 

где ( )21 mη  – полином относительно ;m  ( )22 , mη λ  
соответствует интегральной части. Будем ис-
кать эту функцию в следующем виде: 

( ) ( )2 3
22 1 2 3 4

0
, ,m km c c m c m c m

a
−η λ = + + +

λ −  
где k = e–a0h, c1, c2, c3, c4 – некоторые числа, 
подлежащие определению. Характеристическое 
уравнение замкнутой регулятором (10) систе-
мы (1) примет вид 

( )
2 3 4

0 0 1 2 3

2 3
11 21 1 2 3 4

0

a b b m b m b m m
m kc c m c m c m

a

− λ + + + +
≡−η η + + + + − λ

λ −  
( )2 3 3 4

0 21 3 11 4 4a b m c km c m≡ λ + − − η λ − η + − −  
4 2 2 3

11 2 11 3 3 1 11m b m c km c m b m− η − η + − − η +  
2

2 2 21 0 0 11 1 1 0.c km c m a b c k c m+ − + η − η + − =  
Чтобы получить для замкнутой системы ха-

рактеристическое уравнение (7), выберем в ка-
честве 21η  следующий квазиполином: 

21 0 1,aη = − − μ  
где 1μ  определен в формуле (5). 

Тогда характеристическое уравнение за-
мкнутой системы примет вид 

2 3 3 4 4
1 3 11 4 4 11b m c km c m mλ + μ λ − η + − − η −  
2 2 3

2 11 3 3 1 11 2b m c km c m b m c km− η + − − η + −  
2 2

2 0 1 0 0 11 1 1 0.c m a a b c k c m− − − μ − η + − =  
Чтобы последнее уравнение имело вид (7), 

нужно выполнение следующего равенства: 
3 3 4 4

3 11 4 4 11b m c km c m m− η + − − η −  
2 2 3

2 11 3 3 1 11 2b m c km c m b m c km− η + − − η + −  
2 2

2 0 1 0 0 11 1 1 2.c m a a b c k c m− − − μ − η + − = μ  
Выразив отсюда 11,η  получим 

3 4 2 3
4 4 3 3 2

11 2 3 4
0 1 2 3

c km c m c km c m c km
b b m b m b m m

− + − + −η = − −
+ + + +   

         

2 2
2 0 1 0 1 1 2

2 3 4
0 1 2 3

.c m a a c k c m
b b m b m b m m

+ + μ − + + μ−
+ + + +         

(12)
 

Последняя дробь в общем случае не является 
полиномом относительно m. Подберем c1, c2, c3 
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и c4. и так, чтобы правая часть формулы (12) 
стала полиномом. Для этого вначале выделим 
целую часть в формуле (12). 

11 4cη = − +  
3 3 2 2 3

3 4 4 2 4 3 3 1 4
2 3 4

0 1 2 3

b c m c km b c m c km c m b c m
b b m b m b m m

+ + + − +
+ +

+ + + +  
2 2

2 2 0 1 0 0 4 1 1 2
2 3 4

0 1 2 3

.c km c m a a b c c k c m
b b m b m b m m

− − − μ + + − − μ
+

+ + + +  
Потребуем, чтобы числитель последней дроби 

был бы равен нулю. Имеем 
3 3 2 2 3

3 4 4 2 4 3 3 1 4b c m c km b c m c km c m b c m+ + + − + +  
2 2

2 2 0 1 0 0 4 1 1 2c km c m a a b c c k c m+ − − − μ + + − − μ ≡  
( ) ( )3 2

3 4 4 3 2 4 3 2b c c k c m b c c k c m≡ + − + + − +  
( ) 2

4 1 2 1 0 1 0 0 4 1 2 0.c b c k c m a a b c c k+ + − − − μ + + − μ =  
Отсюда очевидно, что в качестве 2с  можно 

взять 

 3 3 4 4 ,c b c c k= +  (13) 
в качестве 2с  возьмем 

 2 2 4 3 ,c b c c k= +  (14) 

а в качестве 1с  – 

 1 1 4 2 .c b c c k= +  (15) 
Тогда с учетом соотношений (13), (14), (15) 

3 3 2 2 3
3 4 4 2 4 3 3 1 4b c m c km b c m c km c m b c m+ + + − + +  

2 2
2 2 0 1 0 0 4 1 1 2c km c m a a b c c k c m+ − − − μ + + − − μ ≡  
( )2 3 4 2

0 1 2 3 4 0 0 1 2 0.b b k b k b k k c a a≡ + + + + − − μ −μ =  

Отсюда  

 

2
0 0 1 2

4 2 3 4
0 1 2 3

.a ac
b b k b k b k k

+ μ + μ
=

+ + + +  
(16)

 
Нетрудно увидеть, что для того, чтобы с4 

из формулы (16) было полиномом относитель-
но m, необходимо и достаточно выполнения 
условия 

 
2 3 4

0 1 2 3 0.b b k b k b k k+ + + + ≠  (17) 
С учетом того, что 

( ) ( )2 3
22 1 2 3 4

0
, ,m km c c m c m c m

a
−η λ = + + +

λ −  
и принимая во внимание (13), (14), (15), (16), 
после несложных преобразований получим 

( ) ( )2
0 1 0 2

22 2 3 4
0 1 2 3

,
a a

m
b b k b k b k k

+ μ + μ
η λ = ×

+ + + +  
( )( ( )3 2 2

3 3 2k m b k m b m b× + + + + + +
 

) ( )3 2
3 2 1

0
.

m k
m b m b m b

a
−

+ + + +
λ −

 

Таким образом, с учетом (10) регуляторы в 
частотной области 

 
( ) ( )

2
0 0 1 2

1 212 3 4
0 1 2 3

, ;a au m a m
b b k b k b k k

+ μ +μ
λ = − −

+ + + +
 (18)

 
( ) ( )2 0 1 22,u m a a mλ = − − μ − +  

( )2
0 1 0 2

2 3 4
0 1 2 3

a a

b b k b k b k k

+ μ + μ
+ ×

+ + + +  
( )( ( )3 2 2

3 3 2k m b k m b m b× + + + + + +
 

 ) ( )3 2
3 2 1

0
 

m k
m b m b m b

a
−

+ + + +
λ −

 (19) 

решают задачу модального управления для си-
стемы (1) при выполнении условия (17). 

Отсюда видна справедливость следующей 
теоремы. 

Теорема. Для того чтобы система (1) была 
модально управляема регулятором вида (3) в 
случае (9), необходимо и достаточно выполне-
ния условия (17). При этом регуляторы, решаю-
щие задачу модального управления, в частотной 
области имеют вид (18), (19).  

При переходе от регуляторов в частотной об-
ласти к регуляторам вида (3) нужно следовать 
следующим правилам. 

1. Слагаемым вида i
jm x  соответствует 

( ).jx t ih−  
2. Слагаемым вида 1 jxμ  отвечает 

( ) ( ) ( )10 11 12 2j j jx t x t h x t hα + α − + α − +    
( )13 3 .jx t h+ α −

 
3. Слагаемым вида 2 jxμ  соответствует 

( ) ( ) ( )00 01 02 2j j jx t x t h x t hα + α − + α − +  

( ) ( )03 0 43 4j jx t h x t h+ α − + α −   
( ) ( )05 065 6 .j jx t h x t h+ α − + α −   

4. Слагаемым вида j
m k x−
λ − ξ

 соответствует 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,h s
j

h

H t s H h s e x t s ds− + ξ

−

+ + +
 

где ( )H t – функция Хевисайда. 
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5. Слагаемым вида l
j

m km x−⋅
λ−ξ

 отвечает 

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )1

1

1 ,
lh

l h s
j

l h

H t s H l h s e x t s ds
−

− + + ξ

− +

+ + + +
 

l = 1, 2. 
Пример. Рассмотрим систему (1) с матрицами 

0
210 220

2 4
,A

a a
 

=  
   

1
211 221

0 1
,A

a a
 

=  
   

2
212 222

0 2
,A

a a
 

=  
   

3
213 223

0 3
,A

a a
 

=  
   

4
214 224

0 1
,A

a a
 

=  
   

0
,

1
b  

=  
   

где матрица ( )mA  имеет вид 

( ) ( ) ( )
2 3 4

21 22

2 4 2 3
,

m m m m
m

a m a m
 + + + +

=  
  

A  

где ( ) 2 3 4
21 210 211 212 213 214 ;a m a a m a m a m a m= + + + +  

( ) 2 3 4
22 220 221 222 223 224 .a m a a m a m a m a m= + + + +  

Обозначим 0 2a h hk e e− −= = ∈ ℝ. Проверим вы-
полнение условия (17): 

2 3 4
0 1 2 3b b k b k b k k+ + + + =  

2 4 8 164 2 3h h h he e e e− − − −= + + + +  > 0. 

Условие (17) выполнено. Тогда регуляторы 
(18), (19) примут вид 

( ) 1 2
1 2 4 8 16

4 2,
4 2 3h h h hu m

e e e e− − − −
+ μ + μλ = − −

+ + + +
 

2 3 4
210 211 212 213 214 ;a a m a m a m a m− − − − −  

( )2 1 220 221, 2  u m a a mλ =− −μ − − −  
2 3 4

222 223 224 a m a m a m− − − +   
( )1 2

2 4 8 16

4 2
4 2 3h h h he e e e− − − −

+ μ + μ
+ ×

+ + + +  
( )( ( )8 4 23 3 2h he m e m m− −× + + + + + +

 

) ( )2
3 23 2 4 .

2

hm e
m m m

−−
+ + + + ⋅

λ −  
Нетрудно проверить, что система (1), за-

мкнутая этим регулятором, имеет характеристи-
ческое уравнение вида 

2
1 2 0,λ + μ λ + μ =  

где 1 2,μ μ  определены в формулах (5), (6). 
Заключение. В статье получен способ 

нахождения регуляторов по принципу обратной 
связи, решающих задачу модального управле-
ния для двумерной системы запаздывающего 
типа с четырьмя соизмеримыми запаздывани-
ями и одним входом в случае (9). Указаны до-
полнительные условия существования таких ре-
гуляторов. Также приведен иллюстративный 
пример.
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УДК 514.76 
Н. П. Можей 

Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники 
НЕРЕДУКТИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ 

ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ С НЕНУЛЕВОЙ АЛГЕБРОЙ ГОЛОНОМИИ 
Известно, что одной из важных проблем геометрии является задача об установлении связи 

между кривизной и структурой многообразия. В случае, если на многообразии транзитивно дей-
ствует группа, такое многообразие является однородным пространством. Если однородное про-
странство является редуктивным, то оно всегда допускает инвариантную связность; если же су-
ществует хотя бы одна инвариантная связность, то пространство является изотропно-точным. 
Во введении публикации указан объект исследования – нередуктивные пространства со связно-
стью и ненулевой алгеброй голономии. Цель работы – изучение пространств указанного вида, 
не допускающих эквиаффинных связностей. В статье приведены основные понятия: изотропно-
точная пара, инвариантная аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, редуктивное 
пространство, алгебра голономии, эквиаффинная связность. Если тензор кривизны является нену-
левым, то и алгебра голономии ненулевая. В основной части работы для трехмерных нередуктив-
ных однородных пространств, допускающих инвариантные связности с ненулевой алгеброй голо-
номии, определено, при каких условиях данное пространство не допускает эквиаффинных связ-
ностей, соответствующие пространства найдены и выписаны в явном виде.  

Ключевые слова: группа преобразований, алгебра Ли, тензор кривизны, редуктивное про-
странство, эквиаффинная связность, алгебра голономии. 

Для цитирования: Можей Н. П. Нередуктивные пространства, не допускающие эквиаффин-
ных связностей с ненулевой алгеброй голономии // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические 
науки и информатика. 2025. № 2 (296). С. 11–15. 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-2. 
 

N. P. Mozhey 
Belarusian State University of Informatics and Radioelectronics 

NON-REDUCTIVE SPACES THAT DO NOT ADMIT EQUIAFFINE CONNECTIONS 
WITH A NONZERO HOLONOMY ALGEBRA 

One of the important problems of geometry is the problem of establishing connections between 
the curvature and the structure of a manifold. If a group acts transitively on a manifold, such manifold is 
the homogeneous space. If a homogeneous space is reductive, then it always admits an invariant 
connection; if there exists at least one invariant connection, then the space is isotropically-faithful. In the 
introduction, the object of research is indicated – non-reductive spaces with connection and non-zero 
holonomy algebra. The purpose of the work is to study spaces of this type that do not allow equiaffine 
connections. In the work the basic notions are defined: isotropically-faithful pair, invariant affine 
connection, torsion tensor, curvature tensor, reductive space, holonomy algebra, equiaffine 
connection. If the curvature tensor is nonzero, then the holonomy algebra is nonzero. In the main part of 
the paper for three-dimensional non-reductive homogeneous spaces that admit invariant connections with 
a non-zero holonomy algebra, it is determined under what conditions given space does not admit 
equiaffine connections, the corresponding spaces are found and written out explicitly. 

Keywords: transformation group, Lie algebra, curvature tensor, reductive space, equiaffine 
connection, holonomy algebra. 

For citation: Mozhey N. P. Non-reductive spaces that do not admit equiaffine connections with a 
nonzero holonomy algebra. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. Informatics, 2025, 
no. 2 (296), pp. 11–15 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-2. 

Введение. После работ Э. Картана (напри-
мер, [1]) фундаментом и основной составляющей 
дифференциальной геометрии является понятие 
многообразия, а также теория групп и алгебр Ли. 
Важный подкласс среди всех многообразий 

формируют изотропно-точные однородные про-
странства. В частности, этот подкласс содержит 
все однородные пространства, допускающие ин-
вариантную аффинную связность. «Необходи-
мость сравнивать те или иные геометрические 
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величины в разных точках “кривого” простран-
ства делает понятие связности одним из важней-
ших в геометрии и физике» [2]. Также связно-
сти – важнейший объект, к которому приводит 
геометрическая формулировка теории поля. 
С описанием трехмерных нередуктивных про-
странств, допускающих связности только нену-
левой кривизны, можно ознакомиться в статье [3], 
также в ней приведены более подробный тема-
тический обзор и обоснование применяемых ме-
тодов; при изложении сохранены обозначения, 
введенные ранее. Если тензор кривизны является 
ненулевым, то и алгебра голономии ненулевая. 
В данной работе определяется, при каких усло-
виях найденные в [3] пространства не допус-
кают инвариантных эквиаффинных связностей. 

Основная часть. Пусть ( , )G M  – трехмер-
ное однородное пространство, где G  – группа 
Ли на многообразии .M  Зафиксируем произ-
вольную точку o M∈  и обозначим через = oG G  
стабилизатор точки .o  Известно, что проблема 
классификации однородных пространств (G, M) 
эквивалентна классификации пар групп Ли 
(G, G), таких, что G G⊂  (см., например, [4]). 
Поставим в соответствие (G, M) пару ( , )g g  
алгебр Ли, где g  – алгебра Ли группы G , а g  – 
подалгебра g , соответствующая подгруппе G. 
Изотропный g -модуль m  – это g -модуль /g g , 
такой, что .( ) = [ , ] .x y x y+ +g g  Соответствующее 
представление : ( )λ →g gl m  является изотроп-
ным представлением пары ( gg, ). Пара ( gg, ) 
называется изотропно-точной, если ее изотроп-
ное представление – инъекция. 

Между инвариантными аффинными связно-
стями на ( , )G M  и линейными отображениями 

),(: mglg→Λ  такими, что | =Λ λg  и отобра-
жение Λ  является g -инвариантным, существу-
ет взаимно-однозначное соответствие (см. [5]). 
Будем называть такие отображения инвариант-
ными аффинными связностями на паре ( gg, ). Ес-
ли возможна хотя бы одна связность на паре ( gg, ), 
то такая пара является изотропно-точной (см. [6]). 
Тензоры кручения )(1

2 mInvTT ∈  и кривизны 
)(1

3 mInvTR ∈  для всех g∈yx,  имеют соответ-
ственно вид  

[ ] ;,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ  
[ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm .  

Связность с нулевым тензором кривизны 
еще называется плоской. Будем говорить, что Λ  
имеет нулевое кручение или является связностью 
без кручения, если T = 0. Определим тензор Риччи 

2T ( )Ric Inv∈ m : ( , ) = tr{ ( , ) }.Ric y z x R x y z  Будем 
говорить, что аффинная связность Λ  являет-
ся локально эквиаффинной, если tr ([ , ]) = 0x yΛ  
для всех ,x y ∈ g , то есть ([ , ]) ( )Λ ⊂g g sl m . 
Аффиая связность с нулевым кручением име-

ет симметрический тензор Риччи тогда и только 
тогда, когда она локально эквиаффинна [7]. 

Под эквиаффинной связностью будем по-
нимать аффинную связность Λ  (без круче-
ния), для которой tr ( ) = 0xΛ  для всех x ∈ g . 
В этом случае очевидно, что ( ) ( ).Λ ⊂g sl m  

Того, что пара является изотропно-точной, 
недостаточно для существования инвариантных 
связностей (см., например, статью [8]). Однородное 
пространство GG /  редуктивно, если алгебра Ли g  
может быть разложена в прямую сумму вектор-
ных пространств – алгебры Ли g  и )ad(G -инвари-
антного подпространства m , т. е. если m,gg +=  

0=∩mg ; mm ⊂)ad(G  в противном случае про-
странство не является редуктивным. Второе усло-
вие влечет mmg, ⊂][  и наоборот, если G  связна). 
Этот класс однородных пространств ввел в рас-
смотрение П. К. Рашевский, у редуктивных про-
странств при параллельном переносе сохраняются 
тензор кривизны и тензор кручения. Если GG /  
редуктивно, то оно всегда допускает инвариант-
ную связность [3].  

Алгебра Ли *h  группы голономии инвари-
антной связности )(3,: glg→Λ  на паре ( , )g g  – 
это подалгебра алгебры Ли )(3,gl  вида V + 
+ [Λ( g ),V] + [Λ( g ),[Λ( g ),V]] + …, где V  – под-
пространство, порожденное множеством 

}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  
Поскольку множество V  порождается опе-

раторами кривизны, если тензор кривизны не-
нулевой, то и алгебра голономии ненулевая.  

Все нередуктивные пространства GG / , до-
пускающие инвариантные аффинные связности, 
кривизна (и, соответственно, алгебра голономии) 
которых не может быть нулевой, приведены в [3]. 
Найдем, при каких условиях такие пространства 
не допускают эквиаффинных связностей. 

Будем определять пару ( , )g g  таблицей 
умножения алгебры Ли g . Через 1{ , ..., }ne e  
будем обозначать базис g  ( = dimn g ). Пола-
гаем, что алгебра Ли g  порождается е1, …, еn–3. 
Пусть {u1 = en–2, u2 = en–1, u3 = en} – базис m . 
Будем описывать аффинную (эквиаффинную) 
связность через 1( )uΛ , 2( )uΛ , 3( )uΛ  (поскольку 

| = λ),Λ g  а тензор кручения – через 1 2( , ),T u u  
1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  Для ссылки на пару будем 

использовать обозначение . . ,d n m  где d  – раз-
мерность подалгебры, n – номер подалгебры в 

)(3,gl , а m – номер пары ( gg, ), соответ-
ствующие приведенному в работе [3]. 

Теорема. Если нередуктивная пара ( gg, ), 
= 3codimgg  допускает инвариантные аффинные 

связности только ненулевой кривизны (и, соответ-
ственно, с ненулевой алгеброй голономии), но не до-
пускает эквиаффинных связностей, то ( gg, ) экви-
валентна одной и только одной из пар 4.21.24, 
4.21.25 (δ = 0,1 соответственно), 3.20.22, 3.20.27: 

, 

, 
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4.21.24, 4.21.25  
11 2 3 4 2 3

1 3 4 1 2

2 4 1 2

3 3 4 2

4 4 4 1

1 1 4

2 2 1 3 4 2

3 2 2 4 1 4 3 4 2

| 0 0 0
| 0 0 0 0
| 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0
| 0 0 ,

< 1/4,

e e e e u u u

e e e u u
e e u e
e e e u
e e e u
u u e
u u u e e u
u e u e u e e e u

− −
− +
− α
− − α +δ −

− − − − −α −α −δ +
α −

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3

2 2 1

3 3 3 1

1 1 1

2 1 3 1 3 3

3 3 1 3 3

3.20.22

| 0 (1/2) 0 (1/2)
| 0 0 0 0
| (1/2) 0 0 0
| 0 0 0 2 0
| 0 2 0
| (1/2) 0 0 0

e e e u u u

e e e u u
e e u
e e e u
u u u
u u e u e u
u u u e u

−
−

−
− − − −

− − − +

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 2 1

3 3 2 1

1 1

2 2 1 2 3

3 3 1 3

3.20.27

|| 0 (4/5) (3/5) (1/5) (2/5)
| (4/5) 0 0 0 0

.| (3/5) 0 0 0
| 0 0 0 0 0
| (1/5) 0 0
| (2/5) 0 0 0

e e e u u u

e e e u u u
e e u
e e e u
u u
u u u e e
u u u e

−
−

−
− − −
− − −

 

Действительно, в работе [3] получена клас-
сификация трехмерных нередуктивных одно-
родных пространств, допускающих инвариант-
ные связности только ненулевой кривизны. 
Используя данную классификацию, найдем, су-
ществуют ли эквиаффинные связности на про-
странствах указанного вида.  

В случаях 4.21.24 и 4.21.25 аффинная 
связность имеет вид 

1,3 1,3

1,3

1,1 1,3

1,1

1,1 1,3

0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0
0 1 0 ,
0 0 1

p q
p

r q
r

r p

   
   
   
   
   
 −
 + 
 + + 

 

здесь и далее , ,ij ij ijp q r ∈  ( , =1,3i j )), а тен-
зор кручения – вид (0,0,0),  (p1,3 –r1,1, 0,0), 
(2q1,3, p1,3–r1,1, 0). Соответственно, = 0T  
при r1,1 = p1,3, q1,3 = 0. В этих случаях свя-

зность является локально эквиаффинной, по-
скольку tr ([ , ]) = 0y zΛ  для всех ,y z∈g , и она при-
нимает вид 

1,3

1,3

0 0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 ,
0 0 0 0 0 0

p
p

   
   
   
   
   

 

1,3

1,3

1,3

0 0
0 1 0 .
0 0 2 1

p
p

p

 
 + 
 + 

 

Связность не является эквиаффинной при лю-
бых значениях параметров, так как (3, )⊂g gl   
эквивалентна следующей подалгебре:  

= 0 | , , , .
0 0 0

x y u
x z x y z u

  
   ∈  
  
  

g   

Для выбора базиса подалгебры придаем 
одной из латинских переменных значение 1, 
а остальным 0, нумерация базисных векторов 
соответствует алфавиту. Получаем, что да-
же g  не принадлежит ( )sl m . 

Аналогично, в случае 3.20.27 аффинная 
связность имеет вид  

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 0 ,  0 0 0 ,
0 0 0 0 1 0 0 0 0

     
     
     
     
     

 

тензор кручения нулевой; связность является 
локально эквиаффинной, поскольку tr ([ , ])y zΛ = 
= 0 для всех ,y z∈g , но не является экви-
аффинной, так как (3, )⊂g gl   эквивалентна 
подалгебре  

= 0 / 5 0 | , , ,
0 0 2 / 5

x y z
x x y z

x

  
   ∈  
  
  

g   

соответственно, g  не принадлежит ( )sl m . 
В случае 3.20.22 аффинная связность име-

ет вид 

1,2 1,1

1,1 1,2

1,1

1,3

1,2

0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 ,
0 0 0 0 0 1

0 0
0 0 0 ,
0 0

p q
q p

q

r

p

  
   +  

   +   
 
 
 
 
 

 

αe3 + δe4 – u2 

, 
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тензор кручения – (p1,2 – q1,1 – 2,0, 0), (0, 0, 0), 
(0, 0, q1,1 + 2 – p1,2), = 0T  при q1,1 = p1,2 – 2, тогда 
связность является локально эквиаффинной 
и принимает вид 

1,2 1,2

1,2

1,2

1,3

1,2

0 0 2 0 0
0 0 0 ,  0 2 2 0 ,
0 0 0 0 0 1

0 0
0 0 0 .
0 0

p p
p

p

r

p

 − 
   −  

   −   
 
 
 
 
 

 

Связность не является эквиаффинной, так 
как (3, )⊂g gl   эквивалентна подалгебре  

= 0 0 0 | , ,
0 0 / 2

x y z
x y z

x

  
   ∈  
  
  

g  , 

а g  не принадлежит ( )sl m . 
Прямыми вычислениями получаем, что дру-

гих трехмерных нередуктивных однородных про-
странств (допускающих инвариантные связности 
только ненулевой кривизны), не допускающих 
эквиаффинных связностей, нет.  

Заключение. В работе для трехмерных нередук-
тивных однородных пространств, допускающих ин-
вариантные связности только с ненулевой алгеброй 
голономии, определено, при каких условиях данное 
пространство не допускает эквиаффинных связно-
стей, соответствующие пространства найдены и вы-
писаны в явном виде.  
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МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ ПЛАНИРОВАНИЯ ПРОИЗВОДСТВА 
ПРОДУКТОВ РАЗДЕЛЕНИЯ ВОЗДУХА 

В статье рассматривается задача оптимального планирования реального производства продук-
тов разделения воздуха: жидкого кислорода, азота, аргона и газообразного азота. Перечисленные 
продукты производятся на двух воздухоразделительных установках, имеющих разные режимы ра-
боты, производительность и показатели переходных процессов включения и выключения. Для ре-
шения задачи предлагается математическая модель поиска выпуска оптимального количества каж-
дого вида продукции в плановом периоде с целью минимизации производственных затрат и с уче-
том различных производственных и временных ограничений (полное удовлетворение спроса, 
производительность машин, ограничения на хранение запасов продукции, непрерывность произ-
водства, ограничения времени включения и выключения машин). Для улучшения сходимости 
и поиска оптимального решения предлагается использование вспомогательных переменных 
в уравнении баланса производства и спроса. Учет времени включения и выключения производ-
ственных установок смоделирован в виде ограничений, управляющих логикой различных состоя-
ний машин, а также параметром времени переходных состояний. 
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Введение. В современной химической про-
мышленности, в частности производстве про-
дуктов разделения воздуха (кислорода, азота, 
аргона как в жидком, так и в газообразном 
состоянии), отличительной чертой является 

его сложность, при которой экономические 
и технологические факторы взаимозависимы. 
Так, например, выпуск продукции должен 
одновременно учитывать спрос потребите-
лей и производственные возможности (такие, 
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как режимы производительности, переходные 
процессы включения-выключения установок, 
непрерывность производства определенных 
продуктов), а также ограничения на хранение и 
стоимость всей цепочки производства и по-
ставки продукции. В таких условиях качество 
принятия решений при управлении предприя-
тием во многом определяется качеством ком-
плексного планирования выполняемых предпри-
ятием операций. В настоящее время существует 
несколько подходов к формулированию модели 
оптимального планирования непрерывного про-
изводства. Непрерывно-дискретный характер 
процессов модели можно рассматривать в виде 
ограничения на минимальное xt

min,j и максималь-
ное xt

max, j количество производимой продукции 
в периоде t:  

min, max,δ δ ,t t t t t
j j j j jx x x≤ ≤   

где δt
j – бинарные дискретные переменные 0 

или 1, определяемые включением режима про-
изводительности установки [1]. Оптимизация 
работы воздухоразделительной установки в раз-
личные фазы производства продукции (сжиже-
ние, газообразование) в зависимости от стои-
мости электроэнергии допускает перепроиз-
водство жидкого кислорода и азота для их 
повторного использования в процессе испаре-
ния и превращения в газообразный продукт [2]. 
Либо, наоборот, в случае технологической воз-
можности ВРУ (воздухоразделительной уста-
новки), возможно перепроизводство продукта в 
газообразном состоянии для его дальнейшего 
сжижения, чтобы удовлетворить спрос на жид-
кие продукты.  

В случае производства продуктов разделе-
ния воздуха, когда происходит производство 
всех продуктов одновременно [3], рассматри-
вается модель производства не одного продукта 
раздельно, а решается проблема оптимального 
планирования многопродуктового производ-
ства при удовлетворении детерминирован-
ного спроса. Такая необходимость доказыва-
ется тем фактом, что результаты оптимизации 
производства только для одного продукта – 
кислорода нарушают условия необходимого 
производства азотных продуктов. При этом, 
как и в большинстве подобных задач [3–5], 
связанных с планированием непрерывного 
производства на установках ВРУ, использу-
ется итерационное смешанное целочисленное 
линейное программирование (MILP – mixed 
integer linear programming). Для максималь-
ного соответствия физической модели про-
цесса производства в модели планирования [3] 
учитываются такие переменные, как рабочее 
состояние ВРУ, состояние модулей ожижения 

и испарителя, а также количество производи-
мой продукции каждого вида. 

Переход к нелинейным моделям и моделиро-
ванию в многопериодном планировании, когда 
начальный период делится на несколько частей, 
сглаживают недостаток стационарной модели 
производственного процесса, а также учиты-
вают реальные переходные процессы переклю-
чения производственных установок [4].  

Для представления различных рабочих со-
стояний ВРУ в публикации [5] предложена мо-
дель, учитывающая множество возможных пе-
реходов состояний функционирования произ-
водственной системы. В сочетании с жесткой 
дискретной моделью MILP данная архитектура 
применена для решения проблемы планирова-
ния непрерывного производства на нескольких 
установках ВРУ. 

В предлагаемой статье представлена модель 
оптимизации непрерывного производства про-
дуктов разделения воздуха с учетом известных 
ограничений (производительности, хранения за-
пасов, состояний машин) с целью минимизации 
стоимости производства (включая цель мини-
мального количества включений, выключений 
машин, переключений режимов производитель-
ности). 

Основная часть. Рассматриваемое произ-
водство является специализированным пред-
приятием по выпуску продуктов разделения 
воздуха: жидких продуктов – кислорода, азота, 
аргона, а также азота в газообразном состоянии. 
Важной особенностью данного проекта явля-
ется требование непрерывного производства га-
зообразного азота, транспортируемого по трубе 
потребителям. Вышеперечисленные продукты 
могут производиться на любой из двух имею-
щихся производственных установках (ВРУ1 и 
ВРУ2) либо на обеих одновременно в зависимо-
сти от спроса и режимов производительности 
машин. Качественная постановка задачи заклю-
чается в определении оптимального по стоимо-
сти плана непрерывного производства всех че-
тырех производимых видов продукции с ис-
пользованием имеющихся ресурсов для полного 
удовлетворения спроса и с учетом производ-
ственных и временных ограничений. Матема-
тическая модель формулируется в виде задачи 
определения размера партии производимой 
продукции в каждый временной период пла-
нирования (минимум – 1 ч) с целью минимиза-
ции полной стоимости производства и с учетом 
имеющихся производственных ограничений 
(полное удовлетворение спроса, производи-
тельность машин, ограничения на хранение за-
пасов продукции, непрерывность производства, 
ограничения времени включения и выключе-
ния машин).  

j 
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Дано (входные данные): 
– { }1,  ...,t T∈ – последовательность перио-

дов планирования (месяц, сутки, час);  
– J – множество видов производимой про-

дукции. j = 1,2,3,4. 
– Производство на двух производствен-

ных установках (m = 1, 2). M – множество  
машин; 

– R – множество режимов работы производ-
ственных установок-машин, R = 1, …, 24; 

– MRmr – матрица назначения возможных ре-
жимов работы r машинам m; 

– Prj – матрица производительности; Arj – мат-
рица обратной производительности; 

– off,start,run,switch,shut
mS  – набор возможных состоя-

ний машины m. Sm ∈ (off (выключена), start 
(включение-разогрев), run (номинальный режим), 
switch (переключение в другой рабочий режим), 
shut (выключение-остывание) (рис. 1); 

– TSmis – минимальное время непрерыв-
ной работы машины m в состоянии s для про-
дукта j; 

– ASms – набор состояний, в которые разре-
шено переходить машине m из состояния s  

Например, для m = 1 и s = run, msAS = switch, shut; 
– Dtj – спрос на продукцию j в период t; 
– Ejt – собственное потребление продукции j; 
– Ltj – производственные потери продукции j 

в период t; 
– IMjt – количество импортируемой продук-

ции j в период t; 
– Imin j, Imax j – минимальное и максимальное 

количество запасов продукции на складе (ем-
кость для хранения); 

– I0 jt – запасы продукции j, хранимой на скла-
де на начало периода t; 

– hjt, smjt, spmj, scm – соответственно стои-
мость хранения запасов продукции, стоимость 
импорта продукции (в случае необходимости, 
например, невозможность производства либо 
стоимость импорта меньше, чем стоимость про-
изводства), себестоимость производства одной 
единицы продукции j на машине m, стоимость 
включения-разогрева машины m; 

– Qmj, Bmj – нижняя и верхняя граница произ-
водительности продукта j на машине m; 

– Cmt – максимально возможное время работы 
машины m в периоде t. 

Основные переменные: 
– Xtmj – количество продукции j, производи-

мой на машине m в период t; 
– Rtm – текущий режим работы машины m 

в периоде t; 
– Ytms = 1, если машина m работает в состоя-

нии s в период t (иначе tmsY = 0); 
– Ztms = 1, если машина m изменяет свое со-

стояние в период t; 
– Itj – запас продукции j на конец пе- 

риода t; 
– a

mtS  – фактическое состояние машины m 
в момент времени t. 

Вспомогательные переменные: 
– αltj – переменная в левой части уравнения 

баланса для улучшения сходимости; 
– αrtj – переменная в правой части уравнения 

баланса для улучшения сходимости. 
Модель состоит из исходных известных дан-

ных, целевой функции и ограничений (рис. 2). 

  
Рис. 1. Переходные процессы производственных установок 
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Рис. 2. Модель оптимизационного планирования производства продуктов разделения воздуха 

Целевая функция заключается в минимизации 
стоимости производства, включая стоимость хра-
нения продукции, стоимость импорта, себестои-
мость производства и стоимость запуска произ-
водственного оборудования: 

[ (
T J

jt tj jt jt
t j

Min h I sm IM+ +   

'
run ' start ( )], , ,

M

mj tmj tms m tms
m

sp X Y sc Y s S s S+ + ∀ = =  

 , , .j J m M t T∈ ∈ ∈  (1) 

Ограничения: 
Уравнение баланса – в каждый период вре-

мени производится такое количество продукции 
каждого вида, которого было бы достаточно для 
полного и своевременного удовлетворения по-
требностей сбыта с учетом начальных запасов, 
потерь и требований по импорту: 

, 1 α
M

j t tmj jt tj
m

I X IM l− + + + =  

 α , , .jt jt jt jt tjD I E L r j J t T= + + + + ∀ ∈ ∈  (2) 

Предприятие имеет емкости для хранения за-
пасов произведенной продукции, которые огра-
ничены минимальным и максимальным возмож-
ным объемом хранения: 

 min maxI .
j jtjI I≤ ≤

 (3) 
Количество производимой продукции зави-

сит от режимов и производительности установок: 

 
mr

J

tmj tm rj
j r MR

X R P
∈

=  . (4)  

Производственные ограничения лежат в диа-
пазоне минимальной и максимальной произво-
дительности установок: 

  , , , .jt tm tmj jt tmQ M X B M j J m M t T≤ ≤ ∀ ∈ ∈ ∈  (5)  

В каждый период времени машина находится 
только в одном из возможных состояний: 

 1
m

tms
s S

Y
∈

= . (6)  

Ограничение непрерывного производства со-
стоит в том, что в любой период времени t хотя 
бы одна машина работает либо в режиме run, 
либо в режиме switch (для машины 1). При этом 
время работы в номинальном режиме run опре-
деляется обратной производительностью и ко-
личеством произведенного продукта, а время ра-
боты в режиме switch определяется минималь-
ным временем переключения TS1

switch машины 1. 

   ' '( ) , 1
J M

rj mjt tms mt mtmjs tms
j m

A X Y TS Y C C+ = = , (7) 

run ' switch,s S s S∀ ∈ ∈ . 
Гарантируется переключение только в раз-

решенные состояния для машины m при пере-
ходе из периода (t – 1) в период t: 

 ' '
'

1 2, ,a
t ms m mstms tms

Y Y Z s S s AS− + = ∀ ∈ ∈ . (8) 

Требуется, чтобы в переходном состоянии 
(S = start, switch, shut) установка работала не ме-
нее TSmjs интервалов времени:  

' ( 1),
T

tmsmjs
t

TS Y Z≤ −
 ', start,switch,shut.a

ms S s∀ ∈ ∈  (9) 
Наконец, вводим ограничения значений пе-

ременных 

 { }, ,α ,α 0;  , 0,1 ,tmj tj tj tj tms tmsX I l r Y Z≥ ∈  (10) 

, , .j J m M t T∈ ∈ ∈  

Dtj 

I0 

spmj 

hjt 

scm 

smjt 

Календарный 
производственный 

план 

α 

α 

α α 

– 



20 Ìîäåëü îïòèìèçàöèè ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòîâ ðàçäåëåíèÿ âîçäóõà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2025 

Заключение. Предлагаемая модель сфор-
мулирована в виде задачи целочисленного ли-
нейного программирования, в которой поиск 
оптимального решения количества производи-
мой продукции выполняется с целью уменьше-
ния всех производственных затрат с учетом ре-
альных ограничений предприятия. Рассмат-
риваемая задача оптимального планирования 
производства продуктов разделения воздуха 
решена средствами решателя (solver) CP-SAT 
в составе Google OR-Tools. Сходимость и при-

емлемое время нахождения оптимального ре-
шения (не более 300 с) достигнуто благодаря 
использованию вспомогательных переменных 
в уравнении баланса. Для учета переходных 
процессов производственных установок при-
менены ограничения, использующие состояния 
машин, а также параметры и логика их включе-
ния и выключения. Предлагаемая модель может 
быть использована для других схожих задач 
оптимизации планирования непрерывного про-
изводства. 
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ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ 
THEORETICAL MECHANIKS 

 
 
 
УДК 531.382 

Т. Б. Карлович1
111231313131112312124, А. О. Карлович2 

1 Белорусский государственный технологический университет 
2 ООО «Вирма» 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ ВОЛЧКА ТИП-ТОП  

ПО ГЛАДКОЙ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
Волчок тип-топ привлекает к себе внимание благодаря возможности выбора теоретической модели 

для его описания и проведения с ним простых экспериментов. Во время движения волчок может 
эффектно переворачиваться на 180º и поднимать свой центр тяжести выше центра сферы, описан-
ной вокруг него. Такое неустойчивое поведение является следствием наличия трения скольжения 
между волчком и контактной поверхностью. Также в теоретической модели необходимо учиты-
вать сопротивление воздуха при быстром вращении волчка. 

В настоящей работе теоретическое описание движения волчка осуществляется на основе не-
линейных динамических уравнений, записанных в подвижной системе отсчета. В силу сложности 
модели получение аналитического решения задачи возможно только в простейших случаях с при-
менением первых интегралов. В литературе широко обсуждается интеграл Джелетта, означающий 
постоянство проекции кинетического момента на радиус-вектор, проведенный из центра масс в 
точку касания волчка плоскости. С использованием векторного анализа демонстрируется, что ин-
теграл Джелетта перестает существовать при учете момента сопротивления воздуха.  

Также в работе представлено численное решение задачи о движении волчка по абсолютно 
гладкой поверхности на основе методов Эйлера и Рунге – Кутта. Метод Эйлера является простым 
в применении, однако из-за малой точности дает расходящееся решение для рассчитываемых па-
раметров. Метод Рунге – Кутта более точный, однако соответствующие расчетные схемы оказы-
ваются громоздкими и затратными по времени. Нами рассматриваются рамки применимости обоих 
методов для получения оптимальной точности с минимальными временными затратами для рас-
чета траектории точки касания волчка горизонтальной поверхности. 

Ключевые слова: механическая система, динамически симметричное тело, количество дви-
жения, кинетический момент, интеграл Джелетта. 

Для цитирования: Карлович Т. Б., Карлович О. А. Использование численных методов для реше-
ния задачи о движении волчка тип-топ по гладкой горизонтальной поверхности // Труды БГТУ. 
Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2025. № 2 (296). С. 21–26. 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-4. 
 

T. B. Karlovich1, A. O. Karlovich2 
1 Belarusian State Technological University 

2 LLC “Virma” 
USING NUMERICAL METHODS TO SOLVING THE PROBLEM OF MOTION 

OF A TIP-TOP ON A SMOOTH HORIZONTAL SURFACE 
The tip-top attracts attention due the possibility of choosing a theoretical model to describe it and 

conduct simple experiments with it. During movement, the top can effectively return around by 180º and 
lift its center of gravity above the center of the sphere described around it. Such non-resistant behavior is 
a consequence of the presence of sliding friction between the top and the contact surface. Also in 
theoretical model, it is necessary to take into account the air resistance with the rapid rotation of the top.  

In this work, the theoretical description of the movement of the movement of the top is carried out 
on the basis of nonlinear dynamic equations recorded in the moving reference system. Due to complexity 
of the model, obtaining an analytical solution to the proplem is possible only in the simpliest cases using 
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the first integrals. In the literature, the Jellett integral is widely discussed, meaning the constancy 
of the projection of the kinetic mop on the radius vector drawn from the center of the masses to the point 
of touching the top of the plane. Using vector analysis, it is demonstrated that the Jellett integral ceases 
to exist taking into account the air resistance. 

The work is also presents a numerical solution to the problem of the movement of the top by 
absolutely smooth surface based on the methods of Euler and Runge – Kutt. The Euler method is easy 
to use, however, due to low accuracy, gives diverging values for the parameters calculated. The Runge – 
Kutt method is more accurate, however, the corresponding calculation schemes turn out to be 
cumbersome and expendable in time. We examine the framework of the applicability of both methods 
for obtaining optimal accuracy with minimal time costs for calculating the trajectory of the touching point 
of the top with the horizontal surface. 

Keywords: mechanical system, dynamically symmetrical body, momentum, kinetic moment, Jellett 
integral. 

For citation: Karlovich T. B., Karlovich O. A. Using numerical methods to solving the problem of 
motion of a tip-top on a smooth horizontal surface. Proceedings of BSTU, issue 3, Physics and Mathematics. 
Informatics, 2025, no. 2 (296), pp. 21–26 (In Russian). 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-4. 
 

Введение. Задача о движении волчка тип-топ 
по неподвижной горизонтальной поверхности 
является одной из классических задач динамики 
твердого тела. Она привлекает к себе внимание 
благодаря возможности проведения экспери-
мента без сложного оборудования и непосред-
ственному наблюдению эффектного переворота 
волчка во время движения со шляпки на ножку, 
сопровождающегося поднятием центра тяже-
сти. Решающее значение в объяснении перево-
рота на 180° связано с наличием трения сколь-
жения между волчком тип-топ и контактной 
поверхностью. Ввиду сложного математиче-
ского описания динамического поведения та-
кой механической системы в общем случае 
решение соответствующих уравнений возможно 
лишь в численном виде. Отдельные случаи 
аналитических и точных решений приведены 
в работах А. В. Карапетяна [1, 2] и А. П. Мар-
кеева [3]. При этом волчок рассматривается в 
виде сферического объекта с центром тяжести, 
расположенным ниже центра тяжести сферы. 
В работах [4, 5] проводились эксперименты 
с волчками, сделанными вручную и распечатан-
ными на 3D-принтере. Была исследована тра-
ектория точки касания волчка горизонтальной 
поверхности и обнаружено его движение по 
спирали после переворота на ножку. Качествен-
ное поведение волчка на основе приближенного 
решения описывается в работе [3], однако ра-
диус закручивания спирали в эксперименте [5] 
оказывается значительно больше, чем в теорети-
ческом предсказании. В работе [5] была предло-
жена модель, включающая сопротивление воз-
духа [6], оказывающего влияние на движение 
легкого полого волчка, представляющего собой 
срезанную на ¼ часть диаметра сферическую 
оболочку. 

Основная часть. Рассмотрим описание дви-
жения волчка на основе уравнений, включающих 
теоремы об изменении количества движения и ки-
нетического момента, а также постоянства вектора 
восходящей вертикали γ и безотрывности дви-
жения волчка по горизонтальной поверхности. 
В качестве неподвижной системы отсчета возь-
мем систему Oxyz, связанную с горизонтальной 
поверхностью, в качестве подвижной системы от-
счета выберем систему Gξησ, связанную с волч-
ком и имеющую начало в его центре масс. 
Также будем использовать систему координат 
с началом в точке G и осями, расположенными 
параллельно осям неподвижной системы от-
счета (Gx1y1 z1) (рис. 1). 

 

 
 
Математическая модель эволюции волчка 

на горизонтальной поверхности, рассмотрен-
ная в работе [3] и дополненная моментом сил 
сопротивления воздуха (сила сопротивления 
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Рис. 1. Схематическое движение сферического 
волчка по горизонтальной плоскости Oxy 
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воздуха не учитывается из-за малой скорости 
поступательного движения волчка по сравне-
нию со скоростью вращательного движения), 
имеет вид 

( )

,
,

0,
0,

m m mg
I I

+ × = − +
+ × = × +

+ × =
+ × ⋅ =





v v

v

ω γ
ω ω ω

γ ω γ
ω γ

R
r R M

r
  

(1) 

где m – масса волчка; v – скорость центра масс; 
ω – угловая скорость; r – радиус-вектор, про-
веденный из центра масс к нижней точке 
сферы Q; R – реакция, приложенная в точке Q, 
R = F + N; F – сила трения (учитывается толь-
ко сила трения скольжения (моменты силы 
трения, представляемые в виде пары сил вер-
чения и качения, обычно малые и ими прене-
брегают); N – нормальная составляющая реак-
ции; M – момент сопротивления воздуха. I – 
тензор инерции волчка относительно главных 
центральных осей Gξ, Gη, Gσ, связанных с его 
осью симметрии и перпендикулярной ей плос-
костью. Предполагается, что моменты инерции 
относительно осей Gξ и Gη одинаковы между 
собой, равны A и отличаются от момента инер-
ции относительно оси Gσ – C, так что тензор 
инерции I имеет вид  

0 0
0 0
0 0

A
I A

C

 
 =  
 
 

   (2) 

Выражение в скобках последнего уравнения 
системы (1) есть скорость точки касания волчка 
горизонтальной поверхности  

 = + × .ωu rv  (3) 

Получение аналитических решений систе-
мы (1) связано с использованием законов со-
хранения и симметрии задачи, а также нахож-
дением как можно большего числа интегралов 
движения. Одним из них является интеграл 
Джелетта (Jellett), означающий постоянство ли-
нейной комбинации проекций кинетического 
момента K = Iω на вертикаль γ и на ось динами-
ческой симметрии Gσ. 

Покажем, что интеграл Джелетта, определя-
емый равенствами 

 const⋅ =K r или 0,⋅ + ⋅ = K r K r  (4) 

имеет место только в случае отсутствия со-
противления воздуха. Для доказательства ра-
венства воспользуемся разложением вектора r 
и его производной на составляющие вектора: 

 a σ= − ρ , = −ρ , r e rγ γ  (5) 

где а – расстояние между центром сферы и цен-
тром масс; ρ – радиус сферы. В силу постоян-
ства вектора γ в неподвижной системе отсчета 
справедливо следующее соотношение между век-
тором γ и его производной в подвижной си-
стеме отсчета: 

= × .γ γ ω     (6) 

С учетом формул (5) и (6) и циклической 
перестановки в смешанном произведении векто-
ров второе слагаемое в формуле (4) можно пред-
ставить в виде 

( ) .⋅ = ρ ⋅ ×K r Kγ ω         (7) 

Для расчета первого слагаемого в формуле (4) 
сначала выразим из второго уравнения системы (1) 
производную кинетического момента  

.= − × + × +K K r R Mω    (8) 

Далее преобразуем векторное произведе-
ние угловой скорости и кинетического мо-
мента в формуле (8). Для этого разложим оба 
вектора по базису векторов подвижной си-
стемы отсчета eξ, eη, eσ и запишем векторное 
произведение в виде определителя третьего 
порядка: 

 

( ) ( )

I

C

C A C A .

ξ

ξ

ξ η σ

η σ
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ξ η σ η ξ σ

× = × = =

= − − −

ω ω ω ω ω ω
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e e e
K

e e

Α Α
  

(9)

 

Затем скалярно умножим левую и правую ча-
сти формулы (8) на вектор r и учтем тот факт, 
что векторное произведение кинетического 
момента и угловой скорости является векто-
ром, лежащим в плоскости, перпендикулярной 
оси Gσ в силу равенства экваториальных мо-
ментов инерции относительно осей Gξ и Gη. То-
гда первое слагаемое равенства (4) записывается 
в виде  

( )
( ) ( )

( ) ( )
a

a .
σ

σ

⋅ = − × + × + ⋅ =

= − × + ⋅ − ρ =

= −ρ × + ⋅ − ρ

K r K r F M r

K M e

K M e

ω

ω γ

γ ω γ

      

(10)

 

Из формул (7) и (10) следует, что в случае 
равенства нулю момента сил сопротивления воз-
духа M суммарный результат формул (7) и (10) 
также равен нулю и интеграл Джелетта имеет 
место. Таким образом, система уравнений (1) 
может быть решена только численными мето-
дами [7]. Для более простой системы при M = 0 
получение решения в аналитическом виде 
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возможно лишь для малой силы трения с учетом 
исследования параметров устойчивости зада-
чи [1–3]. В случае нулевой силы трения имеют 
место интегралы Джелетта, энергии, проекции 
угловой скорости на ось динамической симмет-
рии ωσ, а также сохраняется вектор γ в непо-
движной системе отсчета. В результате анализа 
системы на устойчивость методом множителей 
Лагранжа в работах [1–3] показано, что в стаци-
онарном случае в критических точках будут су-
ществовать два вида периодических решений: 
1) вращение с постоянной угловой скоростью ωσ 
вокруг вертикальной оси симметрии с центром 
тяжести, расположенным либо выше центра 
сферы, либо ниже центра сферы на расстоянии 
а; 2) вращение шара с угловой скоростью, рав-
ной λаρ, который прецессирует с угловой скоро-
стью λ вокруг вертикали, где λ – один из множи-
телей Лагранжа. 

В настоящей работе численно решалась за-
дача для скольжения волчка по абсолютно глад-
кой поверхности в подвижной системе отсчета. 
Соответствующая система из трех векторных 
дифференциальных уравнений и одного скаляр-
ного уравнения  

( ) ,
,

0,
0

m m N mg
I I N

+ × = −
+ × = ×

+ × =
⋅ =





v vω γ
ω ω ω γ

γ ω γ
γ

r

u
  

(11) 

преобразовывались в систему из десяти скаляр-
ных уравнений. Локальная производная по вре-
мени в момент времени tk от искомой функции за-
писывалась в виде конечной разности значений 
функции на последующем и предыдущем шагах: 

1 ,k k
k

x xx
h

+ −=    (12) 

где h – шаг по времени: tk+1 = tt + h. Такой метод 
интегрирования уравнений называется мето-
дом Эйлера и имеет первый порядок точности. 
Для решения системы нелинейных уравнений 
этого может оказаться недостаточным, поэтому 
параллельно использовался метод Рунге – Кутта 
четвертого порядка точности. Было проведено 
сравнение двух методов на примере расчета про-
екций вектора γ. Соответствующие зависимости 
представлены на рис. 2. При заданных парамет-
рах проекция γσ остается постоянной и рассчи-
тывается одинаково обоими методами. Проек-
ции γξ и γη до момента времени t = 1 с счита-
ются с приемлемой точностью обоими методами, 
а в более поздние моменты времени метод Эй-
лера дает большое расхождение по результатам. 
Так, в момент времени t = 4 с значения расхо-
дятся уже в 8 раз.  

 

Аналогичная картина наблюдается при рас-
чете проекций скоростей, что продемонстриро-
вано на рис. 3.  

Компонента скорости vσ совпадает в расчетах 
обоими методами и остается равной нулю для всех 
времен. Компоненты скорости vξ и vη осцилли-
руют вокруг нулевого значения и на 10-й секунде 
разница рассчитанных скоростей по методу Эйлера 
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Рис. 3. Зависимость проекций вектора v от времени 
для параметров: число точек по времени K = 100 000, 
ρ = 19 мм, а = 3 мм, ωξ0 = ωη0 = 0, ωσ0  = 80 рад/c, 

γξ0 = 0, γη0 = 0,5, γσ0 = 0,867, vξ0 = 0,1 м/с,  
vη0 = vσ0 = 0; 1 – проекция vσ0, рассчитанная  

по методам Эйлера и Рунге – Кутта;  
2 – проекции vξ0 и vη0, рассчитанные  

по методу Рунге – Кутта;  
3 – проекции vξ0 и vη0, рассчитанные  

по методу Эйлера 

Рис. 2. Зависимость проекций вектора γ от времени 
для параметров: число точек по времени L = 100 000, 
ρ = 19 мм, а = 3 мм, ωξ0 = ωη0 = 0, ωσ0  = 160 рад/c, 

γξ0 = 0, γη0 = 0,5, γσ0 = 0,867;  
1 – проекция γσ, рассчитанная по методам  

Эйлера и Рунге – Кутта;  
2 – проекции γξ и γη, рассчитанные  

по методу Рунге – Кутта;  
3 – проекции γξ и γη, рассчитанные  

по методу Эйлера 
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и по методу Рунге – Кутта составляет 5 раз. Таким 
образом, метод Эйлера может использоваться в 
расчетах только для небольших времен до 1 с, 
его основным достоинством являются простота 
и высокая скорость расчета параметров. 

Траектория точки касания волчком неподвиж-
ной поверхности в подвижной системе отсчета за-
дается вектором r, который определяется по фор-
муле (5). Вычислив проекции вектора γ из системы 
уравнений (11), можно рассчитать компоненты век-
тора r в подвижной системе отсчета. Для того, чтобы 
определить траекторию точки касания в непо-
движной системе отсчета, вначале необходимо вос-
пользоваться матрицей направляющих косинусов: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,
d d d

D d d d
d d d

 
 =  
 
 

   (13) 

где элементы матрицы D задают направляющие 
косинусы углов поворота осей подвижной систе-
мы отсчета относительно осей системы отсчета 
Gx1y1z1, которая движется поступательно отно-
сительно неподвижной системы отсчета (рис. 1). 

Использовав разложение радиус-вектора r 
в подвижной и неподвижной системах отсчета  

 1 1 1 1 1 1,x y zξ η σ= ξ + η + σ = + +r e e e i j k  (14) 

найдем связь между проекциями на оси координат 
в этих системах отсчета, причем значение коор-
динаты z не требуется, так как волчок скользит 
по горизонтальной поверхности:  

 

1 11 12 13

1 21 22 23

,
,

x d d d
y d d d

= ξ + η + σ
= ξ + η + σ   (15)

 
где 

 , , ,aξ η σξ = −ργ η = −ργ σ = − ργ  (16) 
а элементы матрицы направляющих косинусов D 
в зависимости от времени определяются из уравне-
ний Пуассона: 

 , , .= × = × = ×  i i j j k kω ω ω  (17) 
Далее для перехода в неподвижную систему от-
счета учтем равенство (см. рис. 1) 

1 0 ,= +r r r  (18) 
где вектор r0 описывает движение центра масс в не-
подвижной системе отсчета. В случае абсолютно 
гладкой поверхности движение центра масс проис-
ходит под действием силы тяжести и силы реакции 
поверхности, направленных вертикально. Тогда 
проекция центра тяжести на горизонтальную по-
верхность будет двигаться равномерно со скоро-
стью, равной проекции начальной скорости на пло-
скость Oxyz. Типичные траектории движения 

на плоскости без трения представлены на рис. 4. 
В случае отсутствия начальной скорости при рас-
кручивании волчка (кривые 1, 2, 3 на рис. 4) он дви-
жется по эллипсу, полуоси которого пропорцио-
нальны расстоянию а от центра тяжести до центра 
сферы, описанной вокруг волчка, а эксцентриситет 
обусловлен разными моментами инерции относи-
тельно осей Gξ, Gη (А) и Gσ (С). Несовпадение пре-
дыдущего витка движения со следующим витком 
(на рисунке заметны утолщения траектории) свя-
заны с недостаточной точностью расчетов по ме-
тоду Эйлера. «Дрожание» траектории обусловлено 
величиной угловой скорости ω. В случае ненулевой 
начальной скорости движения центра масс волчка 
замкнутые траектории становятся спиралевидными 
(кривые 4, 5, 6 на рис. 4) с постоянным углом 
наклона к оси x. Размер витка спирали пропорци-
онален расстоянию а, а шаг спирали пропорциона-
лен начальной скорости движения центра масс. 

Заключение. В работе рассмотрена модель 
волчка тип-топ на основе уравнений нелинейной 
динамики, включая силу трения скольжения и мо-
мент сопротивления воздуха. Показано в вектор-
ном виде, что интеграл Джелетта в данной модели 
имеет место только в случае отсутствия момента 
сил сопротивления воздуха. Численно решена за-
дача для скольжения волчка по абсолютно глад-
кой поверхности в подвижной системе отсчета. 
Показано, что выбор метода численного интегри-
рования системы уравнений (11) (Эйлера или 
Рунге – Кутта) существенно сказывается на точно-
сти решения. Получены различные траектории 
точки касания волчка горизонтальной плоскости 
при его движении в зависимости от его характери-
стик и начальных условий движения. 
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Рис. 4. Траектория точки касания волчка поверхности 
для параметров: число точек по времени  

K = 100 000, ρ = 19 мм, ωξ0 = ωη0 = 0, ωσ0  = 80 рад/c, 
γξ0 = 0, γη0 = 0,5, γσ0 = 0,867. Для траекторий 1–3 vξ0 = 

= vη0 = vσ0 = 0, для траекторий 4–6 vξ0 = 0,002 м/c,  
vη0 = 0,003 м/c, vσ0 = 0. Для кривых 1, 4 – 
а = 3 мм; 2, 5 – а = 6 мм; 3, 6 – а = 9 мм 
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Д. Н. Пискунович, А. Б. Крылов, Н. Н. Крук 
Белорусский государственный технологический университет 

ТЕМПЕРАТУРНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ КИСЛОТНО-ОСНОВНЫХ СВОЙСТВ  
5,10,15,20-ТЕТРАКИС-(4-ТРИМЕТИЛАМИНОФЕНИЛ)-ПОРФИРИНА 
Методами абсорбционной и люминесцентной спектроскопии исследована температурная за-

висимость кислотно-основных равновесий в ядре макроцикла 5,10,15,20-тетракис-(4-триметил- 
аминофенил)-порфирина в водных растворах. Показано, что дважды протонированная форма пор-
фирина формируется в результате последовательного присоединения двух протонов. С использо-
ванием метода титрования на двух длинах волн определены соответствующие константы основ-
ности рKа3 = 3,55 ± 0,1 и рKа4 = 2,85 ± 0,1 для двух стадий протонирования при температуре 293 K. 
Обнаружено, что с ростом температуры кислотно-основное равновесие сдвигается в сторону об-
разования свободного основания, причем изменение константы основности ΔрKа4 составляет  
–0,4 ± 0,1 в диапазоне температур 293–323 K. Установлено, что стабилизация свободного основа-
ния порфирина с ростом температуры обусловлена различиями величины энергии активации про-
цессов диссоциации и связывания протонов. В исследованном температурном диапазоне энталь-
пия присоединения протонов ΔH = 2600 ± 100 см–1 остается постоянной, в то время как энтальпия 
депротонирования зависит от температуры и составляет 2150 ± 150 см–1 и 670 ± 100 см–1 соответ-
ственно при температурах ниже 296 K и выше 320 K. Предложено, что уменьшение энтальпии 
депротонирования с ростом температуры обусловлено изменениями структуры сетки водородных 
связей в водном растворе, которые благоприятствуют сольватации диссоциированного протона.  

Ключевые слова: порфирин, основность, спектры, температурная зависимость, сольватация. 

Для цитирования: Пискунович Д. Н., Крылов А. Б., Крук Н. Н. Температурная зависимость 
кислотно-основных свойств 5,10,15,20-тетракис-(4-триметиламинофенил)-порфирина // Труды 
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D. N. Piskunovich, A. B. Krylov, M. M. Kruk 
Belarusian State Technological University 

TEMPERATURE DEPENDENCE OF ACID-BASE PROPERTIES  
OF 5,10,15,20-TETRAKIS-(4-TRIMETHYLAMINOPHENYL)-PORPHYRINE 

The temperature dependence of the acid-base equilibria in the macrocycle core of the 5,10,15,20-
tetrakis-(4-trimethylaminophenyl)-porphyrine in aqueous solutions was studied using absorption and 
luminescence spectroscopy. It was shown that the doubly protonated form of the porphyrin results from 
the sequential binding of two protons. Using the method of titration at two wavelengths, the respective 
basicity constants pKa3 = 3.55 ± 0.1 and pKa4 = 2.85 ± 0.1 for two protonation stages have been evaluated 
at the temperature 293 K. It was found that with increasing temperature, the acid-base equilibrium shifts 
in the direction of the formation of the free base, with the change in the basicity constant ΔpKa4 of –  
0.4 ± 0.1 in the temperature range from 293 to 323 K. It was found that the stabilization of the free base 
form of porphyrin with increasing temperature is due to a change in the activation energies of the 
dissociation and the binding of protons. In the studied temperature range, the enthalpy of the proton 
binding ΔH = 2600 ± 100 cm–1 remains constant, while the enthalpy of deprotonation depends on the 
temperature and is 2150 ± 150 cm–1 and 670 ± 100 cm–1 at temperatures lower than 296 K and higher 
than 320 K respectively. It is assumed that a decrease in the enthalpy of deprotonation with increasing 
temperature is due to the changes in the structure of hydrogen bonds network in aqueous solution which 
favor the solvation of the dissociated proton. 

Keywords: porphyrin, basicity, spectra, temperature dependence, solvation. 
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Введение. Протонирование атомов азота в 
ядре тетрапиррольного макроцикла протекает в 
две стадии (рис. 1), причем константы основно-
сти для присоединения третьего и четвертого про-
тонов pKa3 и pKa4 существенно зависят от архитек-
туры периферического замещения макроцикла [1]. 
Для Сb-замещенных порфиринов в кривой кис-
лотно-основного титрования наблюдаются две 
отчетливые ступени, в то время как для Сm-заме-
щенных порфиринов, которые не имеют стериче-
ских ограничений на вращение арильных фраг-
ментов вокруг связи Сm–С1, величины pKa3 и pKa4, 
как правило, очень близки, что не позволяет раз-
решить в кривой титрования две отдельные ста-
дии [2, 3]. Вместе с тем отмечено, что в зависи-
мости от особенностей сольватации молекулы 
порфирина в определенных растворителях про-
тонирование Сm-арил-замещенных порфиринов 
может происходить либо в одну стадию с одновре-
менным присоединением двух протонов, либо пу-
тем присоединения протонов в двух последова-
тельных стадиях [4]. Водные растворы представ-
ляют собой удобную систему для исследования 
особенностей сольватации молекул порфиринов 
по причине высокой сольватирующей способно-
сти [5], сосуществования жесткой упорядочен-
ной и конформационно подвижной разупорядо-
ченной сеток водородных связей, соотношение 
которых зависит от температуры [6], выражен-
ной температурной зависимости диэлектриче-
ской проницаемости воды от температуры [7].  

Ранее нами были исследованы особенности 
сольватации гидрофильных порфиринов в водных 
растворах и установлена взаимосвязь между элек-
тронными характеристиками периферических за-
местителей и основностью макроцикла, показано, 
что кислотно-основное равновесие в нижнем воз-
бужденном синглетном S1 состоянии смещается 
относительно основного S0 состояния, а вели-
чина смещения определяется природой перифе-
рических заместителей и макроциклических ге-
тероатомов [8, 9]. При этом было отмечено, что 

роль мезомерных и индуктивных эффектов пе-
риферических заместителей в формировании 
кислотно-основных характеристик гидрофиль-
ных порфиринов существенно различается.  

Поэтому представляет интерес исследовать 
температурную зависимость кислотно-основных 
свойств 5,10,15,20-тетракис-(4-триметиламинофе-
нил)-порфирина (рис. 2) и сопоставить резуль-
таты с ранее полученными для 5,10,15,20-тетра-
кис-(4-сульфонатофенил)-порфирина. Триметила-
миногруппа N+(CH3)3 и сульфогруппа SO3

– являются 
электроноакцепторными, но электронные эффекты 
триметиламиногруппы имеют исключительно 
индуктивную природу (индуктивная константа 
Гаммета равна σI = 0,88 [10], а резонансная кон-
станта σR ≡ 0), в то время как сульфогруппа 
имеет отличные от нуля как резонансную, так и 
индуктивную константы Гаммета, равные соот-
ветственно σR = 0,04 и σI = 0,05 [10]. Получен-
ные результаты позволят углубить представле-
ния о роли периферического замещения и тем-
пературы в формировании кислотно-основных 
характеристик гидрофильных порфиринов.  

Основная часть. Спектры поглощения 
5,10,15,20-тетракис-(4-триметиламинофенил)-пор-
фирина, иллюстрирующие характер спектральных 
изменений в зависимости от рН раствора при 293 K, 
приведены на рис. 2. Анализ спектральных измене-
ний показывает, что при увеличении рН уменьша-
ется поглощение дважды протонированной формы, 
которая имеет максимум длинноволновой полосы 
поглощения при 640 нм, и растет поглощение сво-
бодного основания, которое имеет наиболее ин-
тенсивную полосу поглощения с максимумом при 
515 нм. Следует отметить отсутствие изобестиче-
ской точки в измеренной серии спектров, что указы-
вает на последовательный характер присоедине-
ния/диссоциации протонов с образованием моно-
протонированной формы в заметной концентрации. 
Нами также измерены серии спектров поглощения 
при температурах 308 и 323 K (не показаны), ко-
торые обнаружили аналогичные изменения.  

 

 
Рис. 1. Кислотно-основные равновесия свободного основания порфирина и его моно- и дважды  

протонированных форм. Периферические заместители не показаны  
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При последовательном присоединении про-
тонов зависимость концентрации дважды про-
тонированной формы от рН будет главным об-
разом отражать равновесие между моно- и 
дважды протонированной формами, а зависи-
мость концентрации свободного основания от 
рН – равновесие между монопротонированной 
формой и свободным основанием. Поэтому 
кривые спектрофотометрического титрования 
(рис. 3), построенные по поглощению на соот-
ветствующих длинах волн (дважды протони-
рованная форма ↔ монопротонированная форма, 
λ = 640 нм; монопротонированная форма ↔ сво-
бодное основание, λ = 515 нм), должны различаться.  

 

 
Рис. 2. Спектры поглощения  

5,10,15,20-тетракис-(4-триметиламинофенил)-порфирина 
в водных растворах в диапазоне рН 2,0–4,5 при 293 K. 
Стрелки указывают направление спектральных  

изменений при увеличении рН 
 
На кривых титрования (рис. 3) выделить в яв-

ном виде две стадии не представляется возмож-
ным, что указывает на близость значений констант 
основности pKa3 и pKa4. Однако рассчитанная по 
уравнению Хендерсона – Хассельбалха величина 
обобщенной константы pKa3,4 для присоединения 
двух протонов оказалась различной для двух кри-
вых титрования. На длине волны титрования 515 нм 
рассчитанные значения pKa3,4 обнаружились систе-
матически больше значений pKa3,4, рассчитанных 
по кривой титрования на длине волны 640 нм во 
всем температурном диапазоне (таблица). Оче-
видно, что это различие является проявлением двух 
последовательных стадий протонирования. 

 
Величина обобщенной константы основности 

pKa3,4, определенная по кривым 
спектрофотометрического титрования на длинах 
волн 515 и 640 нм при различных температурах 

Т, K pKa3,4 
λ = 640 нм λ = 515 нм 

293 2,85 ± 0,1 3,05 ± 0,1 
308 2,70 ± 0,1 2,85 ± 0,1 
323 2,50 ± 0,1 2,65 ± 0,1 

Для определения близких констант основно-
сти pKa3 и pKa4 известен метод, базирующийся 
на совместном анализе кривых титрования, из-
меренных на двух длинах волн, на которых наблю-
дается соответственно рост и убыль начальной и 
конечной форм [11]. При анализе используют 
только экспериментальные точки на краях кри-
вых титрования, которые преимущественно отра-
жают равновесия соответственно между моно- и  
дважды протонированной формами и между сво- 
бодным основанием и монопротонированной фор-
мой. С использованием данного метода для кри-
вых титрования, измеренных при 293 K, вычис-
лены константы основности pKa3 = 3,55 ± 0,1 и 
pKa4 = 2,85 ± 0,1. Заслуживает внимания то, что 
полученные значения константы основности pKa4 
и обобщенной константы основности pKa3,4 в пе-
ределах ошибки равны. По-видимому, это обу-
словлено относительно небольшим вкладом мо-
нопротонированной формы в поглощение рас-
твора (малой концентрацией) и слабыми отличиями 
спектров поглощения моно- и дважды протониро-
ванной форм. Поэтому изменение величины обоб-
щенной константы основности pKa3,4 = –0,4 ± 0,1 
при увеличении температуры раствора от 293 до 
323 K можно отнести к изменению величины 
константы основности на второй стадии прото-
нирования ΔрKа4.  

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Кривые спектрофотометрического титрования 
5,10,15,20-тетракис-(4-триметиламинофенил)-порфирина:  

а – λ = 640 нм; б – λ = 515 нм 

Т = 293 K 
T = 308 K 
T = 323 K 

Т = 293 K 
T = 308 K 
T = 323 K 
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Очевидно, что зависимость кислотно-ос-
новного равновесия от температуры обуслов-
лена тем, что процессы протонирования и де-
протонирования имеют активационный харак-
тер. Для определения энтальпии реакции была 
измерена температурная зависимость спектров 
поглощения раствора порфирина при рН = 3,0 
(рис. 4). Рост температуры от 288 K до 328 K 
приводит к падению поглощения дважды про-
тонированной формы и увеличению поглоще-
ния свободного основания порфирина. Темпе-
ратурные зависимости поглощения на соответ-
ствующих длинах волн (640 и 515 нм) должны 
различаться, чтобы обеспечить изменение от-
ношения констант скоростей протонирования и 
диссоциации протонов.  

 

 
Рис. 4. Спектры поглощения  

5,10,15,20-тетракис-4-триметиламинофенил-порфирина 
в растворе с рН = 3,0 в диапазоне  

температур 288–328 K  
 
Действительно, графики Вант-Гоффа, по-

строенные для поглощения на этих длинах волн, 
существенно различаются. График Вант-Гоффа, 
построенный по поглощению при 640 нм, лине-
аризуется во всем температурном диапазоне 
(рис. 5, а), что указывает на постоянство вели-
чины энтальпии ΔH, равной 2600 ± 100 см–1. 
Очевидно, что конформационные перестройки 
молекулярной конформации при присоедине-
нии протонов в ядре макроцикла порфирина 
протекают одинаковым образом при различных 
температурах, а это можно связать с тем, что 
энергия промотирующего деформационного ко-
лебания для формирования седлообразного кон-
формера макроцикла дважды протонированной 
формы составляет всего 65 см–1, что намного 
меньше величины kT. Изменение структуры 
сольватной оболочки молекулы порфирина при 
изменении температуры, обусловленное пере-
стройками сетки водородных связей воды [6], 
также не оказывает заметного влияния на вели-
чину энтальпии активации.  

 
а 

 
б 

Рис. 5. Графики Вант-Гоффа  
для кислотно-основных равновесий  

5,10,15,20-тетракис-4-триметиламино-фенил-порфирина:  
а – λ = 640 нм; б – λ = 515 нм 

 
Напротив, график Вант-Гоффа, построенный 

по поглощению при 515 нм имеет выраженную 
выпуклость по отношению к оси абсцисс. Оче-
видно, что при высоких и низких температурах 
факторы, которые определяют константу скоро-
сти диссоциации протонов, различаются. Так, при 
температурах ниже 296 K и выше 320 K зависи-
мость Вант-Гоффа удовлетворительно описы-
вается линейными функциями, что позволило 
определить величину энтальпии ΔH реакции 
диссоциации протонов, равную 670 ± 100 см–1 

и 2150 ± 150 см–1 соответственно при температу-
рах ниже 296 K и выше 320 K (рис. 5, б). По-види-
мому, чтобы сольватировать протоны после дис-
социации, требуются значительные энергетиче-
ские затраты на перестройку структурированной 
сети водородных связей воды, которые различа-
ются при высоких и низких температурах.  

Заключение. Таким образом, в результате 
исследования установлено, что дважды прото-
нированная форма 5,10,15,20-тетракис-(4-триме-
тиламинофенил)-порфирина формируется в ре-
зультате последовательного присоединения двух 
протонов. Установлено, что с ростом температуры 

1000/T, K–1 

1000/T, K–1 

lnA/A288K 

lnA/A288K 
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кислотно-основное равновесие смещается в сто-
рону стабилизации свободного основания пор-
фирина, что обусловлено различиями величины 
энтальпии диссоциации и связывания протонов. 
В температурном диапазоне 288–328 K энтальпия 
присоединения протонов ΔH = 2600 ± 100 см–1 

остается постоянной, в то время как для реакции 
депротонирования она зависит от температуры 
и составляет 2150 ± 150 см–1 и 670 ± 100 см–1 со-
ответственно при температурах ниже 296 K и 
выше 320 K. Предложено, что в основе данных 

различий лежат процессы специфической соль-
ватации, вызванные существованием структу-
рированной сети водородных связей воды, в ре-
зультате чего сольватация происходит по-раз-
ному в зависимости от температуры.  
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ПРИРОДА УШИРЕНИЯ ПОЛОС ПОГЛОЩЕНИЯ 

NO2-ЗАМЕЩЕННОГО ПОРФИРИНА 
Методами квантовой химии изучены особенности формирования спектра поглощения сво-

бодного основания порфирина при замещении двух диаметрально противоположных Сm-положе-
ний макроцикла NO2-группами. Показано, что равновесное значение двугранных углов между 
плоскостью макроцикла и плоскостями нитрогрупп составляет ~46°, однако способность нитро-
групп вращаться относительно С–N связи обусловливает возможность формирования в растворах 
семейства конформеров с различной ориентацией нитрогрупп относительно плоскости макро-
цикла. Установлено, что максимумы полос S0→S1 и S0→S2 поглощения, а также силы их осцил-
ляторов зависят от величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 между плоскостью макроцикла и плос-
костями нитрогрупп. Длина волны максимума S0→S1 перехода и сила осциллятора перехода ми-
нимальны при ортогональном расположении нитрогрупп относительно плоскости макроцикла и 
максимальны, когда они копланарны. Длина волны максимума S0→S2 перехода также увеличива-
ется при уменьшении двугранного угла между плоскостью макроцикла и плоскостями нитро-
групп, однако зависимость силы осциллятора перехода от величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 
имеет сложный вид. Сила осциллятора S0→S2 перехода наибольшая у конформера с перпендику-
лярным расположением обеих нитрогрупп относительно плоскости макроцикла, минимальная, 
когда одна из нитрогрупп перпендикулярна плоскости макроцикла, при этом другая копланарна, 
а при копланарном расположении макроцикла и обеих нитрогрупп наблюдаются локальные мак-
симумы. Предложено, что обнаруженные закономерности приводят к значительному неоднород-
ному уширению полос в спектре поглощения NO2-замещенного порфирина в растворах.  
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ORIGIN OF BROADENING OF THE ABSORPTION BANDS 

OF NО2-SUBSTITUTED PORPHYRIN 
Quantum chemistry methods were applied to study the peculiarities of the absorption spectrum for-

mation of the free base porphyrin substituted with NO2 groups in two diametrically opposite Cm-positions 
of the macrocycle. It was shown that the equilibrium value of the dihedral angles between the macrocycle 
plane and the nitro group planes is ~ 46°, but the ability of the nitro groups to rotate relative to the C–N 
bond makes it possible to form a family of conformers with different orientations of the nitro groups relative 
to the macrocycle plane in solutions. It was found that the maxima of the S0→S1 and S0→S2 absorption 
bands, as well as their oscillator strengths depend on the values of the dihedral angles ϕ5 and ϕ15 between 
the macrocycle plane and the nitro group planes. The wavelength of the maximum of the S0→S1 transition 
and its oscillator strength are minimal when the nitro groups are orthogonal to the macrocycle plane and 
maximal when they are coplanar. The wavelength of the maximum of the S0→S2 transition also increases 
with a decrease in the dihedral angle between the macrocycle plane and the planes of the nitro groups, but 
the dependence of the oscillator strength on the value of the dihedral angles ϕ5 and ϕ15 is complex. The 
oscillator strength of the S0→S2 transition is greatest for the conformer with a perpendicular arrangement 
of both nitro groups relative to the macrocycle plane, minimal when one of the nitro groups is perpendicular 
to the macrocycle plane, while the other is coplanar, and local maxima are observed when the macrocycle 
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and both nitro groups are coplanar. It is proposed that the revealed regularities lead to a significant 
nonhomogenious broadening of bands in the absorption spectrum of NO2-substituted porphyrin in solutions. 

Keywords: porphyrin, NO2-substitution, absorption spectrum, oscillator strength, broadening of the 
absorption band. 

For citation: Klenitsky D. V., Gladkov L. L., Syrbu S. A., Kruk M. M. Origin of broadening of the 
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Введение. Одним из способов структурной 
модификации тетрапиррольного макроцикла яв-
ляется замещение протонов в Сm- и Сb-положе-
ниях макроцикла различными группами. Присо-
единение к макроциклу молекулярных фрагмен-
тов приводит, с одной стороны, к структурным 
изменениям (например, длин связей между ске-
летными атомами, углов между связями и др.), 
так и к перераспределению электронной плотно-
сти в макроцикле − с другой [1]. Во многих слу-
чаях структурные и электронные изменения вза-
имосвязаны между собой. Как следствие, транс-
формация структурных и электронных свойств 
может приводить к изменению положения моле-
кулярных орбиталей, что в конечном счете изме-
няет фотофизические характеристики системы и 
ее спектрально-люминесцентные свойства. Изуче-
ние взаимосвязи молекулярной конформации и фи-
зико-химических свойств соединений представ-
ляет собой важную междисциплинарную научную 
задачу как с точки зрения углубления теоретиче-
ских представлений, так и для решения конкрет-
ных практических задач. Структурные изменения 
и перераспределение электронной плотности в 
макроцикле зависят от места присоединения, 
строения и характера (электронодонорного либо 
электроноакцепторного) заместителя.  

Нитрогруппа (NO2) является одним из силь-
ных акцепторов электронной плотности, причем 
перераспределение электронной плотности осу-
ществляется преимущественно по системе σ-свя-
зей (индуктивная константа Гаммета σI = 0,76 на 
порядок больше резонансной константы Гам-
мета σR = 0,07, которая характеризует перенос 
по π-связям [2]). Присоединение нитрогрупп к 
тетрапиррольному макроциклу приводит к бато-
хромному сдвигу в спектрах поглощения и флу-
оресценции, величина которого зависит от способа 
присоединения и количества присоединенных 
групп [3]. Одним из характерных спектральных 
проявлений при присоединении нитрогрупп непо-
средственно к скелетным атомам тетрапирроль-
ного макроцикла является уширение полос в 
спектрах [4, 5]. В настоящей работе нами пред-
принята попытка объяснить природу уширения 
полос в спектрах поглощения нитрозамещенных 
производных порфиринов с позиций конформа-
ционной подвижности нитрогрупп. 

В качестве объектов исследования выбраны 
свободное основание 5,15-динитро-10,20-дифе-
нил-2,8,12,18-метил-3,7,13,17-этил-порфина (1), 
спектральные характеристики которого сопостав-
лялись с соответствующими характеристиками 
свободного основания 10,20-дифенил-2,8,12,18-
метил-3,7,13,17-этил-порфина (2), синтезирован-
ные по известным методикам (рис. 1).  

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Молекулярная структура  
исследованных соединений: 

а – 5,15- динитро-10,20-дифенил-2,8,12,18-метил-
3,7,13,17-этил-порфин (1); б – 10,20-дифенил-

2,8,12,18-метил-3,7,13,17-этил-порфин (2) 
 
Основная часть. На рис. 2 приведены элек-

тронные спектры поглощения для двух исследо-
ванных порфиринов. Сопоставление двух спек-
тров показывает наличие большого батохромного 
сдвига и уширения полос при нитрозамещении.  
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Рис. 2. Спектры поглощения 5,15-динитро-10,20- 

дифенил-2,8,12,18-метил-3,7,13,17-этил-порфина (1)  
и 10,20-дифенил-2,8,12,18-метил-3,7,13,17-этил-пор-

фина (2) в толуоле 
 
Так, максимумы полос порфирина 2 в види-

мой области спектра находятся при 629, 577, 537 
и 508 нм, а у порфирина 1 они находятся при 
687, 618, 584 и 537 нм. Происходит также значи-
тельное уширение полос, причем величина уши-
рения заметно больше для длинноволнового S0→S1 
перехода и его вибронного спутника по сравне-
нию с уширением S0→S2 перехода. Одной из при-
чин такого поведения с нашей точки зрения мо-
жет быть зависимость влияния заместителя на 
сопряженную π-электронную систему макроге-
тероцикла от ориентации периферического за-
местителя. В растворах нитрогруппа может сво-
бодно вращаться относительно связи C-N и в ре-
зультате формируется семейство конформеров, 
у которых электронная коммуникация между 
макроциклом и заместителями модулируется раз-
личной ориентацией последних.  

С использованием программного пакета для 
квантовомеханических расчетов «Природа» [6] 
методом функционала плотности (DFT) с обменно-
корреляционнным функционалом PBE и трехэкс-
поненциальным базисом 3z была выполнена оп-
тимизация молекулярной конформации макро-
цикла молекулы 5,15-динитро-порфина в основ-
ном синглетном S0-состоянии. Затем рассчитан 
спектр нормальных колебаний. Отсутствие мни-
мых частот колебательных мод служило крите-
рием достижения стационарной точки. Для опти-
мизированной структуры рассчитывали энергию 
основного состояния, энергии молекулярных ор-
биталей, определяли длины связей и валентные 
углы между скелетными атомами макроцикла. 

В оптимизированной структуре равновесные 
величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 между плос-
костью макроцикла и плоскостями нитрогрупп 
оказались практически одинаковыми и соста-
вили соответственно 46,1 и 46,9°. В отсутствие 
стерических ограничений на вращение нитро- 

групп в растворах, мы, варьируя значения углов 
ϕ5 и ϕ15, рассчитали энергии электронных пере-
ходов молекулы (положения максимумов полос 
в спектрах поглощения) и их силы осцилляторов 
с использованием полуэмпирического метода 
ZINDO/S. При расчете молекулярную конфор-
мацию тетрапиррольного макроцикла оставляли 
неизменной и изменяли только величины углов 
ϕ5 и ϕ15. Ранее было показано, что присоедине-
ние нитрогрупп непосредственно к Сm-атому мак-
роцикла приводит к существенным изменениям 
в электронной коммуникации в молекуле, в ре-
зультате чего изменяются энергии электронных 
переходов и силы осцилляторов [7]. Следова-
тельно, положение полос, а также силы осцил-
ляторов для динитрозамещенных производных 
будут зависеть от величин двухгранных углов φ5 
и φ15 между плоскостью макроцикла и плоско-
стями нитрогрупп.  

В табл. 1 приведены положения максимума 
полосы поглощения длинноволнового S0→S1 пе-
рехода при различных значениях двухгранных 
углов ϕ5 и ϕ15. В таблице выделены значения, по-
лученные при равновесной величине одного из 
углов. Длина волны максимума полосы погло-
щения конформера с равновесными значениями 
двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 равна 710,5 нм. Та-
кое положение максимума полосы должно было 
наблюдаться при условии, что в растворе фор-
мируются только конформеры с равновесными 
значениями углов. Однако наличие в растворе 
конформеров с другими значениями двухгран-
ных углов приводит к спектральным сдвигам. 
При этом наименьшая длина волны максимума, 
равная 674,0 нм, наблюдается при ортогональ-
ном расположении нитрогрупп относительно плос-
кости макроцикла, а максимальная − 796,6 нм, ко-
гда плоскости обеих нитрогрупп и макроцикла 
копланарны.  

 
Таблица 1 

Длина волны (нм) максимума  
S0→S1 электронного перехода в зависимости  
от величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15  

ϕ5, ° ϕ15, ° 
0 30 46 60 90 

0 796,6 766,8 749,7 736,8 721,0 
30 766,0 738,9 723,9 712,8 698,9 
46 748,9 723,8 710,5 701,0 689,0 
60 736,7 713,3 701,4 693,1 682,7 
90 720,6 699,2 689,1 682,5 674,0 
120 737,5 714,3 702,4 694,2 683,9 
160 780,7 752,3 736,3 724,4 709,6 
180 796,7 766,8 749,7 736,8 721,0 
 
На рис. 3 приведены зависимости длины волны 

максимума S0→S1 перехода от углов ϕ5 и ϕ15.  

А 
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Зависимости являются симметричными относи-
тельно угла 90° как для угла ϕ5, так и для угла 
ϕ15 (в табл. 1 данные для углов ϕ15 от 90° до 180° 
не приведены). Такой характер угловой зависи-
мости является следствием симметричного за-
мещения нитрогруппами в Сm-положениях. Ре-
зультаты указывают на существенные различия 
энергий электронных переходов соединений с 
различными углами ϕ5 и ϕ15. 

 

 
Рис. 3. Зависимость длины волны максимума  

S0→S1 перехода от угла ϕ5 при различных  
значениях угла ϕ15 

 
Вклад отдельных конформеров в суммарный 

спектр поглощения определяется их относи-
тельной концентрацией и интенсивностью по-
глощения. В табл. 2 приведены рассчитанные 
значения силы осциллятора в зависимости от ве-
личины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 (соответству-
ющие графики приведены на рис. 4). Для конфор-
мера с равновесными значениями двухгранных 
углов ϕ5 и ϕ15 сила осциллятора равна 0,144. 
Максимальная сила осциллятора 0,229 соответ-
ствует конформеру с ϕ5 = ϕ15 = 0°, а минималь-
ная (меньшая почти в четыре раза) – 0,06 наблю-
дается у конформеров с ϕ5 = ϕ15 = 90°.  

 
Таблица 2 

Сила осциллятора S0→S1 электронного  
перехода в зависимости от величины  

двухгранных углов ϕ5 и ϕ15  

ϕ5, ° ϕ15, ° 
0 30 46 60 90 

0 0,229 0,212 0,194 0,177 0,158 
30 0,212 0,191 0,168 0,149 0,127 
46 0,193 0,168 0,144 0,123 0,1 
60 0,177 0,15 0,124 0,103 0,081 
90 0,158 0,128 0,101 0,08 0,06 
120 0,177 0,15 0,124 0,103 0,081 
160 0,221 0,202 0,182 0,164 0,143 
180 0,229 0,212 0,194 0,177 0,158 

 
Рис. 4. Зависимость силы осциллятора S0→S1  

перехода от угла ϕ5 при различных  
значениях угла ϕ15 

 
Величина силы осциллятора симметрична от-

носительно угла 90° как для угла ϕ5, так и для угла ϕ15: 
чем больше отклонение от копланарного с плос-
костью макроцикла расположения нитрогупп, 
тем меньше сила осциллятора. Таким образом, 
изменение длины волны максимума S0→S1 пере-
хода происходит синхронно с изменением силы 
осциллятора при варьировании двухгранных уг-
лов ϕ5 и ϕ15. Причем батохромный сдвиг полосы 
поглощения сопровождается возрастанием силы 
осциллятора перехода (рис. 5).  

 

 
Рис. 5. Зависимость силы осциллятора  

S0→S1 перехода от длины волны максимума полосы 
поглощения при различных значениях угла ϕ15 
 
Следует отметить, что интервал изменения 

положения максимума полосы при отклонении 
двухгранного угла ϕ5(ϕ15) от равновесного по-
ложения различается: при уменьшении ϕ5 до 0° 
длина волны максимума смещается батохромно 
на 86 нм, в то время как при увеличении ϕ5 до 
90° она смещается гипсохромно на 36 нм. При этом 
сила осциллятора при батохромном смещении 
полосы возрастает примерно в 1,5 раза, а при 
гиспосхромном смещении уменьшается примерно 
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в 2,5 раза. В спектре поглощения это должно 
проявляться как асимметричное уширение по-
лосы поглощения, так как при равновероятном 
отклонении положения нитрогруппы от равно-
весного положения бóльший вклад в спектр вне-
сут конформеры с батохромно смещенной по-
лосой поглощения. 

Аналогичные вычисления выполнены для вто-
рого электронного S0→S2 перехода. В табл. 3 и 4 
приведены соответственно положения максимума 
полосы поглощения и силы осциллятора пере-
хода при различных значениях двухгранных уг-
лов ϕ5 и ϕ15.  

 
Таблица 3 

Положение максимума S0→S2 перехода  
в зависимости от величины  
двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 

ϕ5, ° ϕ15, ° 
0 30 46 60 90 

0 643,4 635,3 629,4 623,3 612,0 
30 635,0 629,2 625,1 620,3 609,6 
46 629,2 625,1 622,4 618,5 608,3 
60 623,3 620,5 618,7 615,6 605,6 
90 611,8 609,6 608,2 605,4 594,4 
120 623,1 620,3 618,7 615,6 605,8 
160 639,4 632,6 627,7 622,3 611,5 
180 643,3 635,2 629,4 623,2 612,0 

 
Таблица 4  

Сила осциллятора S0→S2 перехода в зависимости 
от величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 

ϕ5, ° ϕ15, ° 
0 30 46 60 90 

0 0,037 0,03 0,026 0,023 0,02 
30 0,03 0,028 0,027 0,026 0,028 
46 0,026 0,027 0,029 0,03 0,034 
60 0,023 0,026 0,03 0,032 0,038 
90 0,02 0,027 0,033 0,038 0,054 
120 0,023 0,026 0,029 0,031 0,036 
160 0,033 0,028 0,026 0,024 0,023 
180 0,037 0,03 0,027 0,023 0,02 
 
На рис. 6 показана зависимость длины волны 

максимума S0→S2 перехода от угла ϕ5 при раз-
личных значениях угла ϕ15. Как и в случае длин-
новолнового S0→S1 перехода, зависимость явля-
ется симметричной относительно угла 90° как 
для угла ϕ5, так и для угла ϕ15. Причем при углах 
ϕ5 и ϕ15, превышающих 60°, наблюдается резкое 
уменьшение длины волны до минимального зна-
чения. Конформер с равновесными значениями 
двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 обладает полосой по-
глощения с максимумом при 622,4 нм. Как и в слу-
чае длинноволнового S0→S1 перехода, макси-
мальная длина волны максимума полосы 643,4 нм 

наблюдается при копланарном расположении 
заместителей и макроцикла, а минимальная дли-
на волны, равная 594,4 нм, соответствует кон-
формеру с ортогональным расположением нит-
рогрупп относительно плоскости макроцикла. 
По сравнению с длинноволновым переходом диа-
пазон изменения положения максимума S0→S2 
перехода оказался в 2,5 раза меньше (49 нм про-
тив 122 нм). 

 

 
Рис. 6. Зависимость длины волны максимума  

S0→S2 перехода от угла ϕ5 при различных  
значениях угла ϕ15 

 
Зависимость силы осциллятора S0→S2 пере-

хода от величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 
кардинально отличается от зависимости, полу-
ченной для S0→S1 перехода (рис. 7).  

 

 
Рис. 7. Зависимость силы осциллятора 

S0→S2 перехода от угла ϕ5 при различных 
значениях угла ϕ15 

 
Для конформера с равновесными значениями 

двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 сила осциллятора рав-
на 0,029. Минимальная сила осциллятора 0,02 со-
ответствует конформерам, у которых одна из нит-
рогрупп перпендикулярна плоскости макроцикла, 
а другая копланарна с ней. Максимальная сила 
осциллятора 0,054 имеет место у конформера с 
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перпендикулярным расположением обеих нитро-
групп относительно плоскости макроцикла.  

По абсолютному значению максимальная сила 
осциллятора S0→S2 перехода приблизительно 
равна минимальной силе осциллятора длинно-
волнового S0→S1 перехода. Таким образом, при 
переходе от конформеров с копланарным распо-
ложением двух нитрогрупп сила осциллятора 
сначала уменьшается, а затем при определенных 
значениях углов ϕ5 и ϕ15 начинает быстро воз-
растать, достигая максимального значения при ор-
тогональном расположении обеих нитрогрупп.  

На рис. 8 показаны графики зависимости силы 
осциллятора от длины волны S0→S2 перехода для 
различных значений угла ϕ15.  

 

 
Рис. 8. Зависимость силы осциллятора 

S0→S2 перехода от длины волны максимума полосы 
поглощения при различных значениях угла ϕ15 
 
Очевидно, что зависимость силы осциллятора 

перехода от величины двухгранных углов ϕ5 и ϕ15 
имеет сложный вид. 

Сила осциллятора S0→S2 перехода наиболь-
шая у конформера с перпендикулярным располо-
жением обеих нитрогрупп относительно плоско-
сти макроцикла, минимальная, когда одна из 
нитрогрупп перпендикулярна плоскости макро-
цикла, при этом другая копланарна, а при копла-
нарном расположении макроцикла и обеих нит-
рогрупп наблюдаются локальные максимумы. 
Такие зависимости, безусловно, приводят к уши-
рению полосы S0→S2 поглощения. 

Заключение. Полученные результаты поз-
воляют объяснить механизм уширения спектров 
поглощения при симметричном присоединении 
двух NO2 групп в Сm-положениях макроцикла 
порфина. Спектр поглощения в этом случае яв-
ляется суперпозицией индивидуальных спектров, 
обусловленных поглощением конформеров с раз-
личной ориентацией нитрогрупп относительно 
плоскости макроцикла. Результаты однозначно 
указывают на существенную зависимость формы 
индивидуальных спектров поглощения от двух-
гранных углов между плоскостью макроцикла и 
плоскостями нитрогрупп. В растворах диапазон 
изменения двухгранных углов ϕ5 и ϕ15, безусловно, 
меньше (ортогональное и копланарное расположе-
ние заместителей могут не реализоваться), и, соот-
ветственно, спектральные сдвиги будут меньше. 
С другой стороны, ограничивая способность вра-
щения нитрогрупп посредством присоединения 
заместителей в соседних положениях макроцикла, 
можно направленно изменять спектрально-лю-
минесцентные характеристики молекулы. 
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УДК: 547.455:535.33/34:539.194 
В. М. Андрианов, М. В. Королевич  

Белорусский государственный аграрный технический университет  
РАСЧЕТ И СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ИК СПЕКТРОВ  

24-ЭПИКАСТАСТЕРОНА И 28-ГОМОКАСТАСТЕРОНА (SS-КОНФИГУРАЦИЯ)  
С РАЗЛИЧНОЙ СТРУКТУРОЙ ИХ БОКОВОЙ ЦЕПИ 

В рамках оригинального комбинированного подхода, сочетающего классический анализ нор-
мальных колебаний методом молекулярной механики с квантово-химической оценкой абсолют-
ных интенсивностей, проведен согласованный расчет частот и интенсивностей нормальных коле-
баний практически важных биологически активных стероидных фитогормонов – молекул 
(22S,23S)-24-эпикастастерона и (22S,23S)-28-гомокастастерона. Смоделирована их молекулярная 
структура и впервые дана интерпретация наиболее интенсивных характеристических ИК полос 
поглощения в области 1500–900 см–1. Сопоставление теоретических и экспериментальных спек-
тров показало, что теоретические спектры в целом удовлетворительно описывают основные, 
наиболее интенсивные характеристические полосы поглощения рассматриваемого спектрального 
диапазона. Сравнительный анализ экспериментальных ИК спектров и теоретических спектраль-
ных кривых поглощения этих близких по химическому строению молекул позволил оценить вли-
яние структурных особенностей в пределах боковой цепи исследуемых молекул на формирование 
ИК спектров и найти связь между их структурными различиями и наблюдаемыми изменениями 
ИК спектров в области 1500–950 см–1. Показано, что наличие дополнительной группы С28Н2 в 
(22S,23S)-28-гомокастастероне непосредственно проявляется в виде основного вклада в РПЭ ряда 
нормальных колебаний (среди других нормальных колебаний), формирующих, в частности, такие 
интенсивные характеристические полосы поглощения ИК спектра, как полосы с максимумами 
1383 и 1014 см–1, что сказывается на интенсивности этих полос поглощения ИК спектра. 

Ключевые слова: ИК спектроскопия, анализ нормальных колебаний, абсолютные ИК интен-
сивности, характеристические частоты, интерпретация ИК спектра. брассиностероиды. 

Для цитирования: Андрианов В. М., Королевич М. В. Расчет и сравнительный анализ ИК 
спектров 24-эпикастастерона и 28-гомокастастерона (ss-конфигурация) с различной структурой 
их боковой цепи // Труды БГТУ. Сер. 3, Физико-математические науки и информатика. 2025. № 2 
(296). С. 40–47. 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-7. 
 

V. M. Andrianov, M. V. Korolevich  
Belarusian State Agrarian Technical University, Minsk, Belarus 

CALCULATION AND COMPARATIVE ANALYSIS  
OF THE 24-EPICASTASTERONE AND 28-HOMOCASTASTERONE  

(SS CONFIGURATION) IR SPECTRA WITH DIFFERENT STRUCTURES  
OF THEIR SIDE CHAIN 

Within the framework of an original combined approach, combining classical analysis of normal 
oscillations by the molecular mechanics method with quantum-chemical assessment of absolute intensi-
ties, a consistent calculation of the frequencies and intensities of normal oscillations of practically im-
portant biologically active steroid phytohormones – molecules of (22S,23S)-24-epicastasterone and 
(22S,23S)-28-homocastasterone – was carried out. Their molecular structure was modeled and an inter-
pretation of the most intense characteristic IR absorption bands in the 1500–900 cm–1 region was given 
for the first time. A comparison of theoretical and experimental spectra showed that the theoretical spec-
tra, on the whole, satisfactorily describe the main, most intense characteristic absorption bands of the 
spectral range under consideration. A comparative analysis of the experimental IR spectra and theoretical 
spectral absorption curves of these molecules, which are similar in chemical structure, made it possible 
to evaluate the influence of structural features within the side chain of the studied molecules on the for-
mation of IR spectra and to find a connection between their structural differences and the observed 
changes in the IR spectra in the region of 1500–950 cm–1. It has been shown that the presence of an 
additional C28H2 group in (22S,23S)-28-homocastasterone is directly manifested in the form of the main 
contribution to the RPE of a number of normal vibrations (among other normal vibrations), which form, 
in particular, such intense characteristic absorption bands of the IR spectrum as bands with maxima at 
1383 and 1014 cm–1, which affects the intensity of these absorption bands of the IR spectrum. 
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Keywords: IR spectroscopy, normal coordinate analysis, absolute IR intensities, characteristic 
frequencies, interpretation of the IR spectrum, brassinosteroids. 

For citation: Andrianov V. M., Korolevich M. V. Calculation and comparative analysis of the 24-epicas-
tasterone and 28-homocastasterone (ss configuration) IR spectra with different structures of their side chain. 
Proceedings of BSTU, issue Physics and Mathematics. Informatics, 2025, no. 2 (296), pp. 40–47 (In Russian) 

DOI: 10.52065/2520-6141-2025-296-7. 

Введение. Брассинолиды и кастастероны яв-
ляются биологически активными гормонами, пред-
ставляющими класс фитогормональных стерои-
дов (ФС). Они способствуют повышению каче-
ства растительной продукции, токсичны к быстро 
разрастающимся клеткам опухоли и рассматрива-
ются как потенциально антиканцерогенные фарма-
кологические средства [1–4]. На сегодня эта группа 
стероидов насчитывает свыше 70 соединений [5–7]. 

Известно [8], что биологическая активность 
этих соединений существенно зависит от стереохи-
мической конфигурации атомов С22 и С23, струк-
туры и конфигурации алкильного заместителя у 
С24 боковой цепи, что может оказывать влияние на 
токсичность производных брассинолидов и каста-
стеронов для целого ряда раковых клеток [9, 10].  

Высокая биологическая активность связана 
с 22R, 23R-диольной структурой в стероидной боко-
вой цепи. Синтетические аналоги с 22S, 23S-гидро-
ксилами намного менее активны [11]. В то же 
время в природной 22R, 23R-конфигурации 
брассиностероидов соединения с 24S-метил- или 
этилгруппой показывают большую биоактивность, 
чем соответствующие гормоны с 24R-алкил 
функцией [12], отражая значимость стереохи-
мии также и у этого асимметрического центра.  

Для брассинолида характерно наличие в сте-
роидном скелете семичленного цикла, в кото-
рый входят карбонильная группа С=О и эфирная 
С–О–С связь, в то время как для кастастерона – 
шестичленного цикла с карбонильной группой.  

ИК-спектроскопия предоставляет большие воз-
можности для получения информации о структуре 
молекул. Тем не менее известно лишь несколько экс-
периментальных работ [13–15], в которых проведен 
анализ зарегистрированных ИК спектров ряда стеро-
идных фитогормонов. Для установления спектро-
структурных корреляций в практически важных 
биологически активных стероидных фитогормонах 
необходимы теоретические исследования: моделиро-
вание молекулярной структуры, расчет колебатель-
ных спектров, сопоставительный анализ экспери-
ментальных и рассчитанных ИК спектров близких 
по структуре молекул данного класса соединений.  

Ранее нами были проведены полный расчет 
колебательных спектров и моделирование спек-
тральных кривых оптической плотности биоло-
гически активных молекул класса ФС – гомобрас-
синолида и (22S,23S)-гомобрассинолида [16], 
(22S,23S)-24-эпибрассинолида [17], (22R,23R)-
28-гомокастастерона [18]. 

Цель данной работы заключалась в получе-
нии структурных параметров, проведении пол-
ного расчета колебательных спектров и модели-
ровании спектральных кривых оптической плот- 
ности близких по строению представителей сте-
роидных гормонов, обладающих биологической 
активностью − молекул (22S,23S)-эпикастасте-
рона и (22S,23S)-28-гомокастастерона для де-
тальной интерпретации и сопоставительного ана-
лиза их экспериментальных ИК спектров.  

Основная часть. Для решения поставленной 
задачи применен оригинальный комбинированный 
подход к анализу ИК спектров сложных органиче-
ских соединений, разработанный и реализованный 
в виде комплекса программ при исследовании 
спектров углеводов [19]. Он сочетает классический 
анализ частот нормальных колебаний многоатом-
ных молекул с квантово-химической оценкой абсо-
лютных интенсивностей, соответствующих инте-
гральным интенсивностям ИК полос поглощения. 

Расчет частот, форм, распределения потенци-
альной энергии (РПЭ) нормальных колебаний, сме-
щений атомов в декартовых координатах в каждом 
нормальном колебании для расчета абсолютных 
интенсивностей ИК полос поглощения проведен в 
рамках метода молекулярной механики (ММ). 

Теоретическая спектральная кривая оптической 
плотности в расчете на один моль вещества и еди-
ницу оптического пути моделировалась как сумма 
полос гауссовой формы по теоретически рассчитан-
ным абсолютным интенсивностям и заданным полу-
ширинам, которые оценивались на основании экспе-
риментального спектра [19]. Полуширины полос по-
глощения полагались равными 15 см–1, некоторые из 
них принимали значения от 8 до 20 см–1. 

Интерпретация наблюдаемого ИК спектра 
выполнена на основе сопоставления эксперимен-
тальных значений частот νэксп и интегральных ин-
тенсивностей полос поглощения с рассчитанными 
частотами νрасч и абсолютными интенсивностями 
нормальных колебаний. Анализируемый ИК спектр 
регистрировался ИК-фурьеспектрометром NEXUS. 
Синтезированное вещество растиралось с обез-
воженным мелкодисперсным KBr, приготовлен-
ный порошок прессовался в вакууме по стан-
дартной методике. 

Для получения структурных параметров и декар-
товых координат атомов исследуемых молекул ис-
пользован современный пакет программ для молеку-
лярного моделирования HyperChem 7.5, оптимиза-
ция геометрии проведена квантово-химическим 
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методом РМ3. В качестве исходных параметров 
использованы данные рентгеноструктурного ана-
лиза (РСА) о кристаллической и молекулярной 
структуре молекул (22S,23S)-24-эпибрассино-
лида и (22S,23S)-28-гомобрассинолида [20]. Ис-
ходя из этих данных нами построены молеку-
лярные структуры, представленные на рис. 1, и 
определены декартовы координаты атомов мо-
лекул (22S,23S)-эпикастастерона и (22S,23S)-
28-гомокастастерона для проведения расчета их 
колебательных спектров. 

Молекулы (22S,23S)-эпикастастерона (I) и 
(22S,23S)-28-гомокастастерона (II) образуют 
три шестичленных (А, В, С) и один пятичлен-
ный (D) циклы, а также объемную боковую 
цепь (рис. 1). Структурные различия исследу-
емых молекул локализованы в пределах боко-
вой цепи: природа заместителя в положении 
24 (метильный (I), этильный (II)) и его конфи-
гурация (24R (I), 24S (II)) (рис. 1). 

Замена метильной группы на этильную в поло-
жении 24 при переходе от эпи- к гомокастастерону 
приводит к конформационным изменениям боко-
вой цепи. В синтетических молекулах с SS-конфи-
гурацией такой переход приводит к конформаци-
онным различиям групп атомов относительно свя-
зей С23-С24 и С24-С25 боковой цепи, находящихся 
в непосредственной близости к месту замещения. 

Колебательная задача (расчет частот, форм, 
смещений атомов в декартовых координатах) 
решалась в приближении метода молекулярной 
механики (ММ). Расчет частот и интенсивно-
стей нормальных колебаний исследуемых моле-
кул проведен в рамках оригинального комбини- 

рованного подхода, позволяющего сочетать 
классический анализ нормальных колебаний ме-
тодом молекулярной механики с квантово-хи-
мической оценкой интенсивностей методом 
CNDO/2. По этим данным смоделированы спек-
тральные кривые оптической плотности исследуе-
мых молекул. Теоретические спектры удовлетво-
рительно описывают основные, наиболее интен-
сивные характеристические полосы поглощения 
экспериментальных спектров (22S,23S)-эпика-
стастерона, что демонстрирует рис. 2, и (22S,23S)-
28-гомокастастерона в спектральном диапазоне 
1500–900 см–1. Сопоставление теоретических и 
экспериментальных спектров показывает, что тео-
ретические спектры в целом удовлетворительно 
описывают основные, наиболее интенсивные ха-
рактеристические полосы поглощения рассмат-
риваемого спектрального диапазона. Так, для мо-
лекулы (22S,23S)-эпикастастерона, как следует 
из рис. 2, четырем наиболее интенсивным поло-
сам поглощения 1465, 1445, 1438 и 1383 см–1 
экспериментального спектра в интервале 1500–
1200 см–1 можно поставить в соответствие по-
лосы с частотами их максимумов 1459, 1429, 
1394 см–1 теоретического спектра соответственно. 
В то же время три наиболее интенсивные поло-
сы поглощения 1082, 1045 и 1014 см–1 экспери-
ментального спектра в интервале 1200–950 см–1 
можно соотнести с полосами теоретического 
спектра с частотами их максимумов 1104, 1048, 
1009 см–1. При этом максимальный частотный 
сдвиг соответствующих полос νрасч и νэксп для 
этой молекулы составляет от 11 см–1 (диапазон 
1500–1200 см–1) до 22 см–1 (1200–950 см–1).  

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Молекулярные структуры (22S,23S)-24-эпикастастерона (a) и (22S,23S)-28-гомокастастерона (б), 
построенные по данным РСА 

C20 
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Рис. 2. Экспериментальный (а) и теоретический (б) ИК спектры 
 поглощения (D, отн. ед.) (22S, 23S)-24-эпикастастерона  

в диапазоне частот 1550–900 см–1 

 
Отнесение экспериментальных полос и ин-

терпретация наблюдаемого ИК спектра этой 
молекулы выполнены на основе сопоставле-
ния наблюдаемых частот νэкс с частотами нор-
мальных колебаний νрас и интегральных интен-
сивностей наблюдаемых полос поглощения с 
рассчитанными абсолютными интенсивностями. 
В таблице дана интерпретация наиболее интен- 

сивных характеристических полос поглощения 
ИК спектра исследуемых молекул в области 
1500−900 см–1. 

Сопоставительный анализ результатов рас-
чета колебательных спектров молекул (22S,23S)-
24-эпикастастерона и (22S,23S)-28-гомокаста-
стерона (наиболее интенсивных характеристи-
ческих полос поглощения ИК спектров этих 
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молекул в области 1500–900 см–1) показал, что 
небольшие различия их молекулярной струк-
туры приводят к изменениям формы колеба-
ния в ряде нормальных колебаний с близкими 
или совпадающими частотами, следствием 
чего является изменение интенсивностей соот-
ветствующих полос поглощения. Поскольку 
каждая полоса экспериментального спектра 
имеет сложное происхождение и состоит из 

ряда полос разной интенсивности (в теорети-
ческом спектре − сумма полос гауссовой 
формы по теоретически рассчитанным абсо-
лютным интенсивностям и заданным полуши-
ринам – от 8 до 25 см–1), то перераспределение 
интенсивностей составляющих полос при пе-
реходе к другому соединению приводит к из-
менению интенсивности суммарной полосы 
поглощения.  

 
Экспериментальные характеристические (νэкс) и рассчитанные (νрас) частоты (см–1) ИК полос 
поглощения, абсолютные интенсивности А (1016⋅см2⋅моль–1⋅с–1) и РПЭ нормальных колебаний 

молекулы (22S,23S)-эпикастастерона (I) и (22S,23S)-гомокастастерона (II) в спектральной области 
1500–900 см–1 

νэкс νрас 
(I) 

νрас 
(II) 

А 
(I) 

А 
(II) РПЭ(%)(I) РПЭ(%)(II) 

1465 
 
(1459) 

1497 
 
1495 
 
1486 
1475 
 
1473 

1498 
 
1496 
 
1485 
1476 
 
1473 

170 
 
81 
 
31 
37 
 
16 

1 
 
9 
 
92 
2 
 
15 

23 НС19Н, 19 НС18Н, 17 СС19Н, 15 
СС18Н, 9 НС4Н 
20 НС18Н, 17 НС19Н, 20 СС18Н, 
13СС19Н, 11НС4Н 
55 НС4Н, 20 НС19Н 
56 НС12Н, 12 НС1Н, 10 СС12Н, 8 
НС11Н 
67 НС1Н 

26 HC19H, 19 CC19H, 18 HC18H, 14 CC18H, 7 HC4H, 
7 HC11H 
26 HC18H, 21 CC18H, 18 HC19H, 14 CC19H, 8 HC4H, 
6HC11H 
60 HC4H, 17 HC19H, 11 CC4H, 6 C10C19H 
54 HC12H, 12 HC1H, 10 CC12H, 9 HC11H 
 
65 HC1H, 8 HC12H, 6 CC1H2, 5 HC11H  

1445 
 
(1429) 

1459 
1456 
1449 
1446 

1459 
1458 
1453 
1450 
1447 

27 
52 
47 
57 

2 
10 
14 
70 
24 

72 НС19Н 
47 НС7Н, 20 НС18Н, 11 НС19Н 
41 С23О5Н 
44 НС26Н, 34СС26Н 

70 HC19H, 7 HC7H, 5 CC19H 
41 HC26H, 33 CC26H, 8 HC29H  
42 HC18H, 25 HC7H, 8 HC15H, 6 HC21H 
42 HC27H, 33 CC27H, 8 HC28H, 5 HC29H 
48 HC21H, 27 CC21H, 14 HC18H  

1438 
 
(1429) 

1431 
1429 
1426 

1432 
1429 
1426 

40 
244 
285 

6 
66 
15 

74 НС16Н 
86 НС18Н 
90 НС19Н 

75 HC16H, 15 CC16H 
88 HC18H  
91 HC19H  

1383 
 
(1394) 

1393 
 
1390 
1384 
1376 
1364 
1363 

1392 
 
1392 
1389 
1384 
1376 
1376 
1363 
1362 

74 
 
77 
96 
120 
239 
85 

51 
 
57 
72 
69 
1 
16 
96 
19 

27 СС1Н, 18 С2О1Н  
 
31 С20С17Н, 22 С13С17Н 
27 СС8Н, 26 СС9Н 
36 СС5Н, 28СС4Н 
28 СС22Н, 14 СС25Н 
28 СС8Н, 28 СС9Н 

18CC1H, 6 C2O1H, 6 C20C17H, 6 C24C25H, 5 HC21H2 
17 CC1H, 9 C24C25H, 6 C2O1H, 5 C28C24H  
27 C20C17H, 19 С13С17Н, 5 C17C20 
29 СС8Н, 23 СС9Н 
35 CC5H, 26 CC4H, 6 C4C5  
44 C29C28H, 8 HC29H, 5 HC28H  
27 CC8H, 23 CC9H 
25 CC22H, 6 CC25H, 5 C23O5H, 5 C10C9H  

1326 
 
(1339) 

1333 
 
1328 
1326 

1333 
1331 
 
1324 

115 
 
11 
17 

60 
19 
 
314 

16 СС20Н,11 СС14Н, 14 СС16Н, 
11СС7Н 
22 СС20Н,13 СС23Н 
22 СС2Н, 10 СС5Н, 8СС9Н 

17 CC20H, 13 CC16H 
13 C2C3H, 12 C3C2H, 11 C3O2, 9 O2C3H, 8 C3O2H, 5 
C3C4H 
10 C17C20H, 6 C8C9H  

1311 
(1310) 

1314 
1306 

1317 
1312 
1306 

77 
76 

74 
2 
71 

14 СС14Н, 11 СС9Н, 8 СС16Н 
20 СС24Н, 17СС20Н, 12СС22Н 

14 CC16H, 9 C13C14H, 5 C16C17H 
26 CC24H, 11 CC20H, 5 C27C25H  
29 CC5H, 14 C8C9H  

1082 
 
(1104) 

1109 
1101 
 
1098 
1094 

1108 
1102 
1098 
1094 

78 
35 
 
39 
39 

17 
3 
7 
6 

16 С7С8, 13СС7Н, 11С8С9 
11 СС16Н, 6 С17С20, 5 С8С14, 5 
С20С21 
39 СС4Н, 7 С1С2, 5 С10С19 
12 С11С12, 10 СС15Н, 8 С16С17, 8 
С7С8 

14 CC7H, 12 C7C8, 11 C8C9, 5 C11C12H  
6 C15C16H, 5 C17C20  
39 C3C4H, 5 C1C2, 5 C10C19, 6 C2C1H 
14 C14C15H, 8 C11C12, 8 C16C17, 5 C15C16  

1045 
 
(1048) 

1077 
 
1069 
1060 
1057 

1078 
 
1071 
1066 
 
1063 
 
1058 

77 
 
48 
129 
66 

12 
 
16 
36 
 
18 
 
11 

16 СС16Н, 12СС15Н, 8С20С21, 6 
С14С15, 6 С15С16 
47 СС15Н, 7 С20С21, 5 С14С15  
27 СС15Н, 14 СС21Н, 8 С20С21 
17 С11С12, 9СС21Н, 9 СС18Н, 7 
С16С17, 5 С14С15 

19 CC16H, 18 C20C21, 8 C15C16, 7 CC15H, 6 C14C15, 
5 C7C8  
31 CC15H, 9 C20C21, 9 C22O, 7 O5C23H, 6 C23O 
21 CC15H, 11 C25C27H, 11 C25C26H, 6 C29C28H, 5 
C28C29  
14 C25C27H, 13 C28C29, 12 C25C26H, 11 CC15H, 5 
O5C23H 
20 CC15H, 14 C11C12, , 7 C14C15 

1014 
 
(1009) 

1028 
1027 
 
1011 

1028 
 
1026 
 
1015 
1009 

10 
72 
 
39 

33 
 
2 
 
25 
77 

29 СС28Н, 19 СС27Н, 18 С24С28 
9 С7С8, 7 СС7Н, 7 С10С19Н, 7 
СС11Н, 6 С8С9 
23 СС21Н, 20 СС28Н, 8 С15С16 

29 C28C29, 29 C28C29H, 11 C25C27H, 6 C24CC29, 6 
C25C26H 
10 C10C19H, 8 C7C8, 7 C6C7H, 7 C12C11H, 6 C8C9 
 
51 C28C29H, 14 C24C28H, 12 C20C21H  
28 C15C16, 18 C16C17, 11 CC15H  

Примечание. В скобках указаны частоты νрас максимумов полос поглощения теоретического спектра молекулы (I). 
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Так, например, из представленных в таблице 
результатов следует, что интенсивная полоса с мак-
симумом 1465 см–1 в экспериментальном спектре 
состоит из пяти составляющих полос, основной 
вклад в которые вносят деформационные колеба-
ния метильных (НС18Н, НС19Н, СС18Н, СС19Н) и 
метиленовых (НС4Н, НС12Н, НС1Н) групп, вхо-
дящих в состав шестичленных циклов А и С остова 
молекулы. Вторая интенсивная полоса этого спек-
трального диапазона с максимумом 1383 см–1 в 
экспериментальном спектре, согласно расчету, со-
стоит из шести (I) и восьми (II) составляющих по-
лос, обусловленных, главным образом, деформа-
ционными колебаниями ССН метинных групп, а 
также деформационными колебаниями СОН гид-
роксилов О1Н и О5Н. Что же касается интенсив-
ных характеристических полос с максимумами 1082, 
1045 и 1014 см–1 в экспериментальном спектре, то, 
по данным расчета (полосы в теоретическом спек-
тре, представленном на рис. 2, с максимумами 
1104, 1048 и 1009 см–1), основной вклад в форми-
рование этих полос вносят деформационные коле-
бания ССН метиленовых и метильных групп, а 
также валентные колебания связей С–С как 
остова, так и боковой цепи исследуемых молекул. 

Важно отметить, что наличие дополни-
тельной группы С28Н2 в (22S,23S)-28-гомока-
стастероне непосредственно проявляется в виде 
основного вклада в РПЭ ряда нормальных ко-
лебаний (среди других нормальных колеба-
ний), формирующих, в частности, такие интен-
сивные характеристические полосы поглоще-
ния ИК спектра, как полосы с максимумами 
1383 и 1014 см–1

. 
Заключение. В результате проведенных тео-

ретических исследований смоделирована моле-
кулярная структура молекул (22S,23S)-24-эпи-
кастастерона и (22S,23S)-28-гомокастастерона. 
Выполнены полный расчет колебательного 
спектра и моделирование спектральной кривой 
оптической плотности исследуемых молекул. 
На основе сопоставления их эксперименталь-
ных ИК спектров и рассчитанных спектральных 
кривых поглощения впервые дана интерпрета-
ция наиболее интенсивных характеристических 
ИК полос поглощения в области 1500–900 см–1. 
Показано, что наличие дополнительной группы 
С28Н2 в (22S,23S)-28-гомокастастероне сказы-
вается на интенсивности полос поглощения ИК 
спектра с максимумами 1383 и 1014 см–1. 
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tions, making the process of verifying achievements more modern and transparent. The article analyzes 
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СИСТЕМА ЦИФРОВЫХ СЕРТИФИКАТОВ В ОБРАЗОВАНИИ  

НА ОСНОВЕ БЛОКЧЕЙН-ПЛАТФОРМЫ ETHEREUM  
Современное образование постоянно адаптируется к динамично меняющемуся технологиче-

скому ландшафту, ищет инновационные решения для поддержки процессов обучения. Среди этих 
решений технология блокчейн становится перспективной областью, потенциально революционной 
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для сферы образования. Внедрение цифровых сертификатов в образование повышает эффектив-
ность, безопасность и глобальное признание квалификаций, делая процесс подтверждения дости-
жений более современным и прозрачным. В статье анализируются основные особенности исполь-
зования технологий блокчейн в системе образования, базирующиеся на ряде фундаментальных 
теоретических концепций, а также описывается авторское программное средство для системы 
академической сертификации. Основой приложения является децентрализованная база данных, 
построенная на платформе Ethereum. Приложение использует смарт-контракты для безопасной 
выдачи и проверки цифровых дипломов. Описаны ключевые модули приложения и особенности 
их программной реализации. Одной из особенностей рассматриваемой системы является реали-
зация механизма токенизации, основанного на наборе правил для смарт-контракта токена в сети 
Ethereum (ERC-20), который гарантирует, что эти токены взаимозаменяемы и совместимы с дру-
гими токенами и приложениями в экосистеме Ethereum. Представлены также примеры практиче-
ского использования данного приложения. 

Ключевые слова: технология блокчейн, система образования, платформа Ethereum, хэш-
функция, алгоритм консенсуса, программное обеспечение. 
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Introduction. Modern education is continuously 
adapting to the rapidly evolving technological land-
scape, seeking innovative solutions to support learn-
ing processes [1–3]. Among these, blockchain tech-
nology is emerging as a promising area with the po-
tential to revolutionize the field of education. The basic 
idea of this technology (Satoshi Nakamoto [4]) is 
that the network timestamps transactions by hashing 
them into an ongoing chain of hash-based proofs of 
work, forming a record that cannot be changed with-
out redoing the proof-of-work. The longest chain 
serves as proof of the sequence of events witnessed. 
Originally developed as the backbone for cryptocur-
rencies, blockchain has become a foundation for 
new models of secure and transparent data storage. 

There are several main areas of research on the 
use of blockchain technology in education. These 
include the following. 

1. Theoretical Foundations and Conceptual Ap-
proaches. Many authors emphasize the unique prop-
erties of blockchain – immutability of records, de-
centralization, and automation through smart con-
tracts (see, for example, [5, 6]). These features create 
prerequisites for reducing the risks of certificate 
forgery and increasing trust in learning outcomes. 

2. Application of Blockchain for Storage and Ve-
rification of Academic Achievements. Research shows 
that blockchain enables the creation of digital diplo-
mas and certificates that are easily verifiable by em-
ployers and educational institutions [7, 8]. 

3. Management of Student and Educator Records 
and Portfolios. Decentralized platforms for storing 
students’ achievements and educators’ methodolog-
ical materials provide control over such data and fa-
cilitate their exchange among participants in the ed-
ucational process [9]. 

4. Skills Certification. Studies indicate the pro-
spects of using blockchain for issuing micro-certif- 

icates for individual modules or skills [10, 11]. This 
approach promotes flexible learning and validation 
of specific competencies. 

5. Security, Privacy, and Regulatory Issues. De-
spite its advantages, research also raises concerns re-
garding personal data protection [12], compliance 
with regulatory requirements (European Commission, 
2020), and the need for standardization of solutions. 

The analysis shows a high potential for using 
blockchain technologies in the education system to 
increase trust in learning outcomes, simplify admin-
istrative processes and protect data [13–18]. In prac-
tice, blockchain only allows for adding information 
without the possibility of editing or deleting it [12–14]. 
Each subsequent block is permanently linked to the pre-
vious ones, creating a chain resistant to manipulation. 

The authors of [15] conducted a meta-analysis 
with elements of a literature review, in which they 
distinguished both current and future potential ap-
plications of blockchain technology in the education 
sector. Here, they analyzed, among others, the use 
of this technology in the field of certificate manage-
ment, maintaining student records, building educa-
tional platforms and implementing smart contracts. 

Other literature reviews also emphasize the con-
vergent features of blockchain technology. For exam-
ple, in the article [16] such features as decentralization, 
transaction tracking, immutability of records and cur-
rency properties of blockchain were distinguished.  
In turn, the article from MDPI lists interesting ad-
vantages such as transparency, security, efficiency and 
the possibility of creating decentralized applications 
and smart contracts [17]. However, for widespread im-
plementation, further research is needed on issues of 
standardization, regulatory control and integration 
with existing systems and, most importantly, it is 
necessary to create and study the main features of 
the practical use of relevant software platforms.  
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It is also worth noting that in 2017, Sony Global 
Education (SGE) announced the development of a 
blockchain-based system in the education sector. It 
was intended to mutually use records of educational 
achievements and activities of several educational 
institutions [19]. 

The purpose and content of this article is pre-
cisely to present the process of development and 
practical use of blockchain technology in education. 
Specifically, it pertains to verifying the authenticity 
of digital educational diplomas. 

Main part. System model and application ar-
chitecture. The basic assumption of the proposed 
solution in the author's application is to ensure 
transparency, security and automation of the pro-
cess of issuing and verifying academic certificates 
using blockchain technology and smart contracts. 

The functionality of the developed diploma au-
thentication system and the interaction of its main 
modules are based on the approaches described in 
[20]. Fig. 1 shows an adapted functional diagram of 
the specified system. 

The system is based on a decentralized platform 
operating in the Ethereum Virtual Machine (EVM) 
environment. EVM is responsible for executing the 
code of smart contracts, which automatically exe-
cute the terms of the contract when certain criteria 
are met. They are based on the Solidity language, 
which is specially designed for creating applications 
on the Ethereum blockchain. 

Each transaction in a block is hashed and stored 
in a Merkle tree, which is a type of binary tree with 
many leaf nodes. The root of a Merkle tree is a hash 
of its descendant nodes, which ensures data integrity 
and verifiability. Ethereum also uses Patricia Merkle 
Tries (also known as Radix Tries), which are used 
to store key-value pairs with cryptographic authen-
tication. The block header contains three roots from 
the three trees, representing state, transactions, and 
confirmations, respectively [21].  

The application was developed and tested using 
Truffle Suite, which is a comprehensive solution for 
building and testing decentralized applications. Ga-
nache, a local platform for visualizing blockchain 
data and testing contracts in a local environment, 
without the overhead of the Ethereum mainnet, was 
also used. Data is stored in MongoDB, and the 
front-end, built using the React framework, com-
municates with the back-end and the Ethereum net-
work via a JavaScript API. The general scheme of 
the developed application is presented in Fig. 2. 

Front-End. The application uses a decentral-
ized interface (DApp) to interact with the Ethereum 
blockchain. 

The front-end is built using the React.js frame-
work with MetaMask wallet integration, which al-
lows users to securely authenticate and manage cer-
tificates. With DApp browsers (e.g., with the Meta-
Mask extension), users can upload and verify 
certificates directly through smart contracts. 

 

 
Fig. 1. Architecture and functionality of electronic processing of certificates based on blockchain 
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Fig. 2. The general scheme of the developed application 

 
Basic frontend software modules. 
Registration module. The user registers using a 

MetaMask account, whose unique identifier re-
places traditional login data. Additionally, they pro-
vide information such as name, surname, email ad-
dress, and role. 

Login module. After registration, the user logs in 
only using MetaMask, which eliminates the need to 
remember passwords and increases security. 

Certificate management module. Educational 
institutions can issue certificates, assign them to stu-
dents, and verify the authenticity of documents. 

Certificate issuing module. Administrators man-
age the entire system, create new certificates, and 
supervise the process of issuing them. 

Download and viewing module. Students can 
view certificates assigned to them and download 
them in PDF format. 

Payment module. Payments for issuing a certif-
icate are made via ERC-20 tokens (described in 
Chapter 4), integrated with the MetaMask wallet. 

Verification module. Each certificate is recorded 
in the blockchain, and its authenticity can be veri-
fied by the university or other institutions using a 
unique identifier. 

Back-End. The application uses the MongoDB 
database (DB) to store user data and certificate 
metadata. Communication between the frontend 
and backend layers is carried out via the REST API 
JSON interface. The Ganache environment, which 
simulates the operation of the private Ethereum net-
work, was used to test smart contracts. This solution 
allows testing without the need to incur transaction 
costs. Integration with the blockchain was imple-
mented using the Web3.js library, used to send 
transactions and read data from smart contracts run-
ning on the Ethereum platform. 

REST API RestAPI organizes work with two da-
tabases: the application DB (MongoDB) and the 
blockchain. In this regard, the methods in RestAPI are 
divided into three categories: methods of the identifi-
cation level (Identity), methods of registering refer-
ence information in the application database (Mon-
goDB) and methods of making transactions with the 
blockchain DB. The methods of the Identity category 
are used to authorize the participant and obtain a JWT 
token in order to further use RestAPI methods, as well 
as to register and confirm participants at the web ap-
plication level. The architecture of this DB is pre-
sented in Fig. 3, where the detailed structure of all ta-
bles used by the application is presented. 

The process begins with the admin generating a 
digital certificate, which is then sent to the block-
chain network. The certificate contains important 
information, such as the student's name and sur-
name, the name of the institution, the date of issue, 
and the title of the diploma. Each certificate is saved 
in the form of an immutable hash and associated 
with the admin's public key. In the second step, the 
consensus layer plays a key role. It can be seen as a 
combination of internal infrastructure (MongoDB, 
Node.js server, and private Ethereum node), which 
constantly monitors the implemented smart con-
tract. Institutions can easily verify the document 
without the need to involve the admin. It is enough 
to compare the generated certificate hash with those 
saved in the blockchain. After successful verifica-
tion, the certificate is issued to the student in digital 
form and is notified via e-mail. 

The educational institutions participating in the 
system are mainly universities or teachers who are 
members of the network. The blockchain-based sys-
tem for issuing and verifying diploma certificates 
has been designed as a complete solution.  
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Fig. 3. Database schema 

 
A blockchain written in JavaScript was used to 

verify certificates, which allows for storing infor-
mation and verifying certificates.  

Fig. 4 and Fig. 5 show a fragment of the code im-
plementing the blockchain, which includes creating a 
new block for each verification, checking the integrity 
of the chain, ang updating the status of the certificate. 

Block class representing a single block in the 
blockchain. Each block contains an index, timestamp, 
data, hash of the previous block and its own hash. 

Blockchain class representing the entire block-
chain. Contains methods for creating a genesis block, 
adding new blocks and verifying the integrity of the 
chain. 

 

 
Fig. 4. Implementation of the Block class 

 
Fig. 5. Implementation of the Blockchain class 

 
The certificate verification process includes the 

following steps (see Fig. 1): 
1) the user sends a verification request based on 

the certificate’s unique identifier; 
2) the system searches for the certificate in the DB; 
3) for each verified certificate, a new block is 

created containing its unique data; 
4) the new block is added to the blockchain; 
5) the system verifies the integrity of the entire 

chain. 
6) the certificate is assigned the status “Valid” 

and a response is returned. 
Smart contracts on the token platform. the pro-

posed application also integrates a tokenization 
mechanism based on the ERC-20 standard. Tokens 
are used to manage payments related to the issuance 
and purchase of certificates [22, 23]. The token con-
tract additionally incorporates elements of extended 
smart contract standards, which are sub-standards of 
the ERC-20 token. In particular, transfer functional-
ity is implemented using the transfer() and trans-
ferFrom() functions, based on the ERC-677 stand-
ard [23]. In both cases, parameters such as the recip-
ient address, sender address, and the number of 
token units are passed to the function as arguments. 

For managing user wallets and executing trans-
actions, the MetaMask extension is used, providing 
access to the web3.js interface. 

For educational institutions, such as universi-
ties, this process has been further extended. Before 
gaining access to the generated certificate and the 
ability to verify it, the university is required to pur-
chase tokens in order to redeem the respective cer-
tificate. In other words, users must have a sufficient 
balance to proceed with the transaction. The pur-
chase of tokens is carried out based on a predeter-
mined fee. Once the transaction is completed, the 
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purchased tokens are transferred to the institution’s 
wallet address in MetaMask. Only after the certifi-
cate has been redeemed does the university obtain 
access to the generated document and its verifica-
tion within the system. The tokens used for pur-
chasing the certificate are then transferred to the ad-
ministrator’s account. 

Error “Stack too deep” in Solidity and its solu-
tion. During the implementation of smart contract 
functionality in Solidity, one of the characteristic 
compilation errors for this environment was en-
countered: “Stack too deep when compiling inline 
assembly”. This error is caused by too many local 
variables or parameters passed to the function, 
which exceeds the limits of the stack available dur-
ing the function execution. The error appeared in the 
addCourse() function, which accepted as many as 
12 parameters, including many of type string 
memory (Fig. 6a). Each of these parameters occu-
pies a separate slot on the stack, and the total num-
ber of slots for local variables in the function is a 
maximum of 16. Exceeding this limit results in the 
inability to generate code, preventing the proper 
compilation of the contract.  

To bypass the stack limit, the addCourse() func-
tion was modified to accept a single parameter of 
this type (Fig. 6b). Thanks to the changes, the num-
ber of local variables in the function has been re-
duced to one, which allowed avoiding a stack over-
flow error and enabled successful compilation and 
migration of the contract. 

Issuing certificates. A certificate confirming 
the attainment of a scientific degree is an official 
document issued by an academic institution, such as 

a university. It contains key information, including 
the date of award, the name of the awarding institu-
tion, the recipient's personal details, and the title of 
the obtained degree. This document serves as formal 
confirmation of academic achievements and is often 
required in recruitment processes or further educa-
tion. The process begins with assigning the certifi-
cate to a specific student. The system verifies the 
user's identity and the certificate's status, then gen-
erates a personalized document containing student 
data such as first name, last name, identification 
number, field of study, and year of graduation. To 
ensure security, the certificate is encrypted and dig-
itally signed. After generation, the certificate is au-
tomatically sent to the student via email.  

The message includes information about the doc-
ument's availability and instructions for downloading 
it. This allows students to have immediate access to 
their certificate without waiting for traditional postal 
delivery. The system also enables students to down-
load certificates at any time. During this process, the 
system verifies the user's identity and the authenticity 
of the certificate. If everything is in order, the student 
can download a PDF version of the document, which 
can be used in recruitment processes or job applica-
tions. After generating the certificate, it is encrypted 
and sent to the specified address. 

The certificate encryption process is as follows: 
1) based on the userId and certificateId identifi-

ers, the appropriate user and certificate data are re-
trieved from the DB; 

2) the presence of the user and certificate, as 
well as the certificate's status, are checked. If the 
certificate is revoked, the process is halted; 

 

                             a                                                                                                   b 

Fig. 6. The code fragment causing the error (a) and modified addCourse() function (b) 
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                                                    a                                                                                          b 

Fig. 8. The examples of a generated certificate for the student (a) and its appearance and content in the student's accoun
 

3) the certificate data is encrypted using the us-
er's private key (user.privateKey) with the RS256 
algorithm. For this purpose, a JWT token containing 
the certificate data is generated, which is then en-
coded into base64 format and stored in the encrypt-
edData field of the certificate; 

4) a new entry containing the certificate ID, as-
signment date, status, and encrypted data is added 
to the user's list of certificates; 

5) an email notification is sent to the user inform-
ing them about the availability of the certificate, along 
with an attachment in PDF format of the certificate. 

The examples of a generated certificate for the 
student (Jan Marcin Kowalski) and its appearance 
and content in the student's account, are presented 
(in Polish) respectively in Fig. 8a and Fig. 8b.  

Results and discussion. The system for gener-
ating and issuing digital certificates in the education 
system based on blockchain technology developed 
and described in the article is a decentralized, auto-
mated and cryptographically secure structure for is-
suing and verifying academic documents. The main 
features of this and similar systems are as follows: 

1) tamper-proof certification – by storing certif-
icates as cryptographic hashes on the Ethereum 
blockchain, the system ensures immutability, elimi-
nating the risk of falsification; 

2) automated smart contract execution – the use 
of Solidity-based smart contracts removes manual 
verification steps, reducing administrative delays 
and human errors in credential validation; 

3) decentralized identity management – integration 
with MetaMask replaces traditional login systems, en-
hancing security by eliminating password vulnerabili-
ties and enabling seamless wallet-based authentication; 

4) tokenized incentives – the ERC-20 token system 
streamlines payments for certificate issuance, with au-
tomated balance checks and transaction approvals; 

5) instant verification – educational institutions 
can verify credentials in real-time by comparing 
blockchain-stored hashes, significantly reducing the 
time and cost associated with manual verification. 

The proposed blockchain-based system for issu-
ing and verifying educational certificates on the 
Ethereum platform presents a promising approach to 
addressing challenges inherent in traditional creden-
tialing methods. To obtain reliable and comprehen-
sive results, further testing in real-world conditions 
will be necessary, along with the collection of suffi-
cient data for thorough analysis and comparison. 

Conclusion. Blockchain technologies in educa-
tion represent a groundbreaking approach to managing 
academic data, verifying achievements, and building 
trust in certification systems. This study analyzes the 
potential of this technology in combating document 
forgery, streamlining administrative processes, and in-
creasing transparency in the education sector. 

The proposed original application, utilizing 
smart contracts and decentralized data storage, 
demonstrates the practical use of blockchain in cre-
ating immutable and verifiable digital diplomas. 
The adoption of standards such as ERC-20 and in-
tegration with tools like MetaMask indicate that ma-
ture technological solutions already exist to support 
the implementation of such systems. At the same 
time, challenges such as Solidity stack limitations 
and the need to balance transparency with data pri-
vacy highlight that the adoption of blockchain in ed-
ucation requires further research and optimization. 

Further development efforts will focus on address-
ing current limitations, including the integration of ex-
ternal data sources, improvements in user experience 
for non-technical participants, and optimization of op-
erational costs associated with the Ethereum network. 
Particular attention will also be given to ensuring com-
pliance with relevant data protection regulations.
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И. Г. Сухорукова, И. О. Оробей 
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ЭФФЕКТИВНОСТЬ РАБОТЫ КОМБИНИРОВАННЫХ СИСТЕМ 
РЕГУЛИРОВАНИЯ. I. ОБЩИЙ АНАЛИЗ 

В статье рассмотрены вопросы построения комбинированных систем регулирования. Приме-
нение традиционных подходов к улучшению качества регулирования сопряжено с рядом про-
блем. Основная масса исследований сконцентрирована на решении теоретических проблем без 
привязки к реализации в реальных системах. Практически все примеры не учитывают наличие в 
структуре управления исполнительных механизмов и измерительных устройств. 

Для выработки рекомендаций по использованию инвариантных систем на практике исследо-
вана структура комбинированной системы с вариацией параметров динамики. Выбор динамики 
определялся соотношением быстродействия канала обратной связи и канала возмущения. Про-
анализированы варианты построения комбинированных систем для случаев с возможностями по-
строения расчетного идеального компенсатора и варианты, когда реализовать расчетный компен-
сатор не представляется возможным.  

Для структуры произведена настройка системы с обратной связью по интегральному крите-
рию. На следующем этапе найдены параметры различных вариантов компенсатора с помощью 
численных методов и теоретических расчетов. На заключительном шаге произведено параллель-
ное имитационное моделирование и определены параметры эффективности при детерминирован-
ном и случайном воздействии. Далее были выбраны структуры, которые обеспечивают эффектив-
ную работу при различных критериях управления. 
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EFFICIENCY OF FEEDFORWARD AND FEEDBACK CONTROL SYSTEMS. 
I. GENERAL ANALYSIS 

The article considers the issues of constructing feedforward and feedback control systems. The use 
of traditional approaches to improving the quality of regulation is associated with a number of problems. 
The bulk of research is concentrated on solving theoretical problems without reference to implementation 
in real systems.  Almost all examples don’t take into account the presence of actuators and measuring 
devices in the control structure. Another problem is that very often theoretical calculations of compensa-
tors are difficult to implement in real systems. 

To develop recommendations for the use of invariant systems in practice, the structure of feedforward 
and feedback control systems with a variation in dynamic parameters was investigated. The choice of 
dynamics was determined by the ratio of the speed of the feedback channel and the disturbance channel. 
Variants of transfer functions made it possible to build both a variant of ideal compensation for disturb-
ance, and without such a possibility. 

For the structure, the feedback system was configured according to the integral criterion. The next 
stage was to find the parameters of various compensator options using numerical methods and theoretical 
calculations. At the final stage, parallel simulation modeling was performed and the efficiency parameters 
were determined under deterministic and random influence. The structures were selected that ensure ef-
ficient operation under various control criteria. 
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Введение. Из теории управления хорошо 
известны два подхода к построению систем 
управления – замкнутый и разомкнутый [1, 2]. 
Каждый из них обладает своими преимуще-
ствами и недостатками [3–7]. Основная концеп-
ция управления прямой связью, которая ис-
пользовалась в трехэлементном контуре управ-
ления уровнем барабанов котлов [6], была 
сформулирована в 1925 г. Применение этой 
концепции на реальных объектах было затруд-
нено до появления надежных микропроцессор-
ных средств в системах управления технологи-
ческими процессами [8]. С тех пор управление 
прямой связью стало одним из наиболее часто 
используемых алгоритмов в промышленной 
сфере [6, 9–12]. Традиционно их предлагают 
использовать для многосвязных систем управ-
ления ректификационными колоннами [8, 13], 
химическими и биологическими производ-
ствами [14, 15]. Построение многосвязных кон-
туров часто невозможно без применения ком-
пенсаторов [16, 17]. 

Наиболее простая система проектирования 
предложена в работе [18]. Сначала статический 
коэффициент усиления фильтра определяется 
по соотношению коэффициентов усиления пе-
редаточных функций. После этого вычисляются 
постоянные времени для уменьшения инте-
гральной ошибки отклика системы с обратной 
связью. До последнего времени это был стан-
дартный подход к проектированию компенсато-
ров [6, 19]. 

В то же время процедура проектирования в 
последующих работах все больше усложнялась 
[20]. Так, было предложено [21, 22] ввести до-
полнительный сигнал управления прямой свя-
зью. В диссертации [23] для получения парамет-
ров регулятора прямой связи (компенсатора) 
был применен метод наименьших квадратов, ко-
торые минимизируют норму остаточного вы-
хода возмущения для данного контроллера об-
ратной связи. Проблему адекватности текущей 
модели предлагалось решать с помощью адап-
тивных схем, например, управление по эталон-
ной модели [24–26]. В работе [27] рассмотрена 
возможность использования теории количествен-
ной обратной связи для совмесного проектирова-
ния регулятора обратной связи и компенсатора. 

Для синтеза комбинированных систем необ-
ходимы знания динамики каналов возмущения и 
управления [6, 14, 19]. Исходя из теории расчет 
компенсаторов производится из принципа инва-
риантности, суть которого заключается в форми-
ровании противовоздействия через исполнитель-
ный механизм (ИМ), которое должно компенси-
ровать возмущающее воздействие. Несмотря на 
достаточно простой расчет параметров компен-
сатора (динамического звена, задача которого 

сформировать противовоздействие), основные 
проблемы возникают в его дальнейшей реализа-
ции [16, 28–30]. Идеальный компенсатор факти-
чески возможен только в математических задачах 
теории управления. Кроме проблемы реализуе-
мости, существуют проблемы прогнозируемости 
влияния нелинейностей таких систем регулиро-
вания [22, 26, 31].  

Были разработаны [32, 33] простые правила 
настройки, чтобы минимизировать интегриро-
ванную абсолютную погрешность (IAE) с уче-
том воздействия контроллера обратной связи.  
Также были предложены [30] простые правила 
настройки, основанные на минимизации интегри-
рованной квадратичной ошибки (ISE). С примене-
нием правил произведена попытка их практиче-
ского применения на системе управления тепло-
выми режимами в теплице [34]. 

Поиск решений при наличии запаздывания был 
рассмотрен в публикации [35]. Также был предло-
жен подход с применением упредителя Смита [36]. 

Однако такие регуляторы очень чувствительны 
к точности моделей объекта управления, что по-
тенциально может повлиять на устойчивость си-
стемы [37, 38]. В системах управления регуля-
торы прямой связи могут быть использованы в 
двух случаях. Традиционно, основной их зада-
чей является подавление помех, которые оказы-
вают воздействие на технологический объект, что 
часто встречается в промышленности [39–44]. 
Однако развивается также и направление, свя-
занное с улучшением динамики системы с об-
ратной связью (данное направление не рассмат-
ривается в статье).  

В идеальных случаях регулятор прямой связи 
практически полностью нивелирует действие по-
мех. Но даже с учетом проблемы практической 
реализации, неидеальный компенсатор позво-
ляет улучшить динамику управления [18]. Кри-
терии эффективности применения компенсатора 
можно найти в издании [45]. Они определяются 
по соотношению динамики обратной и прямой 
связей. На это могут оказать влияние и экономи-
ческие аспекты [46].  

Существуют три варианта построения ком-
бинированных систем (рис. 1–3).  

Первый вариант – самый популярный, так 
как развязывает настройку регулятора обрат-
ной связи и компенсатор. Кроме этого, данный 
подход в меньшей степени подвержен про-
блеме некачественной работы вследствие рас-
хождения параметров реального объекта и  
моделей, которые были использованы при 
синтезе. Введение сигнала для компенсации 
возмущения передаточной функции H (рис. 2–3) 
до регулятора в основном обусловлено воз-
можностью реализации расчетного идеаль-
ного компенсатора [22, 47]. 
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Рис. 1. Классическая структура комбинированной 

системы первого типа:  
SP – сигнал задания; PID – регулятор обратной 

связи; C – передаточная компенсатора;  
W, WD – передаточные функции объекта по каналам 
управления и возмущения; μ – выход регулятора  

d – сигнал возмущения; y – технологический 
параметр 

 

 
Рис. 2. Классическая структура комбинированной 

системы первого типа:  
H – передаточная компенсатора с учетом настроек 

ПИД-регулятора  
 

 
Рис. 3. Расширенный вариант комбинированной 

системы  
 
Очень часто проблема физической «нереализу-

емости» решается путем аппроксимации [6] или 
другим вариантом искусственного увеличения с 
ограничением на усиление шума [21]. Шум в ка-
нале измерения возмущения является иногда боль-
шой проблемой при реализации. При применении 
комбинированных систем стоит оценить его пара-
метры для выбора рациональной структуры.  

Эффективность компенсаторов очень сильно 
зависит от точности модели [48]. Проблема физи-
ческой реализации может быть решена прибли-
женными методами. Следует учитывать наличие 
негауссовского шума, как, например, показано в 
источниках [49–51], где были сделаны попытки по-
добных вариантов для практического применения.  

Несмотря на то, что проблема устойчивости 
не характерна для регуляторов прямой связи, в 
некоторых работах [52, 53] утверждается, что 

компенсатор не должен настраиваться независимо 
от контура обратной связи. Проблема робасности в 
отношении регуляторов прямой связи рассматрива-
ется, однако она обычно решается в комплексе сов-
местной работы с регулятором обратной связи 
и/или алгоритмов систем адаптации [54–56]. 

Во многом можно согласиться с выводами 
статьи [48]. 

1) Большинство существующих контролле-
ров прямой связи основаны на моделях, поэтому 
управляемые системы чувствительны к неопре-
деленностям модели и для практического при-
менения необходимы надежные решения. 

2) Исследователям необходимо больше ори-
ентироваться на практические задачи, которые 
могут решить компенсаторы. И здесь хорошая 
динамика переходных процессов очень редко 
является первоочередной. Следует ориентиро-
ваться больше на решение экономических задач. 

3) Практически все компенсаторы используют 
элементы дифференцирования, что с учетом нали-
чия шумов при изменении возмущения следует 
принимать во внимание при проектировании. 

4) Очень мало работ по учету нелинейностей 
в системах регулирования с компенсатором. 

Во всех процедурах синтеза, которые указаны 
выше, не учитываются динамические характери-
стики средств управления. Но очень часто хоро-
шая динамика на выходе средств контроля обора-
чивается высокими динамическими нагрузками 
для физических параметров технологических про-
цессов. Целью исследования является попытка 
учесть этот аспект при проектировании. 

Методика исследования. Следует не забы-
вать, что потенциальные возможности примене-
ния комбинированных систем регулирования 
сильно зависят от соотношения динамики кана-
лов возмущения и обратной связи. В случае ис-
пользования структуры на рис. 4 – от соотноше-
ния быстродействия W0 и WD.  

 

 
Рис. 4. Структура объекта исследования:  

WA – передаточная функция исполнительного 
механизма; W0, W1 – передаточные функции объекта 
по каналам управления и возмущения; y' – сигнал  

с датчика обратной связи 
 

Основной целью исследования является вы-
работка рациональных методик по выбору под-
ходов к настройке подобных систем управления. 
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По этой причине передаточные функции канала 
обратной связи и оборудования имели фиксиро-
ванные значения, за исключением времени за-
паздывания τ1: 

 ( ) ( )0 12
0,87 exp

3000 80 1
W s s

s s
= −τ

+ +
;  (1) 

 ( )1
0,87

133 1
W s

s
=

+
;  (2) 

 ( )1
1

40 1SW s
s

=
+

;  (3a) 

 ( )2
1

25 1SW s
s

=
+

;  (3б) 

 ( ) 1
5 1AW s

s
=

+
.  (4) 

Поскольку одной из проблем настройки ком-
пенсаторов является их реализуемость, было вы-
брано несколько вариантов передаточных функ-
ций канала возмущения: 

 ( )1 1DW s = ;  (5) 
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+ +
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Коэффициенты передаточной функции WD4(s) 
были подобраны таким образом, чтобы переход-
ные характеристики WD3(s) и WD4(s) имели мини-
мальное квадратичное отклонение.  

Порядок передаточной функции WD3(s) позво-
ляет обеспечить варианты, при которых возможно 
построение идеальных компенсаторов. Самое 
сильное воздействие на отклонение на выходе 
объекта будет оказывать вариант c WD1(s), самое 
слабое – WD2(s), а WD3(s) и WD4(s) имеют среднее 
быстродействие между WD1(s) и WD2(s). 

На рис. 5 можно видеть переходные про-
цессы для исследованных вариантов динамики 
канала возмущения без компенсаторов. 

Настройки регулятора и компенсатора нахо-
дились для значений времени запаздывания τ1 и 
τ2 при следующих фиксированных значениях 
[0,1: 0,3; 1; 3; 10; 30]. 

Для нахождения настроек ПИД-регулятора 
использован критерий  

 .min
0

2
1 →−= 

Mt

dttSPyI  (9)  

 
Рис. 5. Переходные процессы при исследованных 
динамиках канала возмущения для τ1 = τ2 = 30 
 
Как было показано в некоторых предыдущих 

работах [57], этот интегральный критерий обес-
печивает качество переходного процесса при из-
мерении сигнала задания с небольшим перере-
гулированием, почти минимальным временем 
регулирования и меньшей нагрузкой на испол-
нительный механизм по сравнению с ISE и неко-
торыми другими подходами.  

Для ПИД-регулятора использовалась парал-
лельная форма: 

 1 .PID Kp Td s
Ti s

= + +  (10)  

Результаты настройки представлены в табл. 
1 и на рис. 6, 7. Как показано, влияние измене-
ния незначительно. 

 
Таблица 1 

Настройки регулятора при разных τ1 

PID τ1 
0,1 0,3 1 3 10 30 

Kp 1,420 1,420 1,657 1,657 1,618 1,479 
Ti 130,6 130,6 115,5 115,5 120,3 133,1 
Td 63,09 63,09 85,92 85,92 85,92 85,92 

 

 
Рис. 6. Переходные процессы основного канала  

для τ1 = [0,1; 1; 10] 
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Рис. 7. Переходные процессы основного канала  

для τ1 = [0,3; 3; 30] 
 
Синтез компенсаторов по интегральным 

критериям. Передаточную функцию «идеаль-
ного» компенсатора (ИК) можно найти как  

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )0 2

D

A S

W s
C s

W s W s W s
= .  (11) 

При такой структуре управления и парамет-
рах передаточных функций определение пара-
метров реализуемого «идеального» компенса-
тора возможно только при WD3, и только когда 
τ1 < τ2. Во всех остальных случаях может быть 
получен приближенный вариант.  

Для нахождения параметров компенсаторов 
использовалась минимизация интегрального 
критерия: 

 2
5

0

min.
Mt

ISE I y dt= = →   (12)  

Как отмечалось в ряде источников [22, 29], 
наиболее рациональной передаточной функцией 
компенсатора является вариант форсирующего 
звена. 

 ( ) 1 0
1

1 1
b s bC s
a s

+
=

+
.  (13) 

Данный вид компенсатора вытекает из ти-
повых расчетов идеальных компенсаторов, ко-
торые в большинстве своем не реализуются. 
Такой вид позволяет соблюсти баланс между 
эффективностью, робастностью и минималь-
ным использованием дифференцирования, ко-
торое обычно при наличии помех формирует 
высокое динамическое воздействие на испол-
нительный механизм.  

Кроме этого, он может обеспечить необхо-
димое качество без увеличения уровня шумов на 
входе исполнительного устройства. Для быст-
рого нахождения коэффициентов не требуются 
сложные поисковые алгоритмы. В некоторых 
случаях возможны варианты использования филь- 

тра высокой (ФВЧ) или низкой частоты (ФНЧ). 
Последние два вида компенсаторов проверялись 
для всех вариантов системы, но результаты их 
уступали схеме с C1.  

В большинстве рассмотренных нами случаев 
при настройке по интегральному критерию  
коэффициент a1 в равенстве (13) стремился к ми-
нимальным значениям, но поскольку при реали-
зации на технических системах существуют огра-
ничения, которые обусловлены временем кван-
тования, то в поисковый алгоритм было введено 
ограничение на минимальное значение 0,02.  

Для сравнения были также найдены коэф-
фициенты настроек компенсатора в виде уси-
лительного звена C2(s) = k1, звеньев второго по-
рядка: 

 ( )
2

2 1 0
3 4 24 10 0,04 1

c s c s cC s
s s−
+ +=

⋅ + +
;  (14) 

 ( )
( )

3 2
4 2

1 12 1
d s dC s

d s d s
+=

+ +
.  (15) 

В последнем варианте для знаменателя ис-
пользовался вариант коэффициентов Баттер-
ворта.  

Поскольку по рассматриваемой теме было 
получено большое количество данных, то в ста-
тье представлены только те результаты, которые 
позволяют сформировать подход к выбору необ-
ходимого вида компенсатора в конкретном слу-
чае. Вопросы робастности и использования за-
паздывания будут рассмотрены в следующих 
работах. Ниже, в табл. 1–33 приведены коэффи-
циенты компенсаторов C1, C2, C3, C4, которые 
были найдены с помощью численных методов. 

Коэффициент c0 для WD2(s) для всех вариан-
тов запаздывания имел значение 1,142. 

 
Таблица 1 

Коэффициенты компенсатора для WD1(s) 

C1 τ1 
0,1 0,3 1 3 10 30 

a1 0,0200 0,0220 0,0204 0,0201 0,0209 0,0201 
b1 113,3 113,3 113,3 111,1 113,3 118,1 
b0 0,9253 0,9253 0,9253 0,8872 0,8706 0,8138 

 
Таблица 2 

Коэффициент a1 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,02 0,03 0,0204 0,0256 0,1176 0,0460 
0,3 0,021 0,0212 0,0219 0,02 0,1176 0,0919 
1 0,0225 0,02 0,0201 0,0201 0,0200 0,0200 
3 0,0214 0,0204 0,0236 0,0223 0,0220 0,0601 

10 0,0201 0,0203 0,0213 0,0203 0,0224 0,2174 
30 0,02 0,0203 0,02 0,021 0,02 0,02 
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Таблица 3 
Коэффициент a1 для WD3(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 10,5544 
0,3 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 10,5544 
1 0,02 0,0266 0,02 0,02 0,02 5,8715 
3 0,0204 0,02 0,02 0,02 0,02 4,0048 

10 0,02 0,0205 0,02 0,02 0,02 0,1977 
30 0,02 0,0205 0,0216 0,0201 0,0205 0,02 

 
Таблица 4 

Коэффициент a1 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,0202 0,0210 0,0205 0,0211 0,0203 0,0200 
0,3 0,0215 0,0209 0,0215 0,0203 0,0202 0,0200 
1 0,0202 0,0200 0,0216 0,0214 0,0200 0,0203 
3 0,0216 0,0222 0,0212 0,0201 0,0200 0,0203 

10 0,0203 0,0200 0,0205 0,0200 0,0203 0,0209 
30 0,0201 0,0225 0,0213 0,0203 0,0200 0,0201 

 
Таблица 5 

Коэффициент b1 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 51,83 51,83 51,52 48,81 44,76 20,92 
0,3 52,64 52,64 51,52 49,58 44,76 21,06 
1 53,68 53,68 52,64 50,55 44,76 22,53 
3 55 55 54,15 52,64 46,53 24,85 

10 61,41 60,49 60,49 59,1 52,64 33,93 
30 66,25 66,25 66,25 66,25 66,25 52,31 

 
Таблица 6 

Коэффициент b1 для WD3(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 103,0 104,1 104,1 102,1  96,6  94,6 
0,3 104,1 103,0 104,1 102,1  98,5  94,6 
1 104,1 104,1 104,1 102,1  98,5  94,6 
3 104,1 104,1 104,1 102,1  98,1  94,6 

10 106,7 106,7 106,7 106,7 102,1  94,6 
30 116,0 116,0 116,0 115,5 113,3 102,1 

 
Таблица 7 

Коэффициент b1 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 104,1 104,1 104,1 103,3  96,9  80,6 
0,3 104,1 104,1 104,1 103,3  97,1  80,6 
1 104,1 104,1 104,1 101,7  99,0  80,6 
3 104,1 104,1 104,1 104,1  99,0  83,7 

10 108,7 108,7 106,7 106,7 103,7  89,2 
30 116,0 116,0 116,0 114,2 113,3 104,1 

Таблица 8 
Коэффициент b0 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 1,083 1,083 1,1 1,1 1,1 1,126 
0,3 1,083 1,083 1,1 1,1 1,1 1,126 
1 1,09 1,09 1,077 1,095 1,1 1,126 
3 1,074 1,074 1,074 1,09 1,1 1,126 

10 1,071 1,071 1,058 1,075 1,09 1,121 
30 1,024 1,024 1,026 1,03 1,05 1,094 

 
Таблица 9 

Коэффициент b0 для WD3(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 
… 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 
10 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 
30 0,8706 0,8706 0,8872 0,8872 0,9253 0,9253 

 
Таблица 10 

Коэффициент b0 для WD4(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 
… 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 
10 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 0,9253 
30 0,8706 0,8706 0,8872 0,8872 0,9253 0,9253 

 
Таблица 11 

Коэффициенты компенсатора для WD1(s) 

C1 τ1 
0,1 0,3 1 3 10 30 

с0 1,142 1,142 1,142 1,099 1,16 1,157 
с1 113,8 113,8 110,6 110,0 113,3 118,1  
с2 5866 5866 6022 5866 7711 8767  

 
Таблица 12 

Коэффициент c0 для WD3(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 1,142 
0,3 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 
1 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 
3 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 

10 1,142 1,142 1,142 1,16 1,16 1,16 
30 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 1,16 

 
Таблица 13 

Коэффициент c0 для WD4(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 
0,3 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 
1 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 
3 1,16 1,16 1,16 1,16 1,16 1,142 

10 1,142 1,142 1,142 1,16 1,16 1,142 
30 1,142 1,142 1,16 1,16 1,142 1,16 
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Таблица 14 
Коэффициент c1 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 52,64 52,31 51,52 49,58 44,78 21,06 
0,3 52,64 52,31 51,52 49,58 44,78 21,06 
1 53,44 52,64 52,31 50,55 44,78 22,18 
3 55 55 54,49 52,31 44,78 24,85 

10 61,41 60,49 60,49 58,21 51,83 33,93 
30 66,25 66,25 66,25 66,25 66,25 51,52 

 
Таблица 15 

Коэффициент c1 для WD3(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 104,1 104,1 104,1 101,4  96,6  80,6 
0,3 104,1 104,1 102,5 101,4  95,1  80,6 
1 101,7 102,9 101,4 101,4  96,6  80,6 
3 104,1 104,1 102,5 102,9  98,4  83,7 

10 106,7 106,7 106,7 105,0 102,9  89,2 
30 116,0 114,2 115,5 115,0 110,9 102,9 

 
Таблица 16 

Коэффициент c1 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 104,6 104,6 104,5 104,1 96,62 80,6 
0,3 104,1 104,1 104,1 102,5 96,62 80,6 
1 104,1 102,5 102,1 101,4 96,62 80,6 
3 104,1 104,1 104,1 102,1 99, 83,75 

10 108,3 106,7 106,7 106,7 103,3 89,24 
30 116 116 116 113,8 112,7 103,3 

 
Таблица 17 

Коэффициент c2 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 1415 1454 1454 1385 1118 287,6 
0,3 1415 1415 1454 1406 1118 287,6 
1 1415 1,415 1454 1406 1118 287,6 
3 1912 1,912 1415 1454 1118 287,6 

10 1935 1935 1935 2006 1454 516,9 
30 3013 3013 3097 3097 2773 1454 

 
Таблица 18 

Коэффициент c2 для WD3(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 4779 4779 4535 4429 3097 1454 
0,3 4779 4779 4535 4429 4071 1454 
1 4712 4712 4535 4429 4071 1454 
3 4779 4779 4779 4535 4071 1912 

10 5414 5414 5313 5210 4535 2544 
30 7711 7711 7711 7711 5866 4535 

Таблица 19 
Коэффициент c2 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 4779 4779 4779 4535 4071 1454 
0,3 4779 4779 4779 4535 4071 1454 
1 4779 4779 4712 4429 4071 1415 
3 4966 4966 4779 4535 4071 1912 

10 5414 5414 5414 5292 4535 2544 
30 7711 7711 7711 7711 5866 4535 

 
Таблица 20 

Коэффициент k для WD1(s) 

τ1 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,8735 0,7938  
 

Таблица 21 
Коэффициент k для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 1,099 1,099 1,099 1,099 1,099 1,142 
0,3 1,099 1,099 1,099 1,099 1,099 1,142 
1 1,099 1,099 1,099 1,099 1,099 1,142 
3 1,099 1,099 1,099 1,099 1,099 1,142 

10 1,099 1,099 1,099 1,099 1,099 1,099 
30 0,903 0,903 0,903 0,9034 0,9034 1,099 

 
Таблица 22 

Коэффициент k для WD3(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 1,099 
… 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 1,099 
10 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 1,099 
30 0,8735 0,8735 0,8735 0,8735 0,9034 0,9034 

 
Таблица 23 

Коэффициент k для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 1,099 
… 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 1,099 
10 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 0,9034 1,099 
30 0,8735 0,8735 0,8735 0,8735 0,9034 0,9034 

 
Таблица 24 

Коэффициенты компенсатора для WD1(s) 

C1 
τ1 

0,1 0,3 1 3 10 30 
d0 0,0201 0,0215 0,0205 0,02 0,02045 0,02030 
d1 0,9466 0,9466 0,9073 0,90 0,8783 0,7987 
d2 113,3 113,3 112,6 113,3 113,3 118,1 
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Таблица 25 
Коэффициент d1 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,0212 0,0203 0,0204 0,0201 0,0612 0,0203 
0,3 0,0208 0,0214 0,0200 0,0204 0,0612 0,0200 
1 0,0203 0,0200 0,0215 0,0200 0,0200 0,0366 
3 0,0223 0,0205 0,0200 0,0241 0,0210 0,0200 

10 0,0201 0,0203 0,0218 0,0200 0,0203 0,1174 
30 0,0208 0,0210 0,0202 0,0207 0,0204 0,0200 

 
Таблица 26 

Коэффициент d1 для WD3(s) 

τ2 
τ1 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,0201 0,0205 0,0200 0,0200 0,0205 0,0203 
0,3 0,0213 0,0205 0,0216 0,0204 0,0205 0,0200 
1 0,0200 0,0210 0,0200 0,0203 0,0200 0,0213 
3 0,0204 0,0200 0,0201 0,0200 0,0201 0,0200 

10 0,0200 0,0200 0,0209 0,0200 0,0204 0,0212 
30 0,0213 0,0201 0,0205 0,0218 0,0216 0,0204 

 
Таблица 27 

Коэффициент d1 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 0,0204 0,0204 0,0212 0,0203 0,02 0,0210 
0,3 0,02 0,02 0,02 0,0205 0,02 0,0207 
1 0,0229 0,0205 0,0210 0,02 0,02 0,0203 
3 0,0205 0,0215 0,0208 0,02 0,0203 0,02 

10 0,02 0,0202 0,02 0,0207 0,02 0,02 
30 0,0204 0,0203 0,0204 0,02 0,0210 0,02 

 
Таблица 28 

Коэффициент d2 для WD2(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 1,083 1,083 1,1 1,1 1,1 1,126 
0,3 1,083 1,083 1,083 1,1 1,1 1,126 
1 1,09 1,09 1,077 1,095 1,1 1,126 
3 1,074 1,074 1,074 1,09 1,1 1,126 

10 1,071 1,071 1,071 1,074 1,09 1,121 
30 1,024 1,024 1,026 1,03 1,05 1,094 

 
Таблица 29 

Коэффициент d2 для WD3(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 1 1 1,015 1,009 1,046 1,1 
0,3 1 1 1 1,008 1,03 1,1 
1 0,9792 0,9908 0,9956 1 1,014 1,094 
3 0,97 0,97 0,9848 0,9792 1,02 1,074 

10 0,9466 0,9466 0,9466 0,9658 0,9792 1,055 
30 0,8783 0,8783 0,8783 0,8826 0,9215 1 

Таблица 30 
Коэффициент d2 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 1 1 1 1,02 1,03 1,1 
0,3 1 1 1 1,004 1,03 1,1 
1 0,9740 0,9889 0,9792 1 1,026 1,094 
3 0,97 0,97 0,97 0,9889 1,003 1,074 

10 0,9466 0,9466 0,9466 0,9498 0,9778 1,055 
30 0,8783 0,8783 0,8783 0,8917 0,9215 0,9845 

 
Таблица 31 

Коэффициент d3 для WD4(s) 

τ1 
τ2 

0,1 0,3 1 3 10 30 
0,1 52,64 52,31 51,52 49,58 44,78 21,06 
0,3 52,64 52,64 51,52 49,58 44,78 21,06 
1 53,68 53,68 52,64 50,55 44,78 22,53 
3 55 55 54,76 52,64 46,53 24,85 

10 61,41 60,49 60,49 59,1 52,64 33,93 
30 66,25 66,25 66,25 66,25 66,25 52,31 

 
Таблица 32 

Коэффициент d3 для WD3(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 104,13 104,1 102,5 101,4 96,62 80,6 
0,3 104,13 104,1 104,1 101,4 96,62 80,6 
1 104,13 104,1 102,5 101,4 98,09 80,6 
3 104,13 104,1 104,1 103,3 99 83,75 

10 106,7 106,7 106,7 106,7 102,9 89,24 
30 116 116 116 113,8 113,3 103,3 

 
Таблица 33 

Коэффициент d3 для WD4(s) 

τ1 τ2 
0,1 0,3 1 3 10 30 

0,1 104,1 104,1 104,1 102,9148 98,46 80,6 
0,3 104,1 104,1 104,1 103,3049 98,46 80,6 
1 104,1 104,1 104,1 103,3049 99 83,75 
3 105,7 104,1 104,1 104,1314 99 83,75 

10 107,1 107,1 108,3 106,7 102,5 89,24 
30 116 116 116 116 113,3 104,1 

 
Анализ параметров компенсаторов C1, C3 и 

C4, которые были найдены путем минимизации 
интегральных критериев, несмотря на разные 
варианты оформления, приводит к одинаковой 
зависимости от запаздывания в области иссле-
дований. Также наблюдается почти полное сов-
падение для вариантов с передаточной функ-
цией канала возмущения WD3(s) и WD4(s). В ос-
новном влияние величины запаздывания на 
настройки компенсатора начинает существенно 
сказываться при значениях τ2 выше 3.  

Теоретические варианты синтеза компен-
саторов. Для определения параметров идеального 
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компенсатора воспользуемся формулой (11).  
В случае WD1(s) получается следующий вариант 
без шансов на прямую реализацию: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

10
1

2

1
0,87exp 1 1

5 1 25 13000 80 1

C s
s

s ss s

=
−τ

+ ++ +

, (16) 

или 

( )
4 5 3 2

10
1

375000 10 5525 110 1
0,87exp

s s s sC
s

+ + + +=
−τ

.   (17) 

Для WD2(s) порядок числителя также выше 
знаменателя: 

4 5 3 2

20 2
375000 10 5525 110 1

910 70 1
s s s sC

s s
+ + + += ×

+ +
 

 
( )( )1 2exp
0,87

sτ − τ
× . (18) 

Для передаточной функции канала возмуще-
ния WD3(s) можно получить формулу с возмож-
ностью прямой реализации идеального компен-
сатора. 

4 5 3 2

30 4 3 2
375000 10 5525 110 1
232,5 277,3 111,3 18 1

s s s sC
s s s s

+ + + += ×
+ + + +

 

 
( )( )1 2exp
0,87

sτ − τ
× . (19) 

И наконец, в последнем варианте передаточ-
ная функция идеального компенсатора иден-
тична с точки зрения реализуемости C20: 

4 5 3 2

40 2
375000 10 5525 110 1

110,3 17,23 1
s s s sC

s s
+ + + += ×

+ +
 

 
( )( )1 2exp
0,87

sτ − τ
× . (20) 

Как было отмечено выше, из всех компенсато-
ров физически реализуемым может быть только C30 
в случае, если τ1 < τ2. Во всех остальных слу-
чаях может быть применена приближенная ре-
ализация.  

Для решения проблемы превышения по-
рядка числителя над знаменателем в литературе 
встречаются разные варианты.  

Один из них – обеспечить приблизитель-
ную реализуемость для C20 и C40 «деление под 
углом» полиномов с использованием в ком-
пенсаторе той части, которая может быть фи-
зически осуществима. При этих преобразова-
ниях может быть два варианта передаточной 

функции компенсатора в зависимости от мо-
мента остановки процесса деления: а) останав-
ливаем деление, когда степени знаменателя и 
числителя сравняются; б) останавливаем деле-
ние, когда степень числителя будет на один по-
рядок меньше, чем знаменателя. 

Для C20 можно получить варианты: 

 ( )1 2
2

21 2
414,3 36,56 1,149

910 70 1
ss sC e

s s
τ −τ− + +=

+ +
; (21) 

 ( )1 2
22 2

68,43 1,605
910 70 1

ssC e
s s

τ −τ+=
+ +

. (22) 

Для C40 можно получить варианты: 

 ( )1 2
2

41 2
4995 305,2 1,149
110,3 17,23 1

ss sC e
s s

τ −τ− − +=
+ +

; (23) 

 ( )1 2
42 2

474,99 46,43
110,3 17,23 1

ssC e
s s

τ −τ+=
+ +

. (24) 

Как вариант решения проблемы порядков, 
может быть искусственное его увеличение за 
счет введения в знаменатель дополнительных 
корней, как было предложено в (14): 

 
( )( )

1
1 1 0
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где n, m – порядок числителя и знаменателя;  
sτ  – некоторое минимальное значение постоян-

ной времени, которое может реализовано систн-
мой исходя из времени квантования (sample time). 

В нашем случае могут быть использованы 
следующие компенсаторы.  

( )( )
4 5 3 2
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( )( )1 2exp
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× , (27) 

где C23, C43 – для второго и четвертого варианта 
соответственно. 

Искусственно увеличить порядок можно не 
только с учетом технической реализации, но и 
привлечением численной оптимизации, как это 
было осуществлено для C1–C4 c использованием 
интегрального критерия. Для рассмотренных  
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вариантов структур могут быть предложены сле-
дующие варианты: 

( )( ) ( )( )
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Сравнение и обсуждение результатов на-
стройки. Настроенные параметры компенсато-
ров были промоделированы в одинаковых усло-
виях при подаче на канал возмущения единич-
ного воздействия типа ступенька. При этом 
были определены максимальное отклонение ymax, 
максимальное отклонение регулирующего ор-
гана исполнительного механизма xmax, значение 
интегрального критерия ISEmin. Отклонение испол-
нительного механизма во многом определяют 
параметры надежности и серьезно влияют на 
экономические показатели функционирования.  

Для вариантов с компенсатором, которые 
получались расчетным путем, а не путем мини-
мизации интегрального критерия, производился 
учет времени запаздывания в тех случаях, когда 
это физически реализуемо. 

Для тех же структур было произведено мо-
делирование при формировании на канале воз-
мущения случайного сигнала и произведена 
оценка среднеквадратического отклонения зна-
чения на выходе σy и после исполнительного ме-
ханизма σx. Значения параметров ymax, xmax, 
ISEmin, σy, σx были соотнесены с такими же дан-
ными для системы без компенсатора ymax,0, xmax,0, 
ISEmin,0, σy,0, σx,0. Дальше был произведен поиск 
максимального, минимального, среднего и ме-
дианного значений. Данные были отсортиро-
ваны для каждого из вариантов системы по уве-
личению медианного значения ISEmin,0 / ISEmin и 
сведены в табл. 34–53. 

Таблица 34 
ymax,0 / ymax для WD1(s) 

Тип компенсатора max average median min 
ФНЧ 1,322 1,260 1,268 1,148 

C2 1,310 1,257 1,266 1,162 
ФВЧ 1,308 1,257 1,263 1,165 

C1 2,3 2,066 2,126 1,624 
C4 3,6 3,065 3,235 2,04 
C15 15,31 7,456 6,045 5,397 
C3 5,678 4,571 4,91 2,411 

 
Таблица 35 

xmax / xmax,0 для WD1(s) 
Тип компенсатора max average median min 

ФНЧ 1,458 1,417 1,418 1,357 
C2 1,448 1,413 1,427 1,365 

ФВЧ 1,441 1,377 1,384 1,276 
C1 2,867 2,847 2,859 2,806 
C4 2,806 2,785 2,785 2,754 
C15 15419 4586 2614 1079 
C3 57,02 44,5 39,97 39,3 

 
Таблица 36 

ISEmin,0 / ISEmin для WD1(s) 

Тип  
компенсатора max average median min 

ФНЧ 2,634 2,305 2,322 1,797 
C2 2,628 2,308 2,324 1,819 

ФВЧ 2,666 2,313 2,361 1,657 
C1 11,34 8,729 8,803 4,987 
C4 20,92 15,57 15,84 7,606 
C15 471,4 144,8 84,8 63,73 
C3 144,2 92,30 97,19 21,62 

 
Таблица 37 

σx / σx,0 для WD1(s) 

Тип  
компенсатора max average median min 

ФНЧ 2,528 2,316 2,285 2,026 
C2 2,451 2,304 2,26 2,166 
ФВЧ 2,436 2,299 2,252 2,176 
C1 24,25 21,84 21,1 19,96 
C4 24,16 21,78 20,96 20,2 
C15 9,35⋅105 2,61⋅105 1,56⋅105 4,66⋅104 
C3 3575 2816 2767 2324 

 
Таблица 38 

σy / σy,0 для WD1(s) 

Тип компенсатора max average median min 
ФНЧ 1,084 1,05 1,054 1,018 

C2 1,103 1,049 1,052 1,01 
ФВЧ 1,069 1,04 1,046 1,006 

C1 1,083 0,9823 0,9733  0,9278 
C4 0,8907 0,6960 0,6542 0,6181 
C15 43,44 12,9 8,358 0,5488 
C3 1,061 0,7459 0,6609  0,6195 
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Для структуры (WD1(s)) с самым «быстрым» 
возмущением произвести расчет идеального ком-
пенсатора не представляется возможным. Однако 
искусственное увеличение порядка знаменателя 
позволяет существенно повысить эффективность 
применения компенсатора с помощью решений 
C15 и C3 (табл. 34–38). При этом решение C15 ока-
залось с наилучшим показателем по уменьше-
нию интегрального критерия и динамического 
отклонения на выходе. Однако это достигается 
за счет увеличения максимального отклонения 
на начальном этапе (табл. 35). Такие воздей-
ствия обычно для реальных систем не дости-
жимы. Также оно проигрывает по чувствительно-
сти к шумам. Увеличение амплитуды шума 
наблюдается как на исполнительном механизме 
(табл. 37), так и на выходе (табл. 38). Недостат-
ком также является зависимость эффективности 
подавления возмущения от параметров системы.  

Результаты работы простейших компенсато-
ров C2, ФНЧ и ФВЧ оказались сравнимыми и ка-
чество работы достаточно низким. Вариант с C4 
оказался примерно в два раза лучше, чем с ком-
пенсатором C1. При этом существенного увели-
чения отклонения исполнительного механизма 
для этого не потребовалось, нет существенной 
разницы с уровнем шума на исполнительном ме-
ханизме от более высокого порядка знаменателя 
этого компенсатора. Следует отметить, что ком-
пенсаторы C1 и C4 одинаково эффективно рабо-
тают при всех вариациях запаздывания. 

В целом вариант с использованием компенса-
тора C4 оказался самым сбалансированным, значи-
тельно уменьшилось влияние возмущения на вы-
ход без существенного увеличения шума (табл. 38). 
Это единственный компенсатор, который обеспе-
чивает снижение шумовой составляющей на вы-
ходе при всех исследованных вариантах. Приме-
нение C3 возможно только при отсутствии суще-
ственной амплитуды шума после датчика и/или 
при применении схем шумоподавления [58].  
Но вариант малоприменим на практике из-за по-
вышенного значения σx / σx,0 и необходимости 
больших отклонений исполнительного меха-
низма для эффективного функционирования.  

 
Таблица 39 

ymax,0 / ymax для WD2(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C22 1,613 1,537 1,556 1,331 
C21 1,941 1,799 1,822 1,509 
C2 6,967 3,127 2,726 1,769 
C4 31,14 13,01 10,88 3,899 
C1 31,25 12,99 10,83 3,9 
C3 59,28 30,29 30,64 12,81 
C25 3475 706,1 10,88 4,726 
C24 24540 2904 365,7 4,572 
C23 3634 1968 2447 4,726 

Таблица 40 
xmax / xmax,0 для WD2(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C22 1,767 1,63 1,614 1,582 
C21 1,502 1,394 1,383 1,336 
C2 1,273 1,198 1,223 1,083 
C4 1,733 1,425 1,445 0,9949 
C1 1,733 1,424 1,442 0,9949 
C3 20,72 10,39 9,735 1,9452 
C25 3,261 3,188 3,214 3,013 
C24 6,470 4,545 4,971 1,293 
C23 3,261 3,251 3,249 3,235 

 
Таблица 41 

ISEmin,0 / ISEmin для WD2(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C22 2,626 2,365 2,435 1,644 
C21 4,797 4,137 4,138 2,591 
C2 77,71 18,11 11,57 4,911 
C4 665,9 198,8 138,2 30,03 
C1 666,1 198,8 138,3 30,04 
C3 2780 1264 1397 205,2 
C25 2,1⋅107 2,58⋅106 1,88⋅105 31,1 
C24 1,24⋅109 1,17⋅108 353849 31,37 
C23 2,1⋅107 1,01⋅107 1,18⋅107 31,10 

 
Таблица 42 

σx / σx,0 для WD2(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C22 3,086 2,973 2,962 2,688 
C21 2,508 2,44 2,471 2,165 
C2 2,806 2,601 2,619 2,168 
C4 16,92 13,49 14,34 6,265 
C1 16,91 13,45 14,28 6,268 
C3 1735 891,5 883,3 162,3 
C25 1051 278,9 264 84,46 
C24 5100 708,6 309,2 4,993 
C23 295,1 276,8 269,3 264,7 

 
Таблица 43 

σy / σy,0 для WD2(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C22 1,2542 1,0707 1,0678 0,9750 
C21 1,1636 1,0092 1,0093 0,9362 
C2 0,9 0,6681 0,7042 0,3373 
C4 0,5834 0,2951 0,2721 0,1554 
C1 0,5833 0,2953 0,2722 0,1558 
C3 0,2275 0,1651 0,1537 0,0961 
C25 471,1 44,69 8,544 0,0547 
C24 0,4289 0,0849 0,0309 4,05⋅10–4 
C23 0,4070 0,1209 0,1104 6,24⋅10–4 

 
Для варианта системы с WD2(s) (табл. 39–43) 

самый худший результат показали компенса-
торы с делением многочленов и отбрасыванием 
элементов с дифференцированием. Результаты 



Ä. À. Ãðèíþê, Å. Â. Äóáèêîâñêàÿ, Í. Ì. Îëèôåðîâè÷, È. Ã. Ñóõîðóêîâà, È. Î. Îðîáåé 69 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2025 

их хуже, чем с использованием в качестве ком-
пенсатора звена усиления C2. Самый лучший ва-
риант был получен для компенсатора C23. Правда, 
минимальное значение понижения интегрального 
критерия (≈ 31) близко для нескольких вариантов 
компенсаторов (C23, C24,. C25, C1, C4). По этому 
критерию лучшие результаты наблюдаются у 
компенсатора C3. И в целом, для обеспечения 
стабильных показателей подавления возмуще-
ния по максимуму данный компенсатор, как и в 
предыдущем случае, предпочтителен. Еще сле-
дует отметить, что для этого варианта системы 
компенсатор C3 обеспечивает лучшее снижение 
шумовой составляющей на выходе. 

В отличие от предыдущей системы, результаты 
C1 и C4 практически совпадают. Данные варианты 
обеспечивают хорошее уменьшение интегрального 
показателя и максимального отклонения при не-
больших требованиях к исполнительному меха-
низму без значительного увеличения помех на 
ИМ и их уменьшения на выходе. 

 
Таблица 44 

ymax,0 / ymax для WD3(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C2 2,046 1,488 1,415 1,262 

ФНЧ 1,939 1,502 1,453 1,267 
ФВЧ 2,050 1,515 1,451 1,266 

C1 6,481 3,561 3,178 2,029 
C4 9,772 3,885 3,204 2,029 
C3 62,53 24,18 27,89 3,969 
C30 129976 18760 3682 3,387 

 
Таблица 45 

xmax / xmax,0 для WD3(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C2 1,413 1,351 1,369 1,268 

ФНЧ 1,438 1,383 1,42 1,254 
ФВЧ 1,464 1,38 1,404 1,25 

C1 2,761 2,513 2,564 1,892 
C4 2,760 2,525 2,576 2,073 
C3 50,19 30,63 30,73 9,799 
C30 22,77 22,56 22,66 22,00 

 
Данный вариант исследованной системы с 

WD3(s) характеризуется возможностью расчета 
передаточной функции идеального компенса-
тора C30. Для вариантов обеспечивается макси-
мальное подавление возмущения, однако эф-
фективность такого решения резко снижалась в 
тех случаях, когда исчезала возможность ком-
пенсации запаздывания. Также этот вариант ха-
рактеризуется резким увеличением шумов на 
ИМ (табл. 47). В таких случаях более эффектив-
ным оказывался вариант с компенсатором C3. 
Следует отметить, что вариант С3 обеспечивает 
свое качество подавления за счет формирования 
максимального отклонения ИМ (табл. 45).  

Таблица 46 
ISEmin,0 / ISEmin для WD3(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C2 6,467 3,41 3,048 2,178 

ФНЧ 6,258 3,433 3,092 2,176 
ФВЧ 6,672 3,492 3,125 2,228 

C1 33,80 20,06 18,12 7,836 
C4 133,6 31,36 19,04 7,836 
C3 4822 1658 1638 58,43 
C30 1,40⋅1010 1,40⋅109 2,36⋅107 23,13 

 
Таблица 47 

σx / σx,0 для WD3(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C2 2,235 2,041 2,017 1,761 

ФНЧ 2,372 2,123 2,118 1,749 
ФВЧ 2,543 2,157 2,146 1,670 

C1 22,89 19,68 21,17 9,584 
C4 22,91 20,34 21,10 15,34 
C3 3293 2024 2182 606,9 
C30 305,1 276,7 264,5 260,9 

 
Таблица 48 

σy / σy,0 для WD3(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C2 1,083 0,9606 0,9922 0,7786 

ФНЧ 1,0903 0,9748 1,0138 0,7725 
ФВЧ 1,0835 0,9736 1,005 0,7726 

C1 0,9958 0,6875 0,7047 0,3977 
C4 0,9985 0,7019 0,7263 0,3821 
C3 0,8170 0,3193 0,2046 0,1724 
C30 0,6601 0,1286 0,01784 8,1⋅10-5 

 
Таблица 49 

ymax,0 / ymax для WD4(s) 

Тип  
компенсатора max average median min 

C42 0,02756 0,02722 0,02717 0,02696 
C41 0,452 0,4319 0,4297 0,4225 
C2 2,025 1,48 1,408 1,257 
C45 5,713 2,944 3,163 1,858 
C4 9,172 3,806 3,163 2,005 
C1 9,179 3,779 3,153 2,005 
C3 53,69 23,72 29,54 3,915 
C43 2735 473,5 47,11 3,089 
C44 17083 997,7 119,3 3,322 

 
Таблица 50 

xmax / xmax,0 для WD4(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C42 37,5 36,97 37,05 36,39 
C41 7,176 7,091 7,118 6,905 
C2 1,416 1,354 1,372 1,271 
C45 3,26 3,112 3,153 2,497 
C4 2,762 2,541 2,597 2,084 
C1 2,762 2,538 2,598 2,073 
C3 50,18 31,09 31,40 9,535 
C43 26,69 26,43 26,56 25,78 
C44 52,14 31,83 31,16 3,375 
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Таблица 51 
ISEmin,0 / ISEmin для WD4(s) 

Тип  
компенсатора max average median min 

C42 6,99 10–4 6,91 10–4 6,9 10–4 6,86 10–4 
C41 0,2571 0,2164 0,2062 0,1982 
C2 6,336 3,364 3,012 2,159 
C45 49,51 14 9,854 4,453 
C4 128,7 30,34 18,51 7,689 
C1 128,8 30,36 18,52 7,691 
C3 4537 1488 1539 57,25 
C43 1,28 107 1,93 106 6904 21,88 
C44 9,57 108 3,03 107  42388 23,29 

 
Таблица 52 

σx / σx,0 для WD4(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C42 83,89 77,05 74,44 73,33 
C41 48,4 44,1 42,28 41,43 
C2 2,233 2,053 2,031 1,766 
C45 229,3 131,9 150 25,48 
C4 22,86 20,46 21,21 15,85 
C1 22,85 20,41 21,09 15,34 
C3 3285 2052 2247 590,8 
C43 1908 1735 1661 1631 
C44 17553 3008 1826 15,66 

 
Таблица 53 

σy / σy,0 для WD4(s) 

Тип компенсатора max average median min 
C42 28,46 27,49 27,42 26,6 
C41 3,454 3,305 3,298 3,125 
C2 1,089 0,9681 1,0013 0,7849 
C45 0,8759 0,6137 0,6215 0,4094 
C4 1,012 0,7079 0,7348 0,3714 
C1 1,013 0,7081 0,7344 0,3713 
C3 0,8227 0,3160 0,2049 0,1601 
C43 0,6975 0,3534 0,2173 0,1855 
C44 0,6950 0,1557 0,06363 7,04⋅10-4 

 
Результаты работы компенсаторов C1 и C4 

совпадают в меньшей степени, чем при WD2(s). 
C4 работает немного лучше по уменьшению ин-
тегрального показателя качества и максималь-
ного отклонения ИМ. 

Для последней системы характерно, что по-
лучение реализуемого путем деления многочле-
нов приводит к ухудшению показателей работы 
системы, притом по всем показателям качества. 
В отличие от системы с WD2(s), вариант с чис-
ленной оптимизацией добавочного элемента в 
знаменателе занимает низкие позиции по каче-
ству и при этом приводит к большой нагрузке на 
ИМ (табл. 52). Единственный плюс этого ком-
пенсатора по отношению к остальным – сниже-
ние шумовой составляющей на выходе системы 
(табл. 53). 

Компенсаторы C1 и C4 для данной системы 
показали средние и малоотличимые результаты.  

Сравнивать трех лидеров достаточно сложно. 
Инвариантная система с C44 обеспечивает высо-
кие показатели, однако для нее характерна вы-
сокая зависимость этих показателей от вели-
чины запаздывания, т. е. физической реализуе-
мости. Минимальные показатели компенсатора C3 
выше, чем у C44 и C43, также для данного ком-
пенсатора характерна меньшая зависимость от 
соотношения величины запаздывания. Преиму-
ществом C43 является простота синтеза по срав-
нению с C3 и C44.  

Следует отметить, что несмотря на высокое 
совпадения по динамике передаточных функций 
канала возмущения, результаты работы компен-
саторов несколько различаются. 

Заключение. Выбор подхода к синтезу ком-
пенсатора во многом определяется особенно-
стью соотношения динамики канала обратной 
связи и возмущения, наличием шумов в измери-
тельном канале возмущения и целей примене-
ния компенсатора.  

Согласование числителя и знаменателя не 
позволяет успешно решить проблему порядков 
компенсатора, более того, это может однозначно 
ухудшить работу комбинированной системы. 

Для обеспечения максимального подавле-
ния возмущения при их резком изменении 
стоит использовать, по возможности, «идеаль-
ный» расчетный компенсатор. Проблему пре-
вышения порядка числителя над знаменателем 
можно решить путем искусственного введения 
динамических звеньев с минимальной посто-
янной, которое может быть обеспечено техни-
ческим устройством реализации компенса-
тора, как это было сделано для C3, C23 и C43. 
Для применения этих типов компенсаторов 
стоит убедиться в возможности исполнитель-
ных механизмов обеспечить необходимое управ-
ляющее воздействие. Также следует обратить 
внимание на наличие шумов в измерительном 
канале. 

При высоком уровне шума в измерительном 
канале и желании снизить нагрузки на ИМ необ-
ходимо применять компенсаторы в виде форси-
рующего звена типа C1 и C4. Использование C4 
может обеспечить лучшее качество, чем C1.  
В целом, данного типа компенсаторы являют- 
ся самыми сбалансированными: существенно 
уменьшают отклонения без больших требова-
ний к исполнительному механизму, не так сильно 
зависимы от изменения параметров динамики 
каналов управления и не способствуют суще-
ственному увеличению шума при обработке из-
мерительного сигнала. Данные компенсаторы 
следует рекомендовать для применении в тех-
нологических процессах. 
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ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ È ÏÅÐÅÄÀ×À ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ 
PROCESSING AND TRANSMISSION  

OF INFORMATION 
 
 
 
 
УДК 003.026:004.92 

Н. И. Уласевич, Н. А. Жиляк 
Белорусский государственный технологический университет 

СТЕГАНОГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД НА ОСНОВЕ ВСТРАИВАНИЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ПОД ЗАКРАШЕННЫЕ УЧАСТКИ В ИЗОБРАЖЕНИЯХ В ФОРМАТЕ SVG 

Рассмотрены ключевые характеристики файлов векторной графики, включая уникальную струк-
туру SVG и принципы формирования графических объектов в этом формате. Рассмотрено правило 
визуального ранжирования для отображения графических объектов. Содержимое файла SVG, отоб-
ражаемое пользователю, ограничено областью просмотра. Однако при описании фигур в области 
просмотра необходимо учитывать возможность частичного наложения или полного перекрытия 
одного элемента другим графическим элементом. На основе анализа вышеперечисленных особен-
ностей параметров отображения и правила отображения геометрических фигур в данной статье 
обоснован и описан новый стеганографический метод и реализующие его алгоритмы встраивания 
(извлечения) скрытых данных при использовании векторных изображений формата SVG в каче-
стве стеганоконтейнера. Одним из важных типов элементов таких контейнеров является элемент 
эллипса. В качестве модифицируемых элементов используются координаты центра фигуры. Внед-
рение тайной информации осуществляется путем формирования множества ключевых точек, ко-
торые затем применяются при построении эллипсов. При этом координаты ключевых точек оста-
ются в пределах существующих фигур, что обеспечивает сохранение визуальной целостности 
изображения. Метод может использоваться для скрытой передачи данных и защиты электронного 
контента от несанкционированного применения. 

Ключевые слова: стеганография, векторные изображения, SVG-формат, эллипс, правило ран-
жирования. 
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M. I. Ulasevich, N. A. Zhilyak 
Belarusian State Technological University 

A STEGANOGRAPHIC METHOD BASED ON EMBEDDING ADDITIONAL ELEMENTS 
UNDER THE COLORED AREAS IN SVG FORMAT IMAGES 

The key features of vector graphics files are considered, including the unique structure of SVG and 
the principles of forming graphic objects in this format. The rule of visual ranking for displaying graphic 
objects is considered. The content of SVG file displayed to the user is limited to the viewing area. How-
ever, when describing figures in the viewing area it is necessary to take into account the possibility of partial 
overlapping or full overlapping of one element by another graphic element. On the basis of the analysis 
of the above mentioned features of display parameters and the rule of displaying geometric figures, this 
paper substantiates and describes a new steganographic method and algorithms of embedding (extracting) 
hidden data when using vector images of SVG format as a steganographic container. One of the important 
types of elements of such containers is an ellipse element. The coordinates of the center of the figure are 
used as modifiable elements. Implementation of secret information is carried out by forming a set of key 
points, which are then applied in the construction of ellipses. In this case, the coordinates of key points remain 
within the existing figures, which ensures the preservation of visual integrity of the image. The method 
can be used for covert data transmission and protection of electronic content from unauthorized use. 
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Введение. В настоящий момент информация, 
обладающая рядом свойств и особенностями ис-
пользования, приобрела статус одного из важ-
нейших экономических ресурсов. В связи с этим 
обеспечение безопасности информационных ре-
сурсов является приоритетной задачей в сфере 
информационных технологий. Данные ресурсы 
требуют защиты от несанкционированного до-
ступа, хищения, модификации или уничтожения, 
что обусловливается их высокой ценностью. 

Одним из перспективных направлений реше-
ния данной проблемы является применение ме-
тодов цифровой стеганографии, позволяющей 
осуществлять скрытую передачу данных посред-
ством их внедрения в информационные объекты-
носители (стеганоконтейнеры), таким образом, 
чтобы внесенные изменения не могли быть обна-
ружены при визуальном отображении [1]. Одним 
из таких стеганоконтейнеров являются файлы 
векторной графики, которые в последнее время 
становятся объектом изучения специалистов в 
области стеганографии и широко используются 
при создании web-ресурсов для иконок и лого-
типов, интерактивных элементов и графиков. 

Существует множество форматов, которые 
хранят векторную графику, например, PDF, AI, 
EPS, CDR и SVG. Формат SVG (Scalable Vector 
Graphics) обладает уникальными свойствами 
из-за использования структуры, основанной на 
XML-документе, который является текстовым фай-
лом. Из-за данной особенности к таким файлам 
можно применить методы текстовой стеганографии, 
методы, используемые для файлов разметки, вклю-
чающие в себя методы подмены и перестановки ат-
рибутов или метод замены регистров тегов [2–4]. 
Также возможно использование методов, разрабо-
танных для изображений, включающих в себя не-
значительное изменение существующих координат 
фигур или изменения цвета изображения [5]. 

Формат SVG обладает рядом преимуществ по 
сравнению с другими графическими форматами, 
включая динамическое отображение данных и 
интерактивность. Однако расширение сферы его 
применения в коммерческих web-приложениях 
для обмена данными или публикация контента 
сопровождается рисками несанкционированного 
копирования и распространения информации. 
Это создает серьезные проблемы в области за-
щиты авторских прав для разработчиков и вла-
дельцев веб-ресурсов [6–9]. 

В данной статье предлагается новый стегано-
графический метод внедрения (извлечения) дан-
ных с использованием векторных изображений, 
а также описываются алгоритмы его реализации. 

Основная часть. Несмотря на то, что 
SVG-формат является текстовым, его принципиаль-
ное значение определяется возможностью предо-
ставлять графические элементы через систему ма-
тематических координат и параметров. Основными 
графическими примитивами являются линия, пря-
моугольник, окружность эллипс, многоугольники 
и ломаные линии. Они в структуре документа 
реализуются через систему тэгов с полным набо-
ром атрибутов, которые описывают фигуру, учи-
тывая ее особенности. Например, для описания 
эллипса необходимо использовать тег <ellipse> 
и установить значения атрибутов: cx – коорди-
ната центра фигуры по оси X, cy – координата 
центра фигуры по оси Y, rx – величина радиуса 
по горизонтальной оси, ry – величина радиуса по 
вертикальной оси [3, 4]. Для создания сложных 
объектов применяется тег <path>, который ис-
пользует атрибут – d, содержащий серию команд 
и параметров для определения линий фигуры. 

Содержимое SVG-файла формируется из гра-
фических элементов, порядок отображения кото-
рых определяется их расположением в документе. 
Согласно правилу ранжирования или правилу 
отображения, элементы, которые были отображе-
ны позднее, могут отображаться поверх суще-
ствующих элементов. Порядок отображения уста-
навливается расположением элементов в файле. 

Для понимания и наглядности действия пра-
вила рассмотрим изображение, содержащее три 
элемента с разной заливкой с частичным нало-
жением элементов. 

На рис. 1 показано содержимое изображения 
из трех прямоугольников. Так как расположение 
элементов идет в порядке уменьшения размера, 
то все три фигуры будут отображены пользова-
телю. Исходя из размеров и координат первой 
фигуры и из того, что она является первой в 
последовательности отображения, она может 
быть перекрыта остальными прямоугольника-
ми. Вторая фигура в порядке отображения, ис-
ходя из размеров и координат, перекрывает 
первый прямоугольник. Третья фигура одновре-
менно частично перекрывает первый и второй 
прямоугольники, которые были отображены ра-
нее (рис. 2). 
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Рис. 1. Часть текста файла SVG 

 

 
Рис. 2. Файл Svg c тремя прямоугольниками 
 
Содержимое изображения на рис. 3 представ-

лено такими же прямоугольниками, как на рис. 1. 
Однако во втором случае были добавлены три 
эллипса с координатами, принадлежащими обла-
сти первого прямоугольника и расположенные 
таким образом, чтобы они отображались раньше 
прямоугольников (рис. 4). 

 

 
Рис. 3. Часть текста файла SVG  
с дополнительными эллипсами 

 

 
Рис. 4. Файл Svg с дополнительными эллипсами 

Таким образом, два эллипса, описанные в со-
держимом файла, не отображены на экране, а тре-
тий эллипс был отображен частично. Как след-
ствие, фигуры со сплошной заливкой скрывают 
элементы, расположенные в пределах их коорди-
нат, эти элементы были раньше в порядке отоб-
ражения. 

Кроме того, стоит упомянуть о возможности от-
сутствия заливки, что приведет к отображению всех 
скрытых элементов за прямоугольниками (рис. 5). 
Данная особенность также может быть использо-
вана для простейшей стеганографии с простым 
добавлением элементов без цвета.  

 

 
Рис. 5. Файл Svg без заливки прямоугольников 
 
На основе использования вышеперечисленных 

особенностей отображения и видимости элемен-
тов предлагается новый метод встраивания дан-
ных в векторные изображения. В качестве встра-
иваемого элемента выбран эллипс, так как имеется 
возможность задействовать значения координат 
центра фигуры и значения величин радиусов для 
хранения данных. 

Для усложнения метода встраивания инфор-
мации вместо непосредственного внедрения ин-
формации в координаты предлагается использо-
вать значения угла наклона прямой и расстояния 
между встраиваемой точкой и некоторой ключе-
вой координатой. Исходя из предположения, что 
ключевая точка, от которой будут производиться 
вычисления расстояния и угла наклона, может 
быть значительно удалена от встраиваемой точки, 
целесообразно использовать дробные части вы-
числяемых величин для хранения данных как ча-
сти, обладающей большей энтропией. 

При небольшом числе элементов с заливкой 
и высоком разрешении файла процесс выбора 
каждой встраиваемой точки может занять значи-
тельное время. Для ускорения работы алгоритма 
предполагается использовать дополнительную 
точку, которая будет находиться на некотором 
удалении от геометрического центра фигуры.  

Для получения проверяемых алгоритмом то-
чек было решено использовать обход точек по 
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квадрату. Данный метод позволяет уменьшить 
объем вычислений по сравнению с традиционной 
круглой спиралью, кроме того, указанный алго-
ритм гарантирует равномерное покрытие области 
точками.  

В качестве ключей в алгоритме было решено 
использовать значения двух точек и значения по-
зиций, на которых будет расположена информация. 
Первое значение – это значение сдвига D(Δx, Δy) 
относительно точки центра фигуры и относительно 
которой будет производиться получение точек 
для проверки. Вторая точка С(x,y) – это точка, от 
которой производится вычисление значений угла 
и расстояния до встраиваемой точки H. Третьим 
значением ключа является массив элементов 
L(x1,  x2, …, xn) c позициями цифр в дробной ча-
сти расстояния от H до C, в которых будет содер-
жатся информация. Третьим значением ключа 
является массив элементов A(x1,x2, …, xn) c пози-
циями цифр в дробной части угла от H до C, в 
которых хранится информация.  

Алгоритм внедрения дополнительных эллип-
сов может быть представлен в виде следующей 
последовательности шагов. 

Шаг 1. Считываем файл и сохраняем код гра-
фических элементов. 

Шаг 2. Преобразуем графические элементы в 
многоугольники (обозначим Mi). 

Шаг 3. Вычисляем геометрические центры 
многоугольников (обозначим как Сi(x,y)). 

Шаг 4. Преобразуем полученное секретное 
сообщение I во внедряемую цифровую последо-
вательность (обозначим ее S). 

Преобразование ведется посимвольно с пре-
образованием каждого символа.  

Шаг 5. Создаем регулярные выражения RL и 
RA для значения угла и расстояния. 

Регулярные выражения используются для про-
верки точки H. 

Шаг 6. Устанавливаем значение удаленно-
сти r. 

Шаг 7. Устанавливаем значения g = 1, где 
g ∈ [1; 4 · r2). 

Шаг 8. Вычисляем значения сдвига для вы-
числения проверяемой точки Fg(r). 

Шаг 9. Устанавливаем значения i = 0; 
Шаг 10. Выбираем текущий многоугольник Mi . 
Шаг 11. Получаем значение приведенного 

центра Pi(x,y). 
 .i iP C D= +  (1) 

Шаг 12. Вычисляем значение проверяемой 
точки H(x,y). 

 .i gH P F= +  (2) 

Шаг 13. Проверяем, принадлежит ли точка H 
многоугольнику Mi, если не перейти к п. 10 с 
увлечением i на единицу, иначе к п. 15. 

Шаг 14. Вычисляем значения угла наклона 
прямой из точки H к точке C и оси X (обозначим 
как а). 

 arctan(( . . ), ( . . )).a P x C x P y C y= − −  (3) 

Шаг 15. Вычисляем дистанцию от H к точке 
C (обозначим как l).  

 2 2 1/2(( . . ) ( . . ) ) .l P x C x P y C y= − + −  (4) 

Шаг 16. Проверяем соответствие значения а 
регулярному выражению RA и соответствие l ре-
гулярному выражению RL. В случае несоответ-
ствия переходим к п. 10 с увеличением значения i 
на единицу. 

Шаг 17. Добавляем позицию точки H в свой-
ство HP объекта Mi. 

Шаг 18. Если длина S не равна 0, переходим 
к п. 19, иначе к п. 22. 

Шаг 19. Удаляем первые n символов из S, где 
n соответствует общему числу позиций в L и A. 

Шаг 20. Создаем новые регулярные выраже-
ния RL и RA. 

Шаг 21. Сортируем объекты M в порядке воз-
растания числа встроенных точек HP и перехо-
дим к п. 8 с увеличением значения g на единицу.  

Шаг 22. Формируем эллипсы для всех точек, 
хранящихся в Mi.HP. 

Шаг 23. Сформируем SVG-файл. 
Для извлечения сообщения I из стеганокон-

тейнера необходимо использовать следующий 
алгоритм. 

Шаг 1. Считываем файл и сохраняем код гра-
фических элементов. 

Шаг 2. Преобразуем графические элементы в 
многоугольники (обозначим Mi). 

Шаг 3. Вычисляем геометрические центры 
многоугольников (обозначим как Сi(x,y)). 

Шаг 4. Обнаруживаем эллипсы, расположен-
ные под фигурами. 

Шаг 6. Распределяем найденные эллипсы по 
Mi в зависимости от расстояния от центра эл-
липса до Pi. 

Шаг 7. Сортируем найденные эллипсы в по-
рядке возрастания расстояния от Pi до центра эл-
липса. 

Шаг 8. Сортируем найденные эллипсы в по-
рядке возрастания угла Pi  до центра эллипса. 

Шаг 9. Извлекаем данные по ключевым по-
зициям А и L. 

Шаг 10. Извлекаем данные по ключевым по-
зициям А и L. 

Шаг 11. Сформируем цифровую последова-
тельность. 

Шаг 12. Преобразуем сообщение из цифровой 
последовательности п. 11 в символьную строку. 

Для демонстрации предложенного метода 
нами разработано консольное приложение. В ка-
честве языка программирования был выбран C#.  
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Кроме того, использовалась библиотека Sys-
tem.Xml.XmlDocument для работы с XML-файла-
ми, а также были созданы классы для работы с 
фигурами, что упрощает взаимодейстие со значе-
ниями их атрибутов. Были созданы классы Em-
bedder и Deembeder для реализации функций внед-
рения и извлечения сообщения. После запуска 
приложения пользователь может ввести путь к 
файлу, сообщение, параметры ключевой точки, 
параметры сдвига центральной точки и позиции 
значений угла и расстояния, используемые для 
внедрения информации. Результатом работы яв-
ляется файл с осажденной информацией. Набор 
эллипсов со встроенным сообщением «bgtu 2025» 
с использованием одной значащей позиции в зна-
чении угла и расстояния представлен на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Набор эллипсов со встроенным сообщением 

 
В представленном варианте использовались 

параметры ключевой точки С(15000000, 15000000) 
и значение параметра сдвига D(200000, 400000) 
и установлена пятая позиция для значений угла и 
расстояния для хранения информации. Для пер-
вой точки, представленной на рис. 6, значение 
угла наклона а = 160,168626 и значение рассто-
яния l = 12714042,475417. Следовательно, скры-
той информацией является комбинация цифр «21». 

Представленный метод был протестирован для 
выбора оптимального числа позиций, использу-
емых для встраивания информации. В табл. 1 
даны замеры времени вычисления координат то-
чек при встраивании информации отдельно в зна-
чение угла и расстояния. 

 
Таблица 1 

Зависимость времени вычисления точек  
от числа значимых позиций 

Число 
позиций 

Время при исполь-
зовании значения 

угла, мс 

Время при исполь-
зовании значения 
расстояния, мс 

1 1,45 8,45 
2 4,36 38,63 
3 31,28 151,02 
4 205,85 1038,12 
5 2340,79 8658,35 
6 17218,64 78519,05 
 
Исходя из полученных данных можно сде-

лать вывод об оптимальности использования от 

одной до четырех позиций для встраивания ин-
формации. Кроме того, важно отметить, что время, 
необходимое для вычисления точек, при исполь-
зовании только значений угла меньше, чем при 
использовании значений расстояния. 

Метод также был протестирован при исполь-
зовании комбинации из позиций в значениях угла 
и расстояния, в которые осуществлялась встраи-
вание информации. В данном случае на макси-
мальное число позиций в одном значении было 
наложено ограничение, равное двум. Результаты 
замеров для части комбинаций представлены в 
табл. 2. 

 
Таблица 2 

Время вычисления точек при использовании 
комбинации значимых позиций 

Позиции 
в значении угла 

Позиции в значении 
расстояния 

Время  
вычисления, мс 

5 7 2,57 
4, 9 7 14,01 

3 9 15,74 
9 3, 5 17,79 

8, 9 4, 5 75,54 
3, 4 9 93.74 
8, 9 3, 9 78519,05 

 
Полученные значения позволяют сделать вы-

вод, что неверный выбор позиции может значи-
тельно увеличить время вычисления координат 
точек. Кроме того, исходя из среднего времени 
вычисления координат точек в комбинации пози-
ций оптимально использовать от двух до четырех 
позиций. 

Заключение. Цифровое изображение, содер-
жащие большое число геометрических фигур с 
разнообразными стилями, являются хорошим сте-
нографическим контейнером. Данные файлы поз-
воляют внедрить больший объем информации и 
устойчивы к изменениям. 

Формат SVG позволяет добавлять элементы, 
которые не видны пользователю из-за перекры-
тия другими элементами. Расположение данных 
элементов в больших файлах также является ва-
риативным, так как они должны быть добавлены 
не позднее, чем отображаемый элемент. Таким об-
разом можно скрыть разнообразные элементы, 
которые не будут обнаружены при просмотре. 
На этой основе разработан описанный в статье 
стеганографический метод. Ввиду особенностей 
данного метода возможно скрыть практически не-
ограниченный объем информации при высокой 
площади фигур с заливкой путем резкого увели-
чения объема файла. 

Данный метод можно использовать для 
внедрения скрытой информации в векторные 
изображения. Кроме того, при незначительных 
доработках данный метод может быть применен 
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для защиты авторского права путем внедрения в 
векторное изображение водяных знаков. 

Представляет научный и практический ин-
терес дальнейшее расширение исследований в 

данной предметной области, связанных с оценкой 
пропускной способности канала и уточнением 
уровня стеганографической стойкости метода к 
различным типам атак. 
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rithm, consider the properties of clustered graphs, and are built on the specifics of the organization of 
computing architectures (in particular, multicore processors). An important property of these algorithms 
is their ability to spatially and temporally localize data references, to reduce data transfer traffic in mul-
tilevel memory, and to reduce the number of iterations of loops executed. To develop the algorithms 
formal methods were used to transform, optimize and prove correctness. 
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ЛОКАЛИЗАЦИЯ ССЫЛОК НА ДАННЫЕ В БЛОЧНОМ ГЕТЕРОГЕННОМ АЛГОРИТМЕ  
ПОИСКА КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ В КЛАСТЕРИЗОВАННЫХ ГРАФАХ 

Увеличение размеров реальных систем, для которых решается задача поиска кратчайших пу-
тей, приводит к необходимости использования графовых моделей, разбивающих систему на авто-
номные слабо взаимодействующие подсистемы. К таким моделям относятся графы, состоящие из 
различных по размеру слабосвязанных плотных подграфов (кластеров). Блочные алгоритмы являются 
эффективным решением задачи нахождения кратчайших путей на таких графах. Гетерогенные блоч-
ные алгоритмы выделяют четыре типа блоков неравного размера, оперируют моделями, адекват-
ными реальным объектам, позволяют учитывать архитектурные особенности вычислительных си-
стем, сокращают время вычисления кратчайших путей между всеми парами вершин в графах боль-
шого размера. В данной статье разработаны два новых алгоритма вычисления блоков двух типов, 
являющихся частью гетерогенного алгоритма. Они учитывают свойства кластеризованных графов 
и построены с учетом особенностей организации вычислительных архитектур (в частности, много-
ядерных процессоров). Важным свойством алгоритмов является способность к пространственно-
временной локализации ссылок на данные, уменьшению трафика при передаче данных в много-
уровневой памяти и сокращению числа итераций выполняемых циклов. Для создания алгоритмов, 
их преобразования, оптимизации и доказательства корректности использованы формальные методы. 

Ключевые слова: кратчайший путь, блочный алгоритм, разнородный алгоритм, многоядер-
ная система, производительность. 
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Introduction. The classical Floyd-Warshall (FW) 
algorithm [1, 2] solves the all-pairs shortest paths 
problem (APSP) that is fundamental in numerous 
graph-based applications. The blocked FW algo-
rithm (BFW) [3, 4] divides the graph into equally sized 
subgraphs and homogeneously uses a single proce-
dure to compute all blocks of a distance matrix. The he-
terogeneous blocked HBFW algorithm [5] for dense 
graphs considers four types of blocks of the same size 
and uses a separate faster procedure for each type. 
Works [6 – 10] improve BFW and HBFW for solv-
ing scaling problems, efficient processor utilization, 
generating dataflow actor networks, reducing power 
consumption, etc. Work [11] generalizes BFW and 
HBFW for handling subgraphs and blocks of unequal 
sizes. The homogeneous BFW and HBFW are mod-
ified in [12, 13] for finding APSP in clustered graphs. 
Work [14] proposes the heterogeneous blocked short-
est paths algorithm HBSPCG for clustered large 
graphs while considering bridge vertices and edges. 
The contribution of this paper is the development of 
two new sub-algorithms of HBSPCG for cross block 
types that localize data references and improve the 
utilization of processor memory [15]. 

Main part. Clustered graphs. A directed weighted 
graph G = (V, E), |V| = N is called clustered if it is 
partitioned to a set C of clusters, which are dense 
subgraphs connected by a small number of edges. 
The vertex set of cluster c ∈ C is denoted V(c) and 
the number of vertices in c is denoted size(c). Graph 
G is represented by a cost-adjacent matrix W[N×N]. 
The matrix of shortest path distances between verti-
ces is decomposed into the blocked matrix B[M×M] 
where M = |C|. The graph is sparse if its edge den-
sity is low and approaches to 0. A subgraph is dense 

if its edge density is high and approaches to 1. Fig. 1 
shows an example of directed clustered graph. A ver-
tex of the cluster is called an in-bridge (out-bridge) 
if it has an incident bridge edge that is outgoing from 
(incoming to) another cluster. 

Heterogeneous blocked algorithm for clustered 
graphs. In Work [14], we developed a new hetero-
geneous blocked Algorithm 1 for solving the APSP 
problem on large, clustered graphs while considering 
bridge vertices and bridge edges, unequally sized 
blocks, separate computation procedures for each 
block type. Four types of blocks (diagonal D0, ver-
tical cross C1, horizontal cross C2 and peripheral P3) 
are computed with separate sub-algorithms D0CG, 
C1CG, C2CG and P3CG. Algorithm D0CG is opti-
mized by localizing data references to the block el-
ements to achieve higher performance, and algorithms 
C1CG, C2CG and P3CG are optimized to reduce 
the number of loop iterations due to the usage of in-
put or output bridge vertices instead of all bridge ver-
tices of the clusters. 

 

 
Fig. 1. Example of a clustered graph  

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 1: Heterogeneous blocked APSP algorithm 
for clustered graphs (HBSPCG) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

B[M×M] ← W[N×N] 
for m ← 1 … M do  

D0CG(B, m)                                          // D0 
for c ∈ {1 … M} and v ≠ m do 

C1CG(C, B, c, m)                                 // C1 
C2CG(C, B, m, c)                                 // C2 

for c, e ∈ {1 … M} and c ≠ m and e ≠ m do 
P3CG(C, B, c, m, e)                             // P3 

return B 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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Computation of diagonal blocks. Algorithm 2 that 
is proposed in [14] is an advanced alternative for the 
classical FW algorithm. Its input is the current state 
B[m]0 of the diagonal block whose elements are con-
sidered as edge weights. Its output is the matrix of 
the shortest path distances between vertices of clus-
ter m. Due to better loop iteration schemes and assign-
ment statement grouping, D0CG outperforms FW in 
terms of processor hierarchical memory efficiency. 

 
 
Computation of vertical cross blocks. In [14], a ver-

tical cross-block computation algorithm is proposed 
that uses bridge-vertices of clusters but do not local-
ize data references. In this section, we develop an 
alternative algorithm that localizes data references 
and exploits bridge-vertices. Algorithm 3 (C1CGE) 
considers two clusters c and m and has two inputs: 
a rectangular vertical cross block B[c, m] of type C1 
and dimension size(c) × size(m), and a square diagonal 
block B[m] of type D0 and dimension size(m) × size(m). 
It modifies the B[c, m] block through the B[m] block 
and keeps B[m] unchanged. Fin is the first input bridge 
vertex in cluster m. The B[c, m] block describes the 
shortest paths between vertices of cluster c and ver-
tices of cluster m. 

 

Unlike the classical blocked Ford-Warshall algo-
rithm assuming equal sizes of all blocks, algorithm 
C1CGE supposes unequal hight and width of block 
B[c, m]. Moreover, it uses the input bridge vertices 
of cluster m to reduce the number of iterations to com-
putate the B[c, m] block. A predicate InBridge(v) takes 
value true if v is an input bridge-vertex of cluster m 
and takes value false otherwise. C1CGE is based on 
the ideas of column-wise block expansion, computa-
tion resynchronization, and locality of data references. 

It should be noted that the competitive sub-algo-
rithm C1US of algorithm HBAPSPUS [11] handles 
rectangular cross blocks but does not use bridge ver-
tices of cluster m and therefore traverses all vertices 
of m while computing the shortest paths from clus-
ter c to cluster m. Another competitive sub-algo-
rithm proc_bridges of algorithm CBA [12] handles 
rectangular cross blocks and uses all input and out-
put bridge vertices of cluster m, but it is homogene-
ous because of exploiting a single block calculation 
procedure for all types of blocks and does not per-
form the resynchronization of computations and lo-
calization of data references. 

Theorem 1. Upon termination, Algorithm 3 (C1CGE) 
correctly computes the vertical cross-block B[c, m] 
through the diagonal block B[m]. 

Proof. The C1CGE algorithm starts with a one-ver-
tex graph and one-column block B[c, m]1 of dimension 
size(c) × 1 and then iteratively adds one column k to the 
block B[c, m]k-1 to obtain the block B[c, m]k of dimen-
sion size(c) × k. To obtain the algorithm, the procedure 
shown in Fig. 2 is used. The initial state of the block 
B[c, m] of dimension size(c) × size(m) is denoted B[c, m]0.  

 

 
Fig. 2. Adding column k to block B[c, m] in C1CG  

(aij denotes an element of block B[c, m], and bjk denotes 
an element of block B[m]) 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 2: Computation of the diagonal square 
block B[m] (D0CGE) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

B[m] ← B[m]0     S ← size[m] 
for k ← 2, …, S do 

for i, j ∈ {1, …, k – 1} do 
B[m]i,j ← min (B[m]i,j, B[m]i,k-1 + B[m]k-1,j) 
B[m]i,k ← min (B[m]i,k, B[m]i,j + B[m]j,k) 
B[m]k,j ← min (B[m]k,j, B[m]k,i + B[m]i,j) 

for i, j ∈ {1, …, S – 1} do 
B[m]i,j ← min (B[m]i,j, B[m]i,S + B[m]S,j) 

return B[m] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 3: Computing vertical cross-block B[c, m] 
by per-column extension upon bridges (C1CGE) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
S ← size(m) 
for k ← Fin + 1 to S do 

for i ← 1 to size(c) do 
for j ← 1 to k do 

if InBridge(k – 1) then  
B[c, m]i,j ← min (B[c, m]i,j,  

B[c, m]i,k-1 + B[m]k-1,j)    // Θk-1 
if InBridge(j) then  

B[c, m]i,k ← min (B[c, m]i,k,  
B[c, m]i,j + B[m]j,k)          // Δk 

if InBridge(S) then  
for i ← 1 to size(c) do 

for j ← 1 to S − 1 do 
B[c, m]i,j ← min (B[c, m]i,j,  

B[c, m]i,S + B[m]S,j)       // ΘN 
return B[c, m] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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The C1CGE algorithm uses two operations Δk and 
Θk for computing the block. Operation Δk computes 
using (1) the column k of B[c, m]k through the block 
B[c, m]k-1 and the column k of block B[m]: 

 1
1

[ , ]
[ , ] min

[ , ] [ ]

j
ikj

ik k
ij jk

B c m
B c m

B c m B m
+

−

 
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 + 

 (1) 

for i = 1 … size(c), j = 1 … k – 1; vertex j is an input 
bridge of cluster m. 

Operation Θk recalculates the block B[c, m]k-1 to 
block B[c, m]k through column k using (2): 

 
1[ , ]

[ , ] min
[ , ] [ ]

k
ijk

ij k
ik kj

B c m
B c m

B c m B m

− 
 =
 + 

 (2) 

for i = 1 … size(c), j = 1 … k – 1; vertex k is an in-
put bridge of cluster m. 

The behavior of C1CGE can be described as the 
following sequence of operation pairs (Δk, Θk): 

 (Δ1, Θ1), (Δ2, Θ2) … (Δk, Θk) … (ΔN, ΘN). (3) 

The sequence (3) is interpreted with Algorithm 4. 
Operation Δk is executed when the vertex with number 
j is an input bridge of cluster m, andoperation Θk is exe-
cuted when the vertex k is an input bridge. The two nests 
of loops along i and j cannot be merged into one nest 
because the operations Δk and Θk cannot be executed 
simultaneously due to the mutual data dependences.  

 
 

We resynchronize the computation process by 
rewriting sequence (3) to sequence (4). 

Δ1, (Θ1, Δ2), (Θ2, Δ3) … (Θk-1, Δk) … 
 (ΘN-1, ΔN), ΘN. (4) 

Fig. 3 illustrates the resynchronized process and 
Algorithm 5 realizes it. Its two nests of loops along 
i and j perform operations Θk-1 and Δk. They can be 
merged into one loop nest, resulting in Algorithm 3. 
The theorem is proved. 

 
Fig. 3. Resynchronized process of adding a column 

 
 
There is no need to perform the computation of the 

vertical cross-block B[c, m] with Algorithm 3 if cluster 
m has no input bridge vertices. If the input bridge ver-
tices are placed at the end of the cluster m vertex list, 
the number of iterations of the loop along k is reduced 
to the number of these vertices. In Algorithms 3 - 5, 
any of the InBridge(⋅) conditions can be omitted while 
preserving the correctness of the result.  

Due to the iteration schemes of the loops along j, 
the number of conditional assignments is reduced up 
to 2 and the data references are localized in C1CGE 
compared to the FW algorithm. The loops iteratively 
process the B[c, m] block of growing size size(c) × 1  

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 4: Recurrent procedure for computing 
vertical cross-block upon bridges (C1CGE) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
S ← size(m) 
for k ← Fin + 1 to S do 

for i ← 1 to size(c) do 
for j ← 1 to k – 1 do 

if InBridge(j) then  
B[c, m]i,k ← min (B[c, m]i,k,             // Δk 

B[c, m]i,j + B[m]j,k) 
for i ← 1 to size(c) do 

for j ← 1 to k – 1 do 
if InBridge(k) then  

B[c, m]i,j ← min (B[c, m]i,j,              // Θk 
B[c, m]i,k + B[m]k,j) 

return B[c, m] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 5: Computing vertical cross-block B[c, m] 
by per-column extension upon bridges (C1CGE) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
S ← size(m) 
for k ← Fin + 1 to S do 

for i ← 1 to size(c) do 
for j ← 1 to k do 

if InBridge(k – 1) then  
B[c, m]i,j ← min (B[c, m]i,j,  

B[c, m]i,k-1 + B[m]k-1,j)    // Θk-1 
for i ← 1 to size(c) do 

for j ← 1 to k do 
if InBridge(j) then  

B[c, m]i,k ← min (B[c, m]i,k,  
B[c, m]i,j + B[m]j,k)          // Δk 

if InBridge(S) then  
for i ← 1 to size(c) do 

for j ← 1 to S − 1 do 
B[c, m]i,j ← min (B[c, m]i,j,  

B[c, m]i,S + B[m]S,j)       // ΘN 
return B[c, m] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
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to size(c) × S, so the references to the block elements 
are localized. Traversing only the input bridge-ver-
tices of the m cluster further decreases the number 
of executions in Θk-1 and Δk.  

Computation of horizontal cross-blocks. Algo-
rithm C2CG calculates the shortest paths connecting 
the vertices of cluster m to the vertices of cluster c and 
modifies the horizontal cross-block B[m, c] of dimen-
sion size(m) × size(c) through the diagonal block B[m]. 
The C2CG algorithm assumes the sizes of blocks be 
unequal and exploits bridge vertices of clusters to 
speed up the computation of the shortest paths. Algo-
rithm 6 is based on the idea of row-by-row block ex-
pansion and resynchronization of computations. 

Theorem 2. Upon termination, Algorithm 6 
(C2CGE) correctly computes the horizontal cross-
block B[m, c] through the diagonal block B[m]. 

 
 
Proof. In Algorithm 6, Fout is the first output 

bridge vertex in cluster m. The algorithm iteratively 
adds one row to the B[m, c] block starting from a 
one-vertex graph and one-row block B[m, c]1 of di-
mension 1 × size(c). It computes the B[m, c]k block 

of dimension k × size(c) from the B[m, c]k-1 block of 
dimension (k – 1) × size(c). To obtain the algorithm, 
the procedure shown in Fig. 4 is used. The initial block 
state of dimension size(m) × size(c) is denoted B[m, c]0. 

The C2CGE algorithm uses two operations Λk 
and Ωk for recomputing the block. Operation Λk 
computes the row k of block B[m, c]k through the 
block B[m, c]k-1 and the row k of block B[m]: 

 1
1
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 (5) 

for i = 1 … k – 1, j = 1…size(c); vertex i is an output 
bridge of cluster m. Operation Ωk recalculates the 
elements of block B[m, c]k-1 through row k of the 
block using (6): 
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for i = 1 … k – 1, j = 1 … size(c); vertex k is an 
output bridge of cluster m. The behavior of C2CGE 
can be described with sequence (7) of pairs (Λk, Ωk). 

 (Λ1, Ω1), (Λ2, Ω2) … (Λk, Ωk) … (ΛN, ΩN). (7) 
Algorithm 7 realizes sequence (7).  

 
 

 
Fig. 4. Adding row k to block B[m, c] in C2CG  

(aij denotes an element of block B[m, c], and bjk denotes an element of block B[m]) 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 6: Calculating horizontal cross-block by 
row-per-row extension upon bridges (C2CGE) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
S ← size(m) 
for k ← Fout + 1to S do 

for i ← 1 to k do 
for j ← 1 to size(c) do 

if OutBridge(k – 1) then  
B[m, c]i,j ← min (B[m, c]i,j,  

B[m]i,k-1 + B[m, c]k-1,j)         // Ωk-1 
if OutBridge(i) then  

B[m, c]k,j ← min (B[m, c]k,j,  
B[m]k,i + B[m, c]i,j)               // Λk 

if OutBridge(S) then  
for i ← 1 to S − 1 do 

for j ← 1 to size(c) do  
B[m, c]i,j ← min (B[m, c]i,j,  

B[m]i,S + B[c, m]S,j)             // ΩN 
return B[m, c] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 7: Recurrent procedure for computing 
horizontal cross-block upon bridges 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
for k ← Fout + 1 to size(m) do 

for i ← 1 to k – 1 do 
for j ← 1 to size(c) do 

if OutBridge(i) then  
B[m, c]k,j ← min (B[m, c]k,j,             // Λk 

B[m]k,i + B[m, c]i,j) 
for i ← 1 to k – 1 do 

for j ← 1 to size(c) do 
if OutBridge(k) then  

B[m, c]i,j ← min (B[m, c]i,j,              // Ωk 
B[m]i,k + B[m, c]k,j) 

return B[m, c] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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Fig. 5. Resynchronized process of adding a row 

 
It is impossible to merge the Λk and Ωk opera-

tions in the algorithm, therefore, we resynchronize 
the operations to obtain sequence (8).  

Λ1, (Ω1, Λ2), (Ω2, Λ3) … (Ωk-1, Λk) … 
(ΩN-1, ΛN), ΩN. (8) 

The new computation process shown in Fig. 5 is 
realized by Algorithm 8. Two nests of loops along i 
and j perform operations Ωk-1 and Λk. After merging 
the nests, Algorithm 8 is transformed to Algorithm 6. 
The theorem is proved. 

 
 
Algorithm 6 does not affect the horizontal cross-

block B[m, c] if cluster m has no output bridges. 
If the output bridge vertices are placed at the end of 
cluster m vertex list, the number of iterations of the 
loop along k is reduced to the number of these 

vertices. Due to the iteration schemes of the loops 
along i, the number of the conditional assignments 
is reduced up to 2 in C2CGE compared to the FW 
algorithm. The loops iteratively process the B[m, c] 
block of growing size 1 × size(c) to S × size(c), so 
the references to the block elements are localized. 
Traversing only the output bridge vertices of the m 
cluster reduces further the number of executions of 
Ωk-1 and Λk. Any of the OutBridge(⋅) conditions can 
be omitted while preserving the correctness of the 
result in Algorithms 6 – 8. 

Computation of peripheral blocks. Algorithm 9 [14] 
computes a rectangular block B[c, e] over two rectangular 
blocks B[c, m] and B[m, e]. The vertex set BridgesBest(m) 
is equal to BridgesIn(m) if |BridgesIn(m)| ≤ |Brid-
gesOut(m)| and is equal to BridgesOut(m) otherwise. 
Function Index(v, m) returns the vertex v number in 
cluster m. P3CG speeds up the computation against 
FW depending on the size of the BridgesBest(m) set 
compared to size(m). 

 
 
Conclusion. We have proposed new sub-algo-

rithms C1CGE and C2CGE for computing vertical 
and horizontal cross-blocks of the heterogeneous 
all-pairs shortest path algorithm, which speed up com-
putations and improve the locality of references to 
blocked data and hence aim to improve the opera-
tional efficiency of multicore processor hierarchical 
memory while solving the all-pairs shortest paths 
problem on large clustered weighted directed and 
undirected graphs. 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 8: Calculating horizontal cross-block by 
row-per-row extension upon bridges (C2CGE) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
S ← size(m) 
for k ← Fout + 1 to S do 

for i ← 1 to k do 
for j ← 1 to size(c) do 

if OutBridge(k – 1) then  
B[m, c]i,j ← min (B[m, c]i,j,  

B[m]i,k-1 + B[m, c]k-1,j)         // Ωk-1 
for i ← 1 to k do 

for j ← 1 to size(c) do 
if OutBridge(i) then  

B[m, c]k,j ← min (B[m, c]k,j,  
B[m]k,i + B[m, c]i,j)          // Λk 

if OutBridge(S) then  
for i ← 1 to S − 1 do 

for j ← 1 to size(c) do  
B[m, c]i,j ← min (B[m, c]i,j,  

B[m]i,S + B[c, m]S,j)         // ΩN 
return B[m, c] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
Algorithm 9: Calculation of peripheral rectangular 
block upon bridges and unequal block-sizes (P3CG) 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
for i ← 1 to size(c) do 

for v ∈ BridgesBest(m) and k ← Index(v, m) do 
for j ← 1 to size(e) do 

B[c, e]i, j←min(B[c, e]i, j,B[c, m]i, k+B[m, e]k, j) 
return B[c, e] 
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
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АЛГОРИТМЫ И ПРОГРАММНОЕ СРЕДСТВО ГЕНЕРАЦИИ КЛЮЧА 
ДЛЯ ПОСЛЕДУЮЩЕГО КОДИРОВАНИЯ ИНФОРМАЦИИ 

В ЗАЩИТНЫХ ВЕКТОРНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЯХ 
Рассмотрены теоретические и практические аспекты построения алгоритмов и программного 

средства для генерации ключей, предназначенных для последующего кодирования информации в 
защитных векторных изображениях. К подобного рода изображениям относят в первую очередь 
гильоши, которые являются векторными и воспроизводятся специальными способами печати. Од-
нако для внедрения информации в электронные документы необходимо кодирование информа-
ции. В статье описаны основные функции для реализации кодирования информации в защитных 
векторных изображениях. Уделено внимание формированию контейнера, обеспечивающего це-
лостность и конфиденциальность информации, с использованием комбинации симметричных и асим-
метричных алгоритмов шифрования, а также хэш-функций. Рассмотрены недостатки централизо-
ванных систем хранения ключей и показаны риски, связанные с их компрометацией. В качестве 
альтернативы предложен метод, аналогичный электронной подписи, что соответствует требова-
ниям законодательства Республики Беларусь. Описан алгоритм генерации ключа на основе ана-
лиза траектории движения мыши пользователя. Предложенный метод обеспечивает высокую степень 
уникальности и криптостойкости формируемых ключей за счет использования биометрических и 
поведенческих параметров, что существенно затрудняет подбор или повторное воспроизведение 
ключа. Экспериментальная часть включает разработку программного средства с визуальным ин-
терфейсом, позволяющего фиксировать параметры движения мыши и формировать массив значе-
ний, преобразуемых в криптографический ключ. Анализ стабильности и повторяемости результатов 
подтвердил надежность метода. Полученные ключи интегрируются в структуру защитного вектор-
ного изображения, что позволяет не только повысить уровень защиты, но и реализовать возможность 
внедрения скрытой информации в элементы фирменного стиля или электронную документацию. 

Ключевые слова: гильош, генерация ключа, векторная графика, защита информации, элек-
тронная подпись, RSA, случайные последовательности, криптография. 
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ALGORITHMS AND SOFTWARE FOR KEY GENERATION  
FOR SUBSEQUENT ENCODING OF INFORMATION  

IN PROTECTIVE VECTOR IMAGES 
Theoretical and practical aspects of algorithms and software for the generation of cryptographic keys 

for the subsequent encoding of information in protective vector images are considered. Such images in-
clude first of all guilloches, which are vector images and are reproduced by special printing methods. 
However, for implementation the information into electronic documents it is necessary to encode infor-
mation. The basic functions for realization the information coding in protective vector images are de-
scribed in the article. Attention is paid to the formation of a cryptographic container ensuring the integrity 
and confidentiality of information using a combination of symmetric and asymmetric encryption algo-
rithms, as well as hash functions. The disadvantages of centralized key storage systems are considered 
and the risks associated with their compromise are shown. As an alternative, an approach similar to elec-
tronic signature is proposed, which meets the requirements of the legislation of the Republic of Belarus. 
The algorithm of key generation based on the analysis of user's mouse movement trajectory is described. 
The proposed method provides a high degree of uniqueness and cryptostability of the generated keys due 
to the use of biometric and behavioural parameters, which significantly complicates the selection or re-
peated reproduction of the key. The experimental part includes the development of a software tool with 
a visual interface, which allows to fix the mouse movement parameters and form an array of values converted 
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into a cryptographic key. Analysis of stability and repeatability of the results confirmed the reliability of 
the method. The obtained keys are integrated into the structure of the protective vector image, which 
allows not only to increase the level of protection, but also to realize the possibility of introducing hidden 
information into elements of corporate identity or electronic documentation. 

Keywords: guilloche, key generation, vector graphics, information security, digital signature, RSA, 
random sequences, cryptography. 

For citation: Kizino A. V., Novoselskaya O. A. Algorithms and software for key generation for 
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Введение. Основу защиты документов, ис-
пользуемых в качестве ценных бумаг, составляют 
специальные штриховые изображения, которые 
воспроизводятся на бумаге специальными спо-
собами печати [1–4]. Это является средством за-
щиты полиграфической продукции от фальсифи-
кации и злоупотреблений. 

Предварительно проводился анализ состава 
и структуры подобных изображений. В качестве 
базовых элементов обычно используются штри-
ховые изображения, представленные в виде про-
стейших фигур или полиномов [5–8]. Как пра-
вило, их называют гильошами. Cамым простым 
способом формирования гильошей является ис-
пользование стандартных фигур или полиномов 
n-степени с заданными аффинными преобразо-
ваниями (масштабирования, вращения, переноса). 
В дальнейшем их воспроизводят специальными 
красками и специальными видами печати.  

Анализ структуры гильошей показал, что они 
хорошо воспроизводятся средствами векторной 
графики. Дальнейшее изучение параметров ги-
льошей [3, 9, 10] позволило сформировать идею 
векторного кодирования информации за счет управ-
ления параметрами векторного изображения, та-
кими как вид и толщина линий, их частота и рас-
стояние между ними. Наиболее распространен-
ными технологиями векторного кодирования на 
текущий момент являются системы European Article 
Number (EAN) и Quick Response code (QR) [11, 12]. 
В этих системах используются параметры штри-
хов как элементов внедрения закодированной 
информации. Существенным отличием предла-
гаемого метода является внедрение уникального 
ключа, который должен генерироваться случай-
ным или псевдослучайным образом. Причем ге-
нерируемый ключ должен быть персонифициро-
ванным для конкретного пользователя. Данная 
идея и послужила основой для поиска вариантов 
генерации ключа при создании защитных вектор-
ных изображений. 

Защитные векторные изображения будут стро-
иться на основе сгенерированной случайной по-
следовательности чисел и их преобразовании в 
заданные параметры штрихов (вид и толщина 
линий, параметры штрихов и пробелов в штрих-
пунктирных линиях, при этом расстояние между 

линиями является фиксированным). Для задания 
вышеуказанных параметров необходимо сфор-
мировать персонализированный ключ кодирова-
ния, который в дальнейшем будет являться крип-
тографическим контейнером, обеспечивающим 
как целостность данных, так и их конфиденци-
альность.  

Современные подходы к защите таких кон-
тейнеров подразумевают комбинацию симмет-
ричных и асимметричных алгоритмов шифрова-
ния с использованием хэш-функций для верифи-
кации. В работе [13] рассмотрены теоретические 
аспекты генерации ключей по алгоритмам AES 
(Advanced Encryption Standard), Data Encryption 
Standard (DES), RSA, алгоритмов электронных 
подписей El Gamal Signature Algorithm (EGSA), 
Digital Signature Algorithm (DSA), Elliptic Curve 
Digital Signature Algorithm (ECDSA), алгоритмы 
хэширования Secure Hash Algorithm (SHA) и др. 
Симметричные алгоритмы (AES, DES) исполь-
зуют единый ключ для шифрования (дешифро-
вания), обеспечивая высокую скорость обработки 
(до 1 Гбит/с для AES-256). Однако их главный 
недостаток – необходимость безопасной пере-
дачи ключа, что создает уязвимости в распреде-
ленных системах. Классический RSA, несмотря 
на существенные вычислительные затраты и 
требование к длине ключа (рекомендуется более 
2048 бит), остается наиболее распространенным 
решением благодаря простоте интеграции и под-
держке в стандартах (PKCS#1, X.509) [14]. Его 
безопасность основана на сложности факториза-
ции больших чисел: для модуля N = pq, где p и  
q – 1024-битные простые числа, время взлома 
методом решета числового поля оценивается 
в >10100 операций. 

Хэш-функции (SHA-256, SHA3-512) [13, 15] 
играют критическую роль в обеспечении целост-
ности. Для защиты информации и сохранения 
целостности данных принято использовать хэш-
функции (SHA-256, SHA3-512), которые преоб-
разуют данные в уникальную последовательность 
фиксированной длины (256 бит для SHA- 256). 
Их коллизионная стойкость (невозможность найти 
два разных сообщения с одинаковым хэшем) 
делает их незаменимыми в схемах электронной 
подписи. 
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Анализ архитектур ключевых систем показал, 
что централизованная генерация ключей создает 
высокую опасность изменения и передачи дан-
ных третьим лицам. Компрометация центра [16] 
приводит к потере и краже данных. Вместо этого 
предложена децентрализованная двухключевая 
система, аналогичная механизмам электронной 
подписи, согласно Закону Республики Бела-
русь № 113-З [17].  В такой системе: закрытый 
ключ генерируется и хранится локально на устрой-
стве пользователя; открытый ключ распростра-
няется через доверенный реестр; сеансовый ключ 
для симметричного шифрования контейнера со-
здается при помощи алгоритма Диффи – Хелл-
мана. Этот подход, устраняющий риски, связан-
ные с транспортировкой и хранением ключей, 
соответствует требованиям белорусского законо-
дательства к усиленной квалифицированной элек-
тронной цифровой подписи. 

Целью настоящего исследования является раз-
работка метода генерации ключа на основе дви-
жения мыши, а также оценка эффективности пред-
ложенного метода. 

Методическая часть. Классический алго-
ритм RSA основывается на вычислительной слож-
ности факторизации больших чисел [18]. На данный 
момент он является наиболее часто используемым 
для генерации числовой последовательности. Мак-
симальное распространение он получил в обла-
сти передачи защищенных изображений. Однако 
RSA уязвим к атакам при некорректной генера-
ции простых чисел, а централизованное хранение 
публичных ключей создает риски компромета-
ции. Также с улучшением технологий и наращи-
ванием вычислительных мощностей возрастает 
опасность взлома такого ключа путем подбора 
начальных значений, поэтому в настоящее время 
требуемая длина ключа возросла с 1024 до 2048 бит. 
В свою очередь, увеличение длины ключа повы-
шает требования к вычислительной мощности 
компьютерных систем, что приводит к снижению 
производительности системы и ограничивает при-
менение данного метода для всех пользователей. 
Поэтому в работе ставится задача разработки 
метода генерации ключа, который позволит вос-
производить последовательность, регулируемую 
по длине и уникальную для каждой генерации.  

Поскольку в электронных подписях докумен-
тов используется поведенческие особенности че-
ловека по траектории движения мыши, в работе 
решено также основываться на данном подходе.  

Существует несколько подходов к расчету 
траектории движения мыши (на основе эллипти-
ческих кривых, угловой меры и др.). Использо-
вание фиксированной угловой меры и скорости 
перемещения курсора с заданной частотой счи-
тывания позволит зафиксировать координаты 
курсора и преобразовать их в числовые объекты. 

Для расчета угловой меры используются класси-
ческие формулы расчета угла между векторами. 
Угол между векторами θ рассчитывается по три-
гонометрической формуле [19] 

 θ = arctan(Δy / Δx). (1) 
Определение скорости перемещения v осу-

ществляется по формуле [20]  

 
2 2x yv

t
Δ + Δ=

Δ
. (2) 

Считывание координат положения курсора в 
единицу времени требует подбора оптимальных 
параметров интервала и продолжительности счи-
тывания, а также размера поля ввода. Для полу-
чения массива уникальных объектов необходима 
фильтрация полученных значений. 

Основная часть. Генерация случайной по-
следовательности чисел на основе траектории дви-
жения мыши пользователем позволяет создать 
ключ, уникальный для каждого человека. Его слож-
но подобрать и невозможно повторить. 

Расчет по формулам (1), (2) включает следу-
ющие пространственно-геометрические параметры, 
описывающие перемещение указателя мыши по 
заданному полю экрана: 

– пространственные координаты указателя мы-
ши в определенные моменты времени; 

– угол (направление) движения указателя мы-
ши между фиксируемыми координатами; 

– скорость движения указателя мыши между 
фиксируемыми координатами. 

Для алгоритмической реализации указанных 
параметров в методе генерации ключа необходимо 
выполнить следующие этапы. 

1. На начальном этапе необходимо определить 
параметр Т – время генерации ключа, а также 
случайным образом выбрать число n – времен-
ной интервал, с которым будет фиксироваться 
положение курсора мыши. 

2. Далее каждые n секунд записывать поло-
жение курсора в границах экранных координат 
х и у, пока не истечет Т секунд.  

3. После получения массива точек массив необ-
ходимо подвергнуть фильтрации, в результате ко-
торого удаляются все повторяющиеся значения. 

4. На втором этапе необходимо рассчитать до-
полнительные параметры, такие как угол (Arc) и 
скорость (Speed) перемещения курсора. В отли-
чиие от координат x и y, которые являются слу-
чайными числами, параметры Arc, Speed гене-
рируются на основе предыдущих значений.  

5. Полученный массив объектов необходимо 
снова отсортировать и отфильтровать для вычле-
нения и удаления повторяющихся элементов.  

В результате имеем уникальный набор объек-
тов. Количество генерируемых объектов зависит  
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от ряда факторов, таких как выбранный интервал 
для фиксации, скорость передвижения мыши, 
процент охвата рабочей области, время генерации, 
технические характеристики устройства ввода и 
время отклика системы. А также размер поля 
для считывания позиций курсора. Генерация для 
определения ее оптимальных размера поля и вре-
мени проводилась в разных размерах границ об-
ластей, паттернах поведения пользователя и вре-
мени генерации. В результате исследования про-
ведено 120 генераций для различных комбинаций 
соотношений времени и размера области. Резуль-
таты представлены в таблице. 

 
Таблица 

Подбор оптимальных параметров  
для генерации ключа 

Время,  
c / размер, px 500×500 750×750 1000×1000 

10 76 191 195 
20 102 275 399 
30 151 389 756 
60 274 892 1094 

 
Удовлетворительной считается генерация, в 

результате которой после всех операций и очи-
сток получается массив значений объемом от 250 
до 400 значений. Меньший объем точек может 
быть недостаточным для последующего исполь-
зования, а больший 400 – избыточным. 

В результате установлено, что соотношение, 
в котором размер области 750×750 px и время 
генерации 30 с, а также соотношение, в котором 
размер области 1000×1000 px и время генерации 
20 с, являются наиболее предпочтительными, так 
как в среднем выдают значения, удовлетворяю-
щие выдвинутым выше условиям. Однако вторая 
пара значений (размер области 1000×1000 px и 
время генерации 20 с) требует меньших времен-
ных затрат. 

Для определения стабильности генерации был 
проведен дополнительный ряд генераций в ра-
нее определенных условиях. Результаты генера-
ций случайных последовательностей объектов 
представлены на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Распределение числа отфильтрованных 

значений по номеру генерации 

На рис. 1 показано, что после фильтраций все 
полученные последовательности лежат в диапа-
зоне 300–400 объектов, а это является достаточ-
ным для формирования ключа. Однако для удо-
влетворительной генерации необходимо соблю-
дение ряда требований к пользователю:  

– передвижение мыши должно происходить 
непрерывно на протяжении всего времени ге-
нерации; 

– не допускается остановка мыши на одной 
точке длительное время, так как это влечет за со-
бой генерацию одинаковых точек, которые бу-
дут удалены, тем самым длин сгенерированной 
последовательности будет недостаточно; 

– необходимо использовать всю область ге-
нерации в равном объеме, постоянно перемещая 
курсор в различных направлениях, захватывая 
углы и края области; 

– по возможности стараться не выходить за 
пределы рабочей области; 

– использовать устройства ввода с высокой 
или средней чувствительностью, отдавать пред-
почтение проводным устройствам или беспро-
водным устройствам новых моделей. 

При соблюдении данных требований рассмат-
риваемый метод показывает наилучшие резуль-
таты и представляет набор с удовлетворительным 
количеством уникальных объектов.  

Программная реализация приложения для ге-
нерации ключа потребовала внедрения ряда функ-
ций. Запуск процесса генерации осуществляется 
функцией start(), которая определяет интер-
валы получения точек и запускает процесс счи-
тывания движений пользователя (листинг 1). 

 

Листинг 1. Фрагмент кода функции start() 
 
В листинге 1 интервал для считывания time_i 

выбирается псевдослучайным образом в проме-
жутке (25; 50) мс. Непостоянный интервал поз-
воляет извлекать точки из траектории движения 
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на различных участках, даже если движения были 
повторяющимися. Время генерации в 20 000 мс 
или 20 с определено опытным путем исходя из 
размера поля 1000×1000 px.  

Функция coordinate(event) принимает 
в себя параметр event, который отвечает за 
значение положения мыши в текущий момент. 
При наличии объекта с таким же набором координат  
он не записывается. Функция new_coord(obj) 
принимает сгенерированный объект obj, в кото-
рый входят значения x и y. Эта функция перево-
дит данные значения в декартову систему ко-
ординат для последующих вычислений. Функ-
ция find_ang(obj1, obj2) принимает два 
объекта после преобразования и находит угол 
между двумя векторами по формуле (1). Резуль-
тат вычисления записывается в параметр Arc 
первого объекта. Функция speed(obj1, obj2), 
подобно функции find_ang(obj1, obj2), 
принимает на вход два объекта и возвращает 
скорость перемещения курсора между двумя за-
фиксированными точками при использовании 
формулы (2). 

В результате генерации создается массив объ-
ектов с полями, представленными в численном 
виде. При необходимости генерации случайной 
последовательности используется функция 
create_str(arr). Функция объединяет объ-
екты в шестнадцатеричную строку и сохраняет 
ключ в JSON формат. На рис. 2 показан резуль-
тат вывода полученной строки.  

 

 
Рис. 2. Сгенерированная последовательность  

в шестнадцатеричной кодировке 
 
Созданный массив может изменяться в соот-

ветствии с требованиями конкретного приложе-
ния к ключу. Реализация генерации ключа в виде 
массива объектов позволяет преобразовать его 
в словарь для шифрования защитных векторных 
изображений, где требуется набор уникальных 
комбинаций параметров для характеризации ли-
ний. Для преобразования полученной последова-
тельности в ключ используются дополнительные 
функции. Функция find_num_dots(obj) 
определяет тип линии, которую будет определять 
принятый функцией объект, и количество точек, 
которыми линия будет задаваться, в случае, если 
линия задана как пунктирная. 

Для удаления повторяющихся элементов мас-
сива используется функция check_arr(arr), 

которая принимает на вход полученный массив 
объектов после преобразований и возвращает 
новый массив (листинг 2). 

 

Листинг 2. Фрагмент кода функции check_arr() 
 
Данная функция проверяет и сохраняет во 

временный массив упрощенное представление 
объектов и помещает новый массив в коллекцию, 
в которой происходит очистка от дублирующих 
значений.  

После всех преобразований данные формиру-
ются в ключ в формате словаря, где каждый объ-
ект соответствует букве, а каждое поле – пара-
метр линии, которой данная буква будет кодиро-
ваться. За преобразование в ключ отвечает функция 
save_key(res), принимающая на вход мас-
сив объектов и возвращающая файл в формате 
JSON (листинг 3). 

 

Листинг 3. Код функции save_key(res) 
 
Массив characters является контейнером 

для хранения символов с их параметрами шиф-
рования. Поля startLine и endLine – стар-
товая и конечная линии, которые шифруются как  
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равнозначные с остальными буквами алфавита. 
Поле plainCharacter содержит букву, к кото-
рой относятся объект с параметрами cipher-
Character. Подобным образом каждой букве 
присваиваются такие же параметры. Объем гене-
рации позволяет создать объекты не только для 
основного массива букв, но и для дополнитель-
ных знаков и символов, которые впоследствии мо-
гут быть использованы как дополнительная мера 
защиты информации. После при помощи встро-
енной функции JSON.stringify() массив 
конвертируется в формат JSON. 

После генерации и преобразований пользо-
ватель получает на свое устройство ключ в фор-
мате файла JSON. Данный ключ имеет специфи-
ческую структуру из-за особенностей строения 
приложения, в котором он впоследствии будет 
использован. Средняя длина ключа составляет 
9680 бит, что более чем в 4,5 раза превосходит 
длину ключа в RSA.  

Заключение. Для решения задачи генерации 
ключа, который обеспечит высокую уникальность, 
разработан метод генерации ключа на основе дви-
жения мыши. Установлено, что для получения 
массива значений объемом от 250 до 400 объек-
тов необходимо задать область регистрации по-
ложения курсора 1000×1000 px и время генера-
ции 20 с. Стабильность генерации обеспечивает 
повторяемость 80%. Для определения вероятно-
сти коллизий был проведен анализ сгенерирован-
ных последовательностей как до преобразования 
в ключ, так и после. Анализ показал, что из 120 сге-
нерированных ключей разной длины не было сге-
нерировано ни одного ключа, который бы совпал.  

Предложенный метод показал высокую про-
изводительность по сравнению с методом RSA. 
Так, благодаря фиксированному времени гене-

рации и асинхронной обработке значений, пред-
ложенный метод генерации ключа задействует 
меньшие вычислительные мощности по сравне-
нию с методом RSA. На системах с 4-ядерными 
процессорами (тесты проводились на процессоре 
Intel i3-12100) рассмотренный метод задейство-
вал максимально 10% CPU, в то время как RSA 
задействует максимально 38%, что соответствует 
полной загрузке как минимум одного ядра. Ре-
зультаты сравнения времени генерации и загрузки 
CPU представлены на рис. 3. На графике пока-
зано, что предложенный метод намного менее 
ресурсозатратный, что делает его эффективным 
для использования в системах с небольшими вы-
числительными мощностями в сравнении с RSA.  

 

 
Рис. 3. Сравнение времени генерации и загрузки CPU 

для RSA и предложенного метода 
 
Метод позволяет корректировать длину по-

следовательности исходя из требований систем, 
для которых генерируется ключ, тем самым можно 
избежать потерь вычислительных мощностей и 
ресурсов, которые потребуются для генерации 
избыточного ключа другими методами.
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В. А. Ворошень, Д. М. Романенко 

Белорусский государственный технологический университет 
МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ЦВЕТОВЫХ СХЕМ НА ОСНОВЕ КЛАСТЕРИЗАЦИИ 

ЦВЕТОВЫХ ВЕКТОРОВ И ТОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА РАСТРОВЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
Рассматривается задача автоматизированного анализа цветовых характеристик растровых изоб-

ражений с помощью построения цветовых схем. В качестве основного способа выделения цветов 
используется кластеризация с помощью k-средних, позволяющая определить наиболее характер-
ные цвета изображения. Для повышения качества построения цветовых схем применяются этапы 
предварительной обработки, включающие масштабирование изображения с бикубической интер-
поляцией и размытие по Гауссу. Объясняется выбор метода интерполяции с учетом наличия на 
фотографиях шумов и дефектов, влияющих на цвета, а также сохранения существующих цветов. 
Предложены три разновидности цветовых схем: ключевые цвета, тональные доминанты и акценты. 
При определении ключевых цветов используется кластеризация всех оттенков, представленных 
на изображении. Извлечение тональных доминант осуществляется тем же способом для наиболее 
распространенных цветов изображения. Для определения акцентов используется алгоритм, учи-
тывающий основные особенности восприятия цветов человеком, а также цветовая модель HSV, 
представляющая оттенок, яркость и насыщенность как отдельные каналы. Полученные цветовые 
схемы изображений, содержащих памятные цвета, проверены на достоверность с помощью таб-
лиц памятных цветов. Результаты могут быть применимы в таких областях компьютерного зрения, 
как автоматизированный анализ композиции фотографий, автоматизированная жанровая класси-
фикация, анализ жанровых закономерностей наборов фотографий, улучшение алгоритмов реко-
мендательных систем. 

Ключевые слова: растровые изображения, цветовая схема, кластеризация, метод k-средних, 
ключевые цвета, тональные доминанты, акценты. 
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METHOD FOR CONSTRUCTING COLOR SCHEMES BASED  
ON COLOR VECTOR CLUSTERING AND RASTER IMAGES TONAL ANALYSIS 

This paper addresses the problem of automated analysis of the color characteristics of raster images 
through the construction of color schemes. The primary method used for color extraction is k-means clustering, 
which allows for the identification of the most representative colors in an image. To enhance the quality of the 
generated color schemes, preprocessing steps such as image scaling using bicubic interpolation and Gaussian 
blurring are applied. The choice of the interpolation method is explained, taking into account the presence of 
noise and defects in the photographs that affect the colors, as well as the preservation of existing colors. Three 
types of color schemes are proposed: key colors, tonal dominants, and accents. Key colors are determined by 
clustering all shades present in the image. Tonal dominants are extracted using the same method, focusing on 
the most prevalent colors. Accents are identified using an algorithm that considers key aspects of human color 
perception, as well as the HSV color model, which represents hue, brightness, and saturation as separate chan-
nels. The resulting color schemes for images containing memorable colors are validated using tables of mem-
orable colors. The proposed approach may find applications in various areas of computer vision, such as auto-
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collections, and enhancement of recommendation system algorithms. 
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Введение. Визуальное искусство, результатом 
которого становится цифровое изображение, ис-
пользует цвет в качестве основного средства вы-
разительности наряду с композицией, перспек-
тивой и сюжетом. Цвет определяет первое впе-
чатление от изображения, формирует его контекст 
и влияет на эстетическое восприятие. Это акту-
ально и для фотографии, которая является одним 
из наиболее выразительных направлений визу-
ального искусства. 

Развитие технических средств, технологий об-
работки изображений, появление вычислитель-
ной фотографии [1], а также ускоренный рост 
создания фотоснимков и их повсеместная доступ-
ность приводят к необходимости разработки ав-
томатизированных подходов к анализу изобра-
жений не только с физической или технической, 
но и с художественной точки зрения. Автомати-
зация целесообразна в случае больших наборов 
данных, которые невозможно проанализировать 
вручную. 

Одним из способов автоматического анализа 
растрового изображения является оценка полу-
чаемых на его основе цветовых схем – совокуп-
ностей доминирующих цветов изображения [2]. 
Данный подход позволяет существенно упростить 
анализ, поскольку количество цветов сокраща-
ется с сотен тысяч до ограниченного количества 
основных оттенков, которое можно контролиро-
вать, что позволяет получить схемы различной 
детализации. 

Цель данной работы – выявление основных 
цветовых характеристик, описываемых цветовы-
ми схемами, созданными на основе метода кла-
стеризации k-средних и тонального анализа [3]. 
При этом для рассматриваемого изображения 
выполняется предобработка и выделяются цве-
товые схемы, описывающие его различные ас-
пекты. 

Сопоставление цветовых схем фотографий, 
выполненных в различных жанрах, может найти 
применение в задачах классификации [4] и сти-
листической обработки. 

Основная часть. Исходным для построения 
цветовых схем может служить любое растровое 
изображение. В данном случае используются фо-
тографии, опубликованные на открытом ресурсе 
35PHOTO [5]. При этом к изображениям предъ-
являются следующие требования: 

– фотографии должны быть естественными: 
чрезмерная авторская обработка, влияющая на 
отображение цвета и его натуральность, не соот-
ветствуют тематике исследования; 

– предпочтение отдается фотографиям, выпол-
ненным в дневное время, поскольку в таком случае 
становится возможным оценить соответствие вы-
деленных цветов памятным, однако допускается 
также и съемка в ночное или режимное время [6]. 

Изображения сохраняются в формате JPG. 
Данный формат позволяет хранить изображения 
высокого разрешения, при котором менее заметным 
становится один из его основных недостатков – 
сжатие с потерями. Также ресурс 35PHOTO ре-
комендует загружать фотографии, разрешение ко-
торых по большей стороне составляет от 1000 до 
2000 пикселей [7], что способствует уменьшению 
числа артефактов сжатия, которые могут ока-
зать негативное влияние на цвета изображения. 
По умолчанию информация о цвете изображений 
хранится с использованием цветового простран-
ства RGB, однако данное пространство не универ-
сально и в некоторых случаях его удобно кон-
вертировать в иное. 

Любое изображение (I) можно представить в 
виде набора пикселей, имеющих определенные 
характеристики [8]. Каждый такой пиксель опи-
сывается вектором p размерности n, где n – ко-
личество характеристик пикселя, в данном случае 
равное трем по числу цветовых каналов: красного, 
зеленого и синего. Иначе говоря, изображение яв-
ляется тензором размера H × W × 3, где H и W – 
высота и ширина изображения в пикселях соот-
ветственно, а каждая точка содержит некоторый 
вектор ci,j = (R, G, B), где R, G, B ∈ [0, 255] – 
уровни квантования цвета. Таким образом, изоб-
ражение можно описать так: 

 3
, ,{ | 1 , 1 },i j i jI c i H j W c= = = ∈  . (1) 

Структура цветового вектора с остается неиз-
менной для цветовых пространств, имеющих три 
компонента, в отличие, например, от четырехэле-
ментной цветовой модели CMYK. 

Исследование цветовых характеристик изоб-
ражения традиционными методами включает в 
себя алгоритмы кластеризации и тонального ана-
лиза. Поскольку количество разных цветов, при-
сутствующих на изображении, может достигать 
существенных величин, для упрощения анализа 
выделяется ряд ключевых цветов, описывающих 
исходное изображение по тому или иному прин-
ципу. Такие цвета в совокупности составляют цве-
товые схемы, или палитры. 

Цветовая палитра должна содержать цвета, 
наиболее полно описывающие изображение, вклю-
чая оттенки фона, переднего плана и возможных 
акцентных цветов.  

Для каждого изображения создается по три 
цветовые схемы: ключевые цвета, тональные до-
минанты и акценты, каждая из которых со своей 
стороны раскрывает цветовое содержание изоб-
ражения. 

Ключевые цвета содержат результат прове-
дения кластеризации всех цветов исходного изоб-
ражения, а именно центры кластеров. Данная 
цветовая схема описывает разнообразие схожих, 
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но неодинаковых оттенков и призвана отражать ос-
новные цвета, замечаемые глазом. Однако в зависи-
мости от выбранного количества кластеров мелкие 
детали могут оказаться вне данной схемы, в том 
числе и акцентные, значимые с точки зрения чело-
века и композиции, но имеющие воплощение лишь 
в небольшом количестве оттенков на изображении. 

Тональные доминанты, в отличие от ключе-
вых цветов, описывают количественное преобла-
дание цветов на изображении. С их помощью 
становится возможной более точная оценка фона 
изображения, а также его контраста в случае, ко-
гда отличные друг от друга оттенки составляют 
существенную часть изображения. 

И наконец, акценты представляют собой наибо-
лее выделяющиеся цвета, пусть и занимающие 
малую площадь изображения, но привлекающие 
внимание. Такие цвета не обязательно должны 
соответствовать наиболее значимым объектам, 
однако именно акцентные цвета позволяют ви-
зуально выделять объекты на изображении [9], 
что часто применяется при построении кадра фо-
тографом или художником. 

Для создания каждой из цветовых схем ис-
пользуются различные подходы, но одинаковый 
алгоритм подготовки и предварительной обра-
ботки изображения. 

Прежде всего было выяснено, что исходный 
размер изображения слишком велик для автома-
тической обработки и подвержен ряду недостат-
ков. Связано это с тем, что фотографии в боль-
шинстве своем так или иначе содержат шум, будь 
то импульсный, фотонный или Гауссовский [10], 
что фактически создает побочные цвета, не име-
ющие смысловой нагрузки и не запланированные 
автором фотографии. Кроме того, сама фотогра-
фия может содержать мелкие текстуры различных 
оттенков (например, при съемке деревьев, травы 
или песка). К тому же чрезмерное количество 
различных оттенков при фиксированном коли-
честве центров кластеров приводит к излишнему 
усреднению значений цветов, из-за чего цветовая 
схема меньше соответствует действительности. 

Для решения перечисленных проблем изоб-
ражение подвергается двум стадиям предобработ-
ки: размытию и интерполяции с уменьшением раз-
мера. При этом можно использовать различные 
виды интерполяции (рис. 1): бикубическую, били-
нейную и методом k ближайших соседей. Однако 
не каждая из этих разновидностей дает одинаково 
хороший результат. 

Сравнение представленных видов интерполя-
ции осуществляется с помощью сопоставления 
исходного изображения с тем, к которому при-
менена интерполяция. Для этого создано эталонное 
растровое изображение (эталон), не содержащее 
шумов и прочих артефактов, присущих фотогра-
фиям. Размер данного изображения составляет 
550 пикселей в ширину и 440 пикселей в высоту. 
Также создается копия эталонного изображения с 
добавленными шумами (шумный эталон), призван-
ная отразить то, как выглядят реальные фотографии. 

Эталонные изображения уменьшаются до 
50 пикселей в ширину и 40 пикселей в высоту 
(коэффициент уменьшения по каждой из сторон 
равен 11), при этом используются различные виды 
интерполяции. В результате получается набор из 
шести уменьшенных изображений. 

Каждому пикселю уменьшенного изображе-
ния соответствует блок из 121 пикселя (11 в ши-
рину и 11 в высоту) эталона. Эффективность ин-
терполяции определяется тем, насколько точно 
уменьшенное изображение передает реальное. 

Проверить это можно, используя среднеквад-
ратическую ошибку (MSE), отражающую среднее 
отклонение пикселей блока от пикселя уменьшен-
ного изображения. 

Для расчета MSE можно воспользоваться фор-
мулой [11] 

 2

1

1 ( )
N

i i
i

MSE X Y
N =

= − , (2) 

где N – общее количество попиксельных сравне-
ний; X – в данном случае значение пикселя эта-
лонного изображения, а Y – значение пикселя 
интерполированного изображения.  

 

    
 а б в г 

Рис. 1. Методы интерполяции изображения: 
а – исходное изображение; б – бикубическая интерполяция; 
в – билинейная интерполяция; г – метод k ближайших соседей 
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Также важно учитывать, что MSE в неизмен-
ном виде можно использовать для сравнения изоб-
ражений идентичного размера, тогда как в данной 
задаче пиксель интерполированного изображения 
сравнивается с блоком пикселей эталонного. Таким 
образом, в формулу MSE вводится сумма разниц 
для пикселей в блоке: 

 2
,

1 1

1 ( )
M B

i j i
i j

MSE X Y
M B = =

= −
⋅  , (3) 

где M – количество блоков эталонного изобра-
жения; B – количество пикселей в блоке; X – зна-
чение пикселя j в блоке i; Y – значение пикселя 
интерполированного изображения, соответству-
ющего блоку i. 

С учетом того, что цвет состоит из трех ком-
понентов, целесообразно рассчитывать MSE от-
дельно для каждого канала. 

Результаты вычисления MSE показаны в 
табл. 1 для эталонного изображения и в табл. 2 – 
для эталона с добавленными шумами. 

 
Таблица 1 

Сравнение эталонного изображения 
с его интерполированными копиями 

Интерполяция Канал 
R G B Среднее 

Бикубическая 24,0 24,4 24,9 24,4 
Билинейная 25,9 27,1 24,3 25,8 
k ближайших соседей 9,3 5,9 8,1 8,1 

 
Таблица 2 

Сравнение эталона с добавленными шумами 
с его интерполированными копиями 

Интерполяция Канал 
R G B Среднее 

Бикубическая 86,7 80,8 75,9 81,1 
Билинейная 83,7 84,6 85,1 84,4 
k ближайших соседей 87,7 85,9 84,7 86,1 

 
Как видно из представленных данных, бику-

бическая интерполяция показывает наилучшие 
результаты (за исключением красного канала) в 
случае изображения с добавленными шумами, то-
гда как метод k ближайших соседей существенно 
превосходит прочие в случае чистого изображе-
ния без шумов. 

Вопреки кажущемуся превосходству метода 
k ближайших соседей, на изображениях, имеющих 
изменения параметров цвета в силу наличия циф-
ровых дефектов (шума, артефактов сжатия и т. д.), 
что характерно для фотографий, целесообразно 
использовать метод бикубической интерполяции.  

Кроме того, другим немаловажным парамет-
ром при выборе метода интерполяции является 
сохранение акцентных цветов на изображении. 

Поскольку цвета – это трехэлементные векторы, 
между ними в пространстве, в котором они нахо-
дятся, возможно найти расстояние. Для этого ис-
пользуется Евклидова метрика, рассчитывающа-
яся по формуле [12] 

 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )E R R G G B BΔ = − + − + − , (4) 

где R, G, B – уровни квантования красного, зеле-
ного и синего соответственно. 

Уровни квантования каналов могут прини-
мать значения от 0 до 255, поэтому ненормали-
зованные результирующие значения метрики за-
ключаются в диапазоне между 0 и 441,67. Од-
нако нормализация приводит их к диапазону от 
0 до 1, где 0 означает полное сходство векторов, 
а 1 – их полное различие. 

Цвета в данном случае расцениваются как век-
торы. При этом на исходном изображении (SI) 
берется проба акцентного цвета, после чего опе-
рация повторяется для полученных в результате 
интерполяции изображений. 

Для исходного изображения и изображений, 
полученных в результате применения бикубиче-
ской, билинейной интерполяций и интерполяции 
методом k ближайших соседей соответственно, 
результат выбора акцентных цветов составил: 

– SIa = (220, 18, 35);  
– BCa = (171, 42, 51); 
– BLa = (168, 50, 62); 
– Na = (99, 41, 53). 
Результаты вычисления Евклидовой метрики 

показаны в табл. 3. 
 

Таблица 3 
Значения Евклидовой метрики 

для различных методов интерполяции 

Интерполяция Евклидова метрика 
Бикубическая 0,1287 
Билинейная 0,1512 
K ближайших соседей 0,2818 

 
Таким образом, расчет MSE и Евклидовой 

метрики показал, что для фотографий, имеющих 
шумы и прочие артефакты, наилучшим вариантом 
является использование бикубической интерпо-
ляции. Кроме того, она хорошо передает цветовое 
содержание исходного изображения и лучше про-
чих сохраняет акцентные цвета. 

В качестве начального размера для анализа 
изображения было выбрано значение 200 пиксе-
лей, поскольку максимальное количество цве-
тов в таком случае будет равно или даже менее 
200 × 200 = 40 000. Такое количество одновре-
менно обеспечивает сохранение основных цве-
тов, упрощает вычисления и уменьшает влияние 
шумов и возможных артефактов на конечный ре-
зультат получения цветовых схем. Помимо прочего, 
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уменьшение размера изображения призвано при-
вести близкие оттенки, расположенные по сосед-
ству, к единому значению. 

Помимо уменьшения размера и сопутствую-
щей интерполяции, к изображению применяется 
размытие по Гауссу, преследующее те же цели и 
показывающее хорошие результаты в области 
уменьшения шума и сглаживания растровых изоб-
ражений [13, 14]. Важно заметить, однако, что 
подобное размытие не обеспечивает полного сли-
яния друг с другом схожих оттенков, но способ-
ствует уменьшению их количества.  

Обработка и анализ изображения осуществ-
ляются с использованием языка программирова-
ния Python, а также библиотеки Pillow.  

Выделение ключевых цветов осуществляется 
с помощью кластеризации. В данном случае вы-
бор был сделан в пользу метода k-средних, по-
скольку он имеет высокую результативность при-
менительно к задаче выделения основных цветов, 
а также сегментации [15, 16]. 

Метод k-средних позволяет разбить множе-
ство цветовых векторов на фиксированное kk не-
пересекающихся подмножеств, называемых кла-
стерами так, чтобы отклонение внутри кластеров 
было минимальным. Алгоритм повторяется до тех 
пор, пока центры кластеров не перестанут зна-
чительно изменяться. 

Выбор значения kk напрямую зависит от же-
лаемого количества ключевых цветов в цветовой 
схеме, поскольку именно на это число и будет 
разделяться общее множество векторов исходного 
изображения. Данное значение существенным об-
разом влияет на качество и работоспособность 
метода, однако в рамках исследования устанав-
ливается вручную, а не автоматически. Для эф-
фективного получения наилучшего для конкрет-
ного изображения значения kk в дальнейшем 
планируется разработка метода, основанного на 
алгоритмах машинного обучения. Сейчас же па-
раметр kk не является фиксированным и зависит 
как от самого изображения, так и от цели получе-
ния цветовой схемы. Основным критерием вы-
бора является наблюдаемое количество различ-
ных оттенков на исходном изображении. Так, в 
случае, например, фотографии заснеженного го-
рода в большом kk нет смысла, поскольку в ре-
зультате получится цветовая схема, состоящая из 
близких оттенков белого и серого. Однако для 
контрастного и яркого изображения, какими бы-
вают фотографии, относящиеся к жанрам стрит 
или репортаж, kk возрастет соразмерно предпо-
лагаемым цветовым кластерам, имеющимся на 
изображении. 

В данном случае kk принимается равным 10, 
что предоставляет достаточную свободу выбора 
ключевых цветов изображения. 

Полученные в результате применения метода 
k-средних к изображению центры кластеров ин-

терпретируются как цвета итоговой цветовой схе-
мы. Кластеры в схеме сортируются по выбран-
ному критерию: доле пикселей изображения, по-
павших в кластер. 

Данная цветовая схема призвана описать изоб-
ражение на уровне главных объектов крупными 
мазками. Она показывает основные цвета, при-
сутствующие на фотографии, указывает на воз-
можную принадлежность ее некоторому жанру, 
для которого характерно подобное цветовое со-
четание. 

Кроме того, с помощью ключевых цветов воз-
можно оценить контрастность и яркость изобра-
жения, а также его общую насыщенность.  

Пример цветовых схем тестовых изображений 
показан на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Ключевые цвета изображений 

 
Важной особенностью создания схемы клю-

чевых цветов является задействование усредне-
ния, лежащего в основе метода k-средних, в связи 
с чем некоторые близкие по своим значениям, но 
перцептивно отличающиеся цвета приводятся к 
единому значению. Это обусловливает возможное 
отсутствие акцентных и ярких цветов в получен-
ной схеме. 

Дополнением данной цветовой схемы служат 
тональные доминанты – одинаковые цвета, наибо-
лее часто встречающиеся на изображении. Благо-
даря данной цветовой схеме становится возмож-
ным оценить особенности фона и количественно 
преобладающие оттенки. 

Процесс получения тональных доминант также 
содержит в себе элемент кластеризации, однако вме-
сто анализа всех цветов изображения выбираются 



104  Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öâåòîâûõ ñõåì íà îñíîâå êëàñòåðèçàöèè öâåòîâûõ âåêòîðîâ è òîíàëüíîãî àíàëèçà  

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2025 

лишь 100 наиболее распространенных, количество 
повторений которых существенно выше, чем у 
остальных. Такое значение позволяет соблюсти 
баланс между разнообразием цветов фона и от-
сутствием наименее значимых оттенков. 

Полученные в результате цвета также подвер-
гаются кластеризации и сортируются в том же по-
рядке, что и в случае ключевых цветов. При этом 
количество кластеров kt должно быть выбрано с 
учетом содержания изображения, что невозможно 
на данный момент. В связи с этим kt точно также, 
как и kk, принимает значение 10. 

Некоторые тональные доминанты, полу-
ченные из тестовых изображений, показаны на 
рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Тональные доминанты изображений 

 
Между ключевыми цветами и тональными до-

минантами заключается существенная разница, 
благодаря которой данные схемы могут допол-
нять друг друга, но не пересекаться полностью. 
Ключевые цвета описывают все оттенки на изоб-
ражении, собранные вокруг какого-либо общего 
центра, усредняющего схожие значения. Однако 
данная цветовая схема не учитывает количество 
присутствующих на изображении одинаковых цве-
тов, из-за чего с помощью ключевых цветов не-
возможно оценить, например, общую яркость изоб-
ражения. Тональные доминанты, напротив, опи-
сывают те цвета, которых количественно больше, 
благодаря чему становится возможным понять, 
что содержится на фоне изображения. Это осо-
бенно актуально в случае однородного фона, что 
часто встречается, например, в портретной съемке. 

Тональные доминанты могут обнаружить скры-
тые особенности изображения. Если при подго-
товке исключить этап размытия, цвета мелких 
текстур, незаметные человеческому глазу, могут 
оказать существенное влияние на результат. Напри-
мер, одной из тональных доминант фотографии 
желтых цветов может оказаться черный, находя-
щийся между лепестками. 

Таким образом, обе цветовые схемы: ключе-
вые цвета и тональные доминанты, – призваны 
дополнять друг друга. Это отчетливо видно при 
анализе яркости, который невозможно провести 
только с помощью ключевых цветов, что проде-
монстрировано на рис. 4 (слева исходное изобра-
жение, посередине ключевые цвета, справа то-
нальные доминанты). 

 

 
Рис. 4. Сравнение ключевых цветов (посередине) 

и тональных доминант (справа) 
 
Интересной особенностью работы с цветовыми 

схемами является их сопоставление. В некоторых 
случаях наблюдается совпадение центров, что 
указывает на устойчивость цветовой структуры 
изображения, однако чаще тональные доминанты 
значительно отличаются от ключевых цветов, что 
особенно характерно в случае однородного фона. 

Еще одной цветовой схемой являются акценты. 
Это наиболее яркие и заметные части изображе-
ния. Для их получения необходим поканальный 
анализ рассматриваемого цвета, при этом цвето-
вое пространство RGB плохо подходит для такого 
анализа, так как значения оттенка кодируются 
значениями красного, зеленого и синего, из-за чего 
сложно отследить четкую зависимость между ними 
и такими параметрами, как насыщенность и яр-
кость. Данных недостатков лишено пространство 
HSV, имеющее три канала: оттенок, насыщен-
ность и яркость, которые наилучшим образом со-
ответствуют человеческому восприятию цвета [17]. 
Из-за этого именно оно используется в извлече-
нии акцентов на изображении. Благодаря своей 
структуре и допустимым значениям в каналах 
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(H ∈ [0, 360], S, V ∈ [0, 100]) модель также ши-
роко распространена в художественной сфере 
(например, в цифровой живописи). 

Для того чтобы получить акцентную схему, 
необходимо произвести действия в соответствии 
с алгоритмом. 

1. Перевести изображение в цветовое про-
странство HSV. 

2. Определить набор цветов, количество ко-
торых на изображении выше среднего, в такой 
набор будут входить все ключевые цвета и тональ-
ные доминанты. 

3. Рассчитать взвешенное среднее для каж-
дого из каналов, а также общее количество рас-
сматриваемых цветов. 

4. Найти тональные доминанты, также пере-
вести их в модель HSV и, исходя из полученных 
значений, сделать вывод о высоком или низком 
ключе изображения. 

5. Исключить из рассмотрения цвета малой 
яркости в случае низкого ключа и большой – в 
случае высокого. 

6. Исключить из рассмотрения цвета с низкой 
насыщенностью, так как они не могут быть ак-
центными по определению. 

7. Для каждого цвета из потенциально акцент-
ных рассчитать разность оттенка, насыщенности 
и яркости, после чего рассчитать итоговую мет-
рику контрастного отклонения. 

8. Если метрика показывает значения выше 
0,5 – цвет признается акцентным. 

В случае данной цветовой схемы также воз-
можно применение кластеризации, если количе-
ство акцентных цветов ka больше заданного. В ба-
зовом случае их число равно одному. 

Для того чтобы найти разность между двумя 
значениями оттенка, нужно учитывать фактор того, 
что в модели HSV данный канал принимает зна-
чения H ∈ [0, 360]. Также немаловажно, что визу-
альной репрезентацией канала оттенка является 
окружность (рис. 5). Эта особенность наклады-
вает ограничения на расчет разности. 

 

 

Рис. 5. Значения канала оттенка в виде окружности 

Поскольку расстояние, равное искомой раз-
ности, между двумя оттенками можно найти по 
двум дугам, которые зачастую будут иметь раз-
ную длину, необходимо выбрать одно значение, 
которое должно быть минимальным, чтобы верно 
обозначать разницу в тоне. Также важно учиты-
вать, что расстояние не может быть отрицатель-
ным – любое такое значение должно быть взято 
по модулю. Кроме того, максимальное значение 
разности оттенков может достигать 180°, что при-
водится к диапазону от 0 до 1 делением на 180. 

Учитывая все вышеперечисленные особенно-
сти, разность оттенка можно найти, воспользо-
вавшись формулой 

 1 min(| |, 360 | |)
180h h h h hΔ = ⋅ − − − , (5) 

где h – оттенок текущего цвета, а h – взвешен-
ное среднее всех оттенков на изображении. 

Разность насыщенности и яркости находится 
похожим образом, за исключением того, что они, 
в отличие от оттенка, не имеют цикличности, а 
значит, не требуют дополнительной операции вы-
читания. Однако они точно также требуют норма-
лизации. Для того чтобы провести ее, необходимо 
разделить полученную разницу на максимально 
возможное значение в канале, которое равно 100. 

Таким образом, разность насыщенности нахо-
дится по формуле 

 1 | |
100s s sΔ = ⋅ − , (6) 

где s – оттенок текущего цвета, а s – взвешенное 
среднее всех оттенков на изображении. 

Разность яркости находится аналогично. 
В качестве итоговой метрии, описывающей 

степень контрастного отклонения цвета от фона, 
используется взвешенная сумма каждого канала, 
что описывается следующей формулой: 

 h h s s v vC w w w= ⋅ Δ + ⋅ Δ + ⋅ Δ , (7) 

где wh, ws, wv – веса оттенка, насыщенности и яр-
кости соответственно, а Δh, Δs, Δv – разности от-
тенка, насыщенности и яркости. 

При этом веса для всех каналов подбираются 
экспериментально, их итоговые значения пока-
заны в табл. 4. 

 
Таблица 4 

Значения весов каналов для расчета метрики 
контрастного отклонения 

Ключ 
изображения 

Веса 
оттенка насыщенности яркости 

Низкий 0 0 1 
Высокий 0,6 0,2 0,2 
Отсутствует 0,5 0,2 0,3 

0° 

300° 

240° 

60° 

120° 

180° 
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Количество цветов в акцентной схеме ka в го-
раздо большей степени зависит от содержания 
исходного изображения, чем в случае ключевых 
цветов и тональных доминант. Акценты есть не 
на каждом изображении, и часто их количество 
ограничено одним оттенком. 

Пример полученной схемы, состоящей факти-
чески из одного акцентного цвета, для тестовых 
изображений показан на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Акценты изображений 

 
Все три вида цветовых схем целесообразно 

использовать для анализа растровых изображе-
ний с разных точек зрения. Также их можно про-
верить на достоверность, используя таблицы па-
мятных цветов. В фотографии памятными явля-
ются такие цвета, которые являются особенно 
характерными и запоминающимися для опреде-
ленного объекта или субъекта. Так, например, цвета 
травы, неба или кожи относятся к памятным. 
Для удобства использования ряд таких цветов за-
писан в форме таблицы [18], откуда легко полу-
чить RGB значения данных цветов. 

Выбранная цветовая схема тестового изобра-
жения, содержащего в себе памятный цвет, должна 
также иметь его, пусть и с некоторым отличием 
в конкретных значениях каналов. 

На рис. 7 показано изображение, содержащее 
памятный цвет – зеленый, цвет травы. 

При этом на изображении представлено не-
сколько отличных по яркости и насыщенности 
зеленых. Пробы памятного цвета (Cp) берутся из 

центра изображения и верхнего правого края, в 
результате чего получаются два значения: 

– Cp1 = (58, 126, 33); 
– Cp2 = (165, 211, 101). 
 

 
Рис. 7. Тестовое изображение, содержащее 

памятный зеленый цвет 
 
Выделение двух ключевых цветов (Ck) дает 

следующие значения: 
– Ck1 = (61, 122, 36); 
– Ck2 = (119, 178, 75). 
Результат вычисления Евклидовой метрики 

для первой пары векторов ΔEpk1 равен 0,0958, что 
соответствует достаточно небольшой разнице меж-
ду цветами. 

Вычисление ΔEpk2 дает значение 0,1410. 
Результаты показывают большое сходство 

между предполагаемыми ключевыми цветами и 
рассчитанными автоматически. 

Полученным с помощью кластеризации цве-
там на таблице памятных соответствуют: 

– темно-зеленый: Cm1 = (67, 131, 23); 
– салатовый: Cm2 = (175, 209, 149). 
При этом Cm1 ставится в соответствие Ck1, а 

Евклидово расстояние между ними ΔEmk1 состав-
ляет 0,0383. Расстояние же между Cm2 и Ck2 – 
ΔEmk2 = 0,2215. 

Таким образом, разница между предполагае-
мыми и выделенными ключевыми цветами со-
ставляет не более 15%, тогда для выделенных и 
памятных цветов варьируется от 3,8% до 22%. 
Это обусловлено тем, что памятные цвета в таб-
лице не содержат конкретных оттенков зеленого, 
которые бы полностью соответствовали тесто-
вому изображению. 

Тестирование результатов выделения тональ-
ных доминант осуществляется с помощью изоб-
ражения, показанного на рис. 8. 

Проба цвета берется с неба, имеющего равно-
мерную синюю окраску, а также с песка. У этих двух 
объектов наиболее однородная окраска, что напря-
мую соответствует сути схемы тональных доминант. 
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Рис. 8. Тестовое изображение, содержащее 

памятный синий цвет 
 
При этом цвета неба и песка принимают сле-

дующие значения соответственно: 
– Cp3= (0, 95, 203); 
– Cp4= (253, 242, 232). 
Выделение двух тональных доминант разра-

ботанным методом дает следующие значения: 
– Cd1 = (1, 100, 203); 
– Cd2 = (252, 238, 224). 
Отличие в предполагаемом и результирую-

щем цвете неба составило ΔEpd1 = 0,0115, что со-
ответствует 1,15% и говорит о высокой степени 
точности выделения тональных доминант пред-
ставленным методом. 

Евклидово расстояние для цветов песка со-
ставило ΔEpd2 = 0,0204, то есть 2,04%. 

Цвета, выбранные из таблицы памятных цве-
тов и наилучшим образом описывающие оттенки 
неба и песка, следующие: 

– лазурный: Cm3 = (6, 89, 158); 
– слоновая кость: Cm4 = (255, 238, 175). 
Таким образом, разница между тональной до-

минантной и памятным цветом для неба состав-
ляет ΔEmd1 = 0,1055. То же значение для песка 
составляет ΔEmd2 = 0,1111. 

Аналогичная проверка осуществляется и для 
акцентных цветов. Для тестового изображения, 
показанного на рис. 9, акцентным цветом явля-
ется цвет кожи. 

С изображения берется проба цвета кожи, в 
результате получается следующее значение: 
Cp5 = (231, 181, 154). Выявление акцента с ис-
пользованием описываемого метода дало значе-
ние Ca = (209, 159, 132). Евклидово расстояние 
между данными цветами составило ΔEpa = 0,0863, 
что соответствует 8,63%. 

В качестве памятного цвета выбран телесный 
CDm5 = (253, 216, 207). 

Сравнение тональных доминант с памятным 
цветом показало довольно значительную раз-
ницу ΔEma = 0,2354. Это обусловлено широким 
разбросом цветов кожи человека, которые зави-
сят от индивидуальных особенностей, таких как 

раса, возраст, пол и т. д. Также на цвет кожи вли-
яют творческое видение фотографа, освещение 
сцены и итоговая обработка изображения. 

 

 
Рис. 9. Тестовое изображение, содержащее 

памятный цвет кожи 
 
Полученные значения показали, что цвето-

вые схемы соответствуют предполагаемым: зна-
чения Евклидова расстояния заключаются между 
1,15% и 9,58%. Однако соответствие между цве-
товыми схемами и памятными цветами имеет 
большую погрешность (результаты разницы нахо-
дятся в диапазоне от 3,8% до 23,54%), что свя-
зано с унификацией памятных цветов, из-за чего 
они не могут быть полностью универсальными 
и полностью отражать любое произвольное изоб-
ражение. 

Заключение. Рассмотрен метод автоматизи-
рованного анализа цветовых характеристик раст-
ровых изображений, основанный на построении 
цветовых схем. Определены три разновидности 
цветовых схем: ключевые цвета, тональные доми-
нанты и акценты. В качестве основного метода 
извлечения цветовых центров выбран алгоритм 
кластеризации k-средних. Для повышения досто-
верности результатов применены методы пред-
варительной обработки изображений, включаю-
щие масштабирование с использованием бику-
бической интерполяции и размытие по Гауссу. 
Предложен алгоритм выделения акцентных цве-
тов, учитывающий особенности человеческого 
восприятия и использующий модель HSV. Осу-
ществлена проверка достоверности построенных 
цветовых схем с применением таблиц памятных 
цветов, Евклидово расстояние между пробными 
цветами и цветами из полученных автоматиче-
ски цветовых схем не превышало 10%. Получен-
ные цветовые представления могут быть исполь-
зованы для задач автоматизированного анализа 
композиции изображений, жанровой классифи-
кации и оптимизации рекомендательных систем.
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Н. В. Попеня, Д. М. Романенко 
Белорусский государственный технологический университет 

МЕТОД АУДИОСТЕГАНОГРАФИИ ДЛЯ AAC-СЖАТЫХ АУДИОСИГНАЛОВ  
НА ОСНОВЕ ЭХО-КОДИРОВАНИЯ И АДАПТИВНОГО КЕПСТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

Статья посвящена разработке и исследованию метода аудиостеганографии, предназначенного 
для работы с аудиосигналами, подверженными AAC-сжатию. Предлагаемый метод основан на 
эхо-кодировании, при котором бинарная информация встраивается путем добавления к сигналу 
его ослабленной копии с одной из двух фиксированных временных задержек. Ключевым элемен-
том является алгоритм извлечения данных, использующий адаптивный кепстральный анализ. 
Особенность анализа заключается в динамическом вычислении порога детектирования эха для 
каждого аудиоблока на основе статистических характеристик (медианы и стандартного отклоне-
ния) его кепстра в областях, свободных от ожидаемых пиков. Такой адаптивный подход обеспе-
чивает надежность обнаружения скрытой информации в условиях значительных искажений, вноси-
мых AAC-сжатием. При встраивании данных в «тихие» сегменты различных типов аудиоконтента 
и последующем сжатии кодеком AAC (256 кбит/с) достигнута высокая точность восстановления 
информации, характеризуемая коэффициентом битовых ошибок (BER) менее 6% для большин-
ства тестовых сигналов. Проведен сравнительный анализ BER для сценариев извлечения из ис-
ходного сигнала, после сохранения в формате WAV без потерь и после AAC-сжатия. Обсуждается 
влияние характеристик сигнала на эффективность метода, анализируется характер возникающих 
ошибок и обосновывается необходимость применения кодов коррекции ошибок для обеспечения 
безошибочного извлечения. 

Ключевые слова: аудиостеганография, эхо-кодирование, кепстральный анализ, адаптивный 
порог, AAC-сжатие, устойчивость к сжатию. 
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AN AUDIO STEGANOGRAPHY METHOD FOR AAC-COMPRESSED AUDIO SIGNALS 
BASED ON ECHO HIDING AND ADAPTIVE CEPSTRAL ANALYSIS 

This article is dedicated to the development and research of an audio steganography method designed 
for operation with audio signals subjected to AAC compression. The proposed method is based on echo 
hiding, where binary information is embedded by adding an attenuated copy of the signal at one of two 
fixed time delays. A key element is the data extraction algorithm, which utilizes adaptive cepstral analysis. 
The distinctiveness of this analysis lies in the dynamic calculation of the echo detection threshold for 
each audio block, based on the statistical characteristics (median and standard deviation) of its cepstrum 
in regions free of expected peaks. This adaptive approach enhances the reliability of detecting hidden 
information under conditions of significant distortions introduced by AAC compression. The paper presents 
results of experimental validation, including Bit Error Rate (BER) assessment after AAC compression 
(256 kbps) on various audio content types. When embedding data into silent segments of various audio 
content types followed by AAC compression (256 kbps), a high data recovery accuracy was achieved, 
characterized by a Bit Error Rate (BER) of less than 6% for most test signals. A comparative BER anal-
ysis is provided for extraction scenarios from the original signal, after lossless WAV saving, and after 
AAC compression. The influence of signal characteristics on the method's effectiveness is discussed, the 
nature of occurring errors is analyzed, and the necessity of employing error correction codes to ensure 
error-free extraction is substantiated.  
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Введение. Обеспечение безопасности и кон-
фиденциальности цифровой информации являет-
ся одной из ключевых задач современной инфор-
матики [1]. Наряду с криптографией, скрывающей 
содержимое сообщения, активно развивается сте-
ганография – область знаний, посвященная сокры-
тию самого факта существования тайного канала 
связи [2]. Основная цель стеганографии – встро-
ить секретное сообщение в цифровой контейнер 
(например, изображение, аудио- или видеофайл) 
таким образом, чтобы наличие скрытых данных 
было невозможно обнаружить стандартными сред-
ствами или человеческим восприятием [3]. 

Видеофайлы, объединяющие визуальную и 
звуковую информацию, представляют особый ин-
терес в качестве стеганографических контейне-
ров из-за их большого объема и широкого рас-
пространения. Аудиопоток видеофайла обладает 
значительной перцептивной избыточностью, ко-
торую можно использовать для встраивания до-
полнительной информации [4]. 

Однако широкое применение алгоритмов сжа-
тия аудио с потерями, таких как AAC (Advanced 
Audio Coding) [5], создает серьезные препятствия 
для многих стеганографических методов. Про-
стейшие подходы, например метод наименее 
значащего бита (LSB), модифицирующий млад-
шие биты амплитудных отсчетов, оказываются 
крайне неустойчивыми, поскольку информация, 
внесенная таким способом, необратимо искажа-
ется или теряется в процессе квантования и уда-
ления перцептивно незначимых компонент сиг-
нала кодеком [4, 6]. Это существенно ограничи-
вает практическую применимость LSB-методов 
в реальных сценариях передачи или хранения 
аудиоданных, особенно если данные подверга-
ются последующей обработке или сжатию. 

Для повышения устойчивости стеганографи-
ческих систем к сжатию разрабатываются более 
сложные методы, оперирующие в других обла-
стях представления сигнала или использующие 
его специфические свойства. Одним из таких ме-
тодов является эхо-кодирование (echo hiding) [7]. 
Суть метода заключается во внесении в исход-
ный сигнал его копии (эха), ослабленной по ам-
плитуде и задержанной на определенное время. 
Скрываемая информация кодируется путем вы-
бора одного из нескольких возможных значений 
временной задержки эха. Предполагается, что ко-
роткое эхо с малой амплитудой будет незаметно 
для слушателя благодаря эффектам маскировки 
слуховой системы [8], но при этом может быть 
обнаружено при извлечении с помощью автокор-
реляционного или кепстрального анализа [9]. 
Кепстральный анализ позволяет выявить перио-
дичность, внесенную эхом, в виде пика в кепстре 

на соответствующей задержке. Эхо-кодирование 
потенциально более устойчиво к сжатию, чем 
LSB, так как оно модифицирует глобальные ха-
рактеристики сигнала, а не отдельные биты от-
счетов. 

Тем не менее надежное детектирование пи-
ков эха в кепстре после AAC-сжатия остается 
сложной задачей. Сжатие вносит искажения, ко-
торые могут ослаблять или маскировать пики эха, 
а также добавлять ложные пики, что приводит к 
ошибкам при извлечении данных. 

Целью исследования является эксперименталь-
ный анализ и апробация метода аудиостегано-
графии видеоконтейнеров, основанного на эхо-
кодировании, с акцентом на повышении надеж-
ности извлечения данных после AAC-сжатия. 
Для этого предлагается использовать детектор 
на основе кепстрального анализа с применением 
адаптивного порога шума, динамически подстра-
ивающегося под характеристики каждого анали-
зируемого аудиоблока. В работе представляются 
результаты оценки точности восстановления дан-
ных после сжатия кодеком AAC (256 кбит/с) и 
обсуждается применимость метода. 

Основная часть. Предлагаемый метод аудио-
стеганографии предназначен для встраивания скры-
той информации M в аудиокомпоненту (аудио-
поток Ain) цифровых видеоконтейнеров Vin. Со-
временные видеофайлы, такие как MP4, AVI, MKV 
и другие, представляют собой мультимедийные 
контейнеры, содержащие несколько потоков дан-
ных, включая видеоряд (последовательность изоб-
ражений) и одну или несколько аудиодорожек. 
Именно такая аудиодорожка, извлеченная из ви-
деофайла и представленная в виде последова-
тельности цифровых отсчетов (сэмплов), служит 
контейнером для скрытия информации. Реализа-
ция метода включает несколько ключевых этапов, 
обеспечивающих как конфиденциальность и це-
лостность передаваемых данных, так и их скрыт-
ность и устойчивость к последующей обработке, 
в частности к сжатию с потерями. Для обеспече-
ния конфиденциальности и целостности исходное 
сообщение M предварительно шифруется с ис-
пользованием алгоритма AES в режиме GCM 
(Galois/Counter Mode) [10, 11]. Этот режим гене-
рирует как шифротекст, так и тег аутентифика-
ции, объединенные в токен C. Для повышения 
надежности к данным добавляется избыточность 
с применением специальных корректирующих 
кодов, что позволяет исправить определенное 
количество ошибок, возникающих при передаче 
или сжатии. Также формируется служебный за-
головок H, содержащий метаданные, необходимые 
для корректного извлечения (как минимум, длину 
исходного шифротекста). Итоговый блок данных, 
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состоящий из заголовка H и шифротекста C, за-
тем обрабатывается алгоритмом помехоустойчи-
вого кодирования, в результате чего к нему до-
бавляются контрольные символы (или символы 
избыточности). Полученный блок данных пре-
образуется в битовый поток E для последующего 
встраивания. 

Ключевой особенностью предлагаемого ме-
тода является обеспечение повышенной устой-
чивости к сжатию с потерями при одновременном 
сохранении скрытности встраиваемых данных. 
Устойчивость достигается за счет использования 
эхо-кодирования, которое модифицирует кеп-
стральные характеристики сигнала [7]. Скрыт-
ность обеспечивается путем встраивания данных 
преимущественно в сегменты аудиосигнала с низ-
кой энергией («тихие» участки), где внесенные 
изменения менее заметны для человеческого слу-
ха [8]. Однако, как показали предварительные 
эксперименты, AAC-сжатие может изменять ха-
рактеристики этих «тихих» сегментов, что приво-
дит к проблеме синхронизации при извлечении, 
если полагаться на повторный анализ тишины. 
Для решения этой проблемы предлагается ис-
пользовать синхромаркеры – специальные сигна-
лы, встраиваемые перед блоками данных и устой-
чивые к сжатию.  

Алгоритм встраивания информации можно 
представить в виде последовательности из не-
скольких действий. 

1. Осуществляется анализ исходного монофо-
нического аудиосигнала x(t) (полученного из Ain) 
для поиска участков, подходящих для скрытия 
данных. Используется метод, основанный на оцен-
ке кратковременной энергии сигнала. Сигнал 
разбивается на перекрывающиеся временные фрей-
мы длительностью Tframe (например, 30 мс) с ша-
гом Thop (Tframe / 2). Для каждого i-го фрейма xi(t) 
вычисляется его спектр с помощью быстрого пре-
образования Фурье (БПФ) с применением окон-
ной функции (Ханна w(t)) для сглаживания краев: 
Xi(f) = FFT{xi(t)w(t)}. Энергия фрейма Pi оцени-
вается как сумма квадратов амплитуд спектраль-
ных компонент: Pi = Σ|Xi(f)|2. 

2. Фреймы, энергия которых Pi оказывается 
ниже заданного порога Thenergy, помечаются как 
«тихие». Этот порог является важным парамет-
ром, влияющим на количество найденных участ-
ков и их характеристики. Последовательности 
смежных тихих фреймов объединяются в непре-
рывные «тихие» сегменты. Для дальнейшей об-
работки отбираются только те сегменты, чья дли-
тельность превышает минимально допустимые 
пороги (Durmin, Durembed), чтобы обеспечить до-
статочное пространство для встраивания блока 
данных или синхромаркера и избежать артефактов 

на слишком коротких участках. Результатом этого 
этапа является список временных интервалов 
{(s1, e1), (s2, e2), ...}, соответствующих границам 
(начало s, конец e в сэмплах) подходящих тихих 
сегментов. На рис. 1 приведен пример результа-
тов анализа тишины для фрагмента одного из те-
стовых аудиосигналов. Предложенный алгоритм 
анализа успешно идентифицирует участки сигнала 
с низкой энергией. Логарифмический масштаб по 
оси энергии на нижнем графике позволяет наглядно 
оценить значительное падение энергии в этих сег-
ментах по сравнению с участками активной речи.  

3. Для непосредственного скрытия битов под-
готовленного потока данных E в выбранные «тихие» 
сегменты используется метод эхо-кодирования. 
Принцип данного метода заключается во внесе-
нии в исходный аудиосигнал искусственного 
эха – его копии, ослабленной по амплитуде и 
смещенной во времени. Бинарная информация 
(«0» или «1») кодируется путем выбора одной из 
двух предопределенных временных задержек эха.  

4. Пусть для кодирования бита «0» выбрана 
задержка d0, а для бита «1» – задержка d1 (где 
d0 ≠ d1, и обе задержки достаточно малы, напри-
мер, в диапазоне 15–75 мс, чтобы эхо было пер-
цептивно замаскировано, но достаточно велико 
для разрешения кепстром). Выбранный для встра-
ивания «тихий» сегмент аудиосигнала x(t) раз-
бивается на блоки фиксированной длины Tseg 
(например, 100 мс), соответствующей длине, ис-
пользуемой при кепстральном анализе. Для каж-
дого j-го блока xj(t), в который необходимо встро-
ить бит bj, формируется модифицированный блок 
x'j(t) по формуле 

 x'j(t) = xj(t) +   xj(t – dbj), 

где dbj равно d0, если bj = 0, и d1, если bj = 1, па- 
раметр  – это коэффициент ослабления эха (напри-
мер, 0,6–0,8), который определяет баланс между 
устойчивостью (более сильное эхо легче детекти-
ровать) и незаметностью (слабое эхо менее слы-
шимо). Важно отметить, что при добавлении эха 
амплитуда результирующего сигнала может пре-
высить допустимый диапазон (например, [–1, 1] 
для нормализованных данных), поэтому после сум-
мирования необходимо применять клиппирова-
ние (ограничение значений). Модифицированные 
блоки x'j(t) затем заменяют исходные блоки в об-
щем аудиопотоке. 

Далее рассмотрим процесс извлечения скры-
тых бит из принятого (и потенциально искажен-
ного AAC-сжатием) аудиосигнала x''(t), который 
выполняется с помощью кепстрального анализа. 
Наличие эха с задержкой d в сигнале x(t) приво-
дит к появлению пика в кепстре c(τ) этого сиг-
нала при «квефренсии» τ, равной задержке d. 
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Для каждого блока x''j(t) процедура извлече-
ния информации включает ряд последовательных 
действий. 

1. Вычисление кепстра cj(τ) блока x''j(t). 
2. Вычисление адаптивного порога шума NFj. 

Для этого анализируется сам кепстр cj(τ) в обла-
стях, где заведомо нет ожидаемых пиков эха (т. е., 
исключая окрестности d0, d1 и область низких 
квефренсий). По значениям кепстра в этих «шу-
мовых» областях вычисляется статистическая 
оценка, например, NFj = median(cnoise) + kstd  
 std(cnoise). Это позволяет порогу подстраиваться 
под текущий уровень шума кепстра конкретного 
блока. 

3. Поиск пиков. В кепстре cj(τ) ищутся ло-
кальные максимумы Peak0 и Peak1 в небольших 

окрестностях ожидаемых квефренсий d0 и d1 со-
ответственно. 

4. Проверка валидности пиков. Найденные пи-
ки сравниваются с адаптивным порогом шума: 
isvalid0 = Peak0 > NFj, isvalid1 = Peak1 > NFj. 

5. Принятие решения. Используется модифи-
цированный детектор: 

– если валиден только Peak1, декодируется 
бит «1»; 

– если валиден только Peak0, декодируется 
бит «0»; 

– если оба пика валидны, бит определяется 
по тому, какой пик выше: «1», если Peak1 > Peak0, 
иначе «0» (рис. 2); 

– если оба пика невалидны (ниже адаптивного 
порога), декодируется бит «0». 

 

 

а 

 

б 

Рис. 2. Иллюстрация работы адаптивного кепстрального детектора:  
а – декодирование бита «0»; б – декодирование бита «1» 
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Вертикальные линии – ожидаемые квефрен-
сии для d0 и d1. Маркеры – найденные пики Peak0 
и Peak1 (закрашенные – валидные, т. е. выше 
адаптивного порога). Горизонтальная пунктир-
ная линия – адаптивный порог шума NFj, вычис-
ленный для данного блока. 

Подход с адаптивным порогом, позволяющий 
детектору подстраиваться под локальные харак-
теристики кепстра. Такая адаптация обеспечивает 
лучшую надежность по сравнению с использова-
нием единого фиксированного порога для всего сиг-
нала, особенно при наличии вариаций уровня шума 
кепстра между различными аудиоблоками, что ха-
рактерно для сигналов после сжатия с потерями.  

Тем не менее применение AAC-кодека моди-
фицирует статистические и спектральные свой-
ства аудиосигнала, в результате чего алгоритм 
поиска «тихих» сегментов, использованный при 
встраивании, примененный повторно на этапе из-
влечения, идентифицирует иной набор временных 
интервалов. Это делает невозможной точную син-
хронизацию при извлечении данных. Для обес-
печения корректной синхронизации при извлече-
нии предлагается использовать синхромаркеры. 
Перед каждым блоком аудио x'j(t), в который 
встроены данные методом эха, вставляется ко-
роткий, уникальный и устойчивый к искажениям 
маркерный сигнал m(t). 

Требование к маркеру m(t) состоит в том, что 
он должен легко детектироваться в сигнале x''(t) 
даже после AAC-сжатия и иметь низкую вероят-
ность ложного срабатывания на участках обыч-
ного аудио. В качестве маркера используются 
сигналы с хорошими автокорреляционными 
свойствами, например шумоподобные, сгенери-
рованные на основе псевдослучайных последо-
вательностей (M-последовательности, коды Бар-
кера, Голда).  

Использование синхромаркеров позволяет от-
казаться от анализа тишины при извлечении и 
точно локализовать блоки данных, но требует раз-
работки надежного маркера (детектора) и вносит 
дополнительную избыточность, уменьшая полез-
ную емкость стегоканала. 

Для оценки работоспособности и устойчиво-
сти предложенного метода эхо-кодирования с 
кепстральным анализом и адаптивным детекто-
ром проведена серия вычислительных экспери-
ментов. Тестирование выполнялось на реальном 
аудиовизуальном контенте – видеофайлах фор-
мата MP4, содержащем видеодорожку (H.264) и 
стереоаудиодорожку с частотой дискретизации 
44,1 кГц (в экспериментах использовался один 
канал).  

В качестве контейнеров использовался набор 
из видеофайлов формата MP4 (кодек видео H.264, 
кодек аудио исходный – AAC, частота дискрети-
зации аудио 44,1 кГц, стерео). Длительность тес-

товых фрагментов варьировалась от десятков 
секунд до нескольких минут. Файлы были подо-
браны таким образом, чтобы представить различ-
ные типы аудиоконтента: 

– содержащие записи голоса с различным ка-
чеством записи и уровнем фонового шума;  

– включающие фрагменты различных жанров 
музыки, характеризующиеся разной динамикой, 
спектральной насыщенностью и наличием (от-
сутствием) пауз;  

– содержащие записи окружающей среды с 
преобладанием стационарных или квазистацио-
нарных шумов (шум улицы, гул аппаратуры, при-
родные звуки) при отсутствии доминирующего 
полезного сигнала;  

– объединяющие речь, музыку и фоновые 
шумы.  

Программная реализация алгоритмов выпол-
нена на языке Python с использованием библио-
тек moviepy для работы с медиафайлами, numpy 
и scipy для цифровой обработки сигналов (БПФ, 
ОБПФ, кепстр), soundfile для промежуточного со-
хранения аудио. 

На первом этапе проверялась корректность 
работы алгоритмов встраивания и извлечения в 
идеальных условиях, без влияния сжатия с потеря-
ми. Была сгенерирована псевдослучайная битовая 
последовательность известной длины (N = 50 бит). 
Исходный аудиосигнал был проанализирован для 
поиска «тихих» сегментов с использованием по-
рога энергии Thenergy = 0,005 и минимальной дли-
тельности сегмента для обработки Durembed = 150 мс 
(при длине фрейма 30 мс и минимальной длине 
тишины 75 мс). Найденные сегменты были раз-
биты на блоки фиксированной длины Tseg = 100 мс. 
Для эхо-кодирования были выбраны следующие 
параметры: коэффициент ослабления эха  = 0,8; 
задержка для бита «0» d0 = 25 мс, задержка для 
бита «1» d1 = 45 мс. 

Тестовые биты были встроены в соответству-
ющие блоки копии исходного аудиосигнала. За-
тем из этого же модифицированного массива в 
памяти были извлечены биты. Сравнение извле-
ченной последовательности с исходной показало 
точность 100%.  

Далее модифицированный аудиосигнал был 
сохранен во временный файл формата WAV (без 
потерь) и немедленно загружен обратно. Из за-
груженных данных снова были извлечены биты 
с использованием тех же параметров. Результат 
сравнения показал идентичную точность 100%. 
Это подтверждает, что операции сохранения (за-
грузки) в формате WAV и используемая библио-
тека soundfile не вносят существенных искаже-
ний, влияющих на кепстральный детектор эха. 
Высокая точность в этих тестах свидетельствует 
о корректной реализации базовых алгоритмов 
эхо-кодирования и адаптивного извлечения. 
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Основной целью экспериментов является 
оценка устойчивости метода к сжатию с поте-
рями. Для этого был проведен тест, имитирую-
щий реальный сценарий сохранения видеокон-
тейнера. 

В рамках теста сгенерирована новая последо-
вательность из 100 бит. Эти биты были встроены 
методом эха с теми же параметрами (alpha = 0,8; 
d0 = 25; d1 = 45; len = 100) в предварительно 
идентифицированные «тихие» сегменты моновер-
сии исходного аудиосигнала. Модифицирован-
ный аудиосигнал был затем мультиплексирован 
с исходным видеопотоком (перекодированным с 
libx264) и сохранен в файл MP4 с использованием 
аудиокодека AAC с битрейтом 256 кбит/с. 

После сохранения стего-контейнер был 
снова загружен, аудиодорожка (уже прошедшая 
AAC-сжатие и декодирование) извлечена. Из этого 
аудиосигнала были извлечены биты эха. Анали-
зировались участки, соответствующие исходным 
позициям «тихих» сегментов, использованных 
для встраивания, путем их разбиения на блоки и 
применения адаптивного кепстрального детектора. 
Экспериментальная оценка устойчивости метода 
проводилась на выборке видеофайлов, содержа-
щих аудиоконтент различного типа: речь, музы-
ка, фоновые шумы. Для понимания влияния ха-
рактеристик контейнера на точность восстанов-
ления данных для каждого тестового файла были 
вычислены акустические признаки в пределах 
найденных «тихих» сегментов. Результаты оценки 
устойчивости предложенного метода к AAC-сжа-
тию для различных типов аудиоконтента сведены 
в таблицу. 

 
Результаты экспериментов по восстановлению 
данных после AAC-сжатия для различных  

типов аудиоконтента 

Тип файла 
RMS, 
норм. 

Центр, 
Гц 

Шир., 
Гц 

Тиш., 
% 

Точн. 
AAC, % 

Смешанный звук 0,0015 6014 5578 45,8 94 
Речь тихая 0,0013 7171 5736 62,1 98 
Речь громкая 0,0025 6850 5612 18,5 98 
Музыка тихая 0,0017 4955 4793 71,2 100 
Музыка громкая 0,0031 3211 4432 12,6 98 
Фоновый шум 
громкий 0,0040 3513 4809 11,8 98 
Фоновый шум 
тихий  0,0014 2855 2607 15,3 100 
Фоновый шум 
смешанный  0,0031 3660 4274 22,6 95 

 
В таблице в качестве характеристик тихих 

сегментов были выбраны:  
1) RMS – среднеквадратичное значение ам-

плитуды, усредненное по всем найденным «тихим» 
участкам, отражающее средний уровень остаточ-
ного сигнала или шума;  

2) спектральный центроид – среднее значение 
спектрального центроида по «тихим» сегментам, 
показывающее преобладающие частоты;  

3) спектральная ширина – средняя спектраль-
ная ширина, характеризующая разброс энергии 
по спектру в «тихих» зонах;  

4) тишина – процентное соотношение общей 
длительности всех найденных «тихих» сегментов 
к общей длительности аудиосигнала; 

5) точность AAC – показатель итоговой точ-
ности восстановления бит данных, встроенных в 
блоки модифицированного аудиосигнала перед 
его AAC-сжатием, и последующего извлечения 
из сжатого-разжатого сигнала. 

Анализ результатов на различных аудиокон-
тейнерах показал зависимость точности метода 
от характеристик сигнала. На файлах с относи-
тельно низким уровнем фонового шума в «тихих» 
сегментах (RMS ≈ 0,0013–0,0017) и простым спек-
тральным составом (низкие значения спектраль-
ной ширины) была достигнута высокая точность 
восстановления данных после AAC-сжатия, со-
ставляющая 98–100%. Некоторое снижение точ-
ности до 94–95% наблюдалось для файлов со 
смешанным аудиоконтентом и для записи с вы-
раженными реверберационными характеристика-
ми (фоновый смешанный шум), несмотря на нали-
чие достаточного количества «тихих» сегментов.  
Это свидетельствует о том, что не только уровень 
фонового шума, но и его спектральная сложность 
(например, более высокая спектральная ширина 
в смешанном звуке) или наличие специфических 
акустических эффектов (реверберация в смешан-
ном фоновом шуме) в сегментах, выбранных для 
встраивания (даже если они формально «тихие»), 
влияют на стабильность кепстрального пред-
ставления после AAC-сжатия и, как следствие, 
на надежность детектирования пиков эха. Более 
высокий или нестационарный уровень шума, а 
также наличие реверберации могут затруднять 
работу адаптивного порога или маскировать сла-
бые пики эха, что приводит к увеличению коли-
чества ошибок декодирования. Тем не менее ста-
бильно высокая точность (>94%) на разнообраз-
ных типах контента подтверждает робастность 
подхода с адаптивной детекцией по сравнению с 
методами, использующими фиксированные пороги.  

Исследование характера ошибок показало, что 
в большинстве случаев они являются одиночными 
независимыми битовыми искажениями. Лишь в 
одном эксперименте был зафиксирован пакет 
ошибок длиной 2 бита. Преобладание одиночных 
ошибок свидетельствует о том, что AAC-сжатие 
вносит скорее локальные искажения в кепстр, 
влияющие на решение детектора для отдельных 
блоков, а не протяженные помехи. Наличие оста-
точных ошибок предполагает необходимость в 
дальнейшем использования кодов коррекции 
ошибок для гарантированного восстановления 
данных. 
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Рис. 3. Иллюстрация неверного декодирования бита  
 
Полученные экспериментальные данные сви-

детельствуют о принципиальной работоспособ-
ности предложенного метода аудиостеганографии 
на основе эхо-кодирования. Тесты в идеальных 
условиях показали высокую точность восстанов-
ления данных, что подтверждает корректность 
реализации алгоритмов встраивания эха и его из-
влечения с помощью кепстрального анализа и 
адаптивного порога шума.  

Ключевым результатом проведенного иссле-
дования является экспериментально подтвержден-
ная высокая устойчивость предложенного метода 
эхо-кодирования к сжатию аудиокодеком AAC с 
битрейтом 256 кбит/с. Контрольные эксперименты 
по LSB-встраиванию, проведенные на анало-
гичных тестовых файлах и с тем же уровнем 
AAC-сжатия показали точность восстановления 
скрытых данных на уровне около 50%, что свиде-
тельствует о существенной деградации скрытого. 
Высокая эффективность предложенного эхо-ме-
тода, превосходящая LSB в условиях сжатия, до-
стигается благодаря использованию кепстрального 
анализа для обнаружения эха и применения адап-
тивного порога шума. Адаптивный порог, вы-
числяемый на основе статистик кепстра вне зон 
ожидаемых пиков, позволяет надежно отделять 
пики, соответствующие эху, от фонового шума кеп-
стра, уровень которого повышается после сжатия. 

Тем не менее наличие ошибок после AAC-сжа-
тия указывает на существующие ограничения 
метода. Анализ графиков кепстра для ошибочных 
случаев показывает, что основной причиной оши-
бок является значительное ослабление или иска-
жение пика эха в кепстре из-за процесса кванто-
вания и удаления информации кодеком AAC. 
В некоторых блоках пик эха может опускаться 

ниже адаптивно вычисленного порога шума, что 
приводит к неверному декодированию бита (рис. 3). 

Выбор параметров метода определяется необ-
ходимостью найти компромисс между устойчи-
востью и скрытностью. Представленные резуль-
таты высокой устойчивости были получены при 
встраивании данных в «тихие» блоки аудиосиг-
нала. Хотя эхо-кодирование само по себе счита-
ется относительно незаметным [7], добавление 
эха в «громкие», «нетихие» участки сигнала мо-
жет повышать вероятность его обнаружения как 
специализированными алгоритмами стегоанали-
за, так и, возможно, при внимательном прослу-
шивании. 

Встраивание только в «тихие» сегменты повы-
сит скрытность, но, как было показано, требует 
решения проблемы синхронизации при извлече-
нии после сжатия. Разработка надежных синхро-
маркеров или методов встраивания информации 
о позициях является важным направлением для 
дальнейшего улучшения практической примени-
мости метода. 

Заключение. В статье предложен и исследо-
ван метод аудиостеганографии на основе эхо-ко-
дирования, предназначенный для использования в 
видеоконтейнерах и обладающий повышенной 
устойчивостью к AAC-сжатию. Метод использует 
две временные задержки для кодирования бит и 
кепстральный анализ с адаптивным порогом шума 
для их извлечения. 

Экспериментально доказана работоспособность 
метода и его устойчивость к сжатию аудиокоде-
ком AAC с битрейтом 256 кбит/с, при котором 
достигнута точность восстановления данных в 
«тихие» блоки аудиосигнала до 95–99% (в зави-
симости от аудиоконтента). Показана высокая 
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эффективность применения адаптивного порога 
шума для надежного детектирования пиков эха 
в кепстре после сжатия. 

Полученные результаты свидетельствуют о 
перспективности использования данного метода 
для задач скрытой передачи данных или встраи-
вания цифровых водяных знаков в аудиопотоки, 
подверженные сжатию с потерями. Для обеспече-
ния достоверного восстановления информации 

необходимо применение кодов коррекции ошибок. 
Дальнейшие исследования могут быть направле-
ны на разработку методов синхронизации для по-
вышения скрытности путем встраивания только в 
«тихие» сегменты, на дальнейшее улучшение ро-
бастности эхо-детектора, а также на количествен-
ную оценку скрытности предложенного метода 
и его сравнение с другими устойчивыми алгорит-
мами аудиостеганографии. 
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