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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ ВОЛЧКА ТИП-ТОП  

ПО ГЛАДКОЙ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
Волчок тип-топ привлекает к себе внимание благодаря возможности выбора теоретической модели 

для его описания и проведения с ним простых экспериментов. Во время движения волчок может 
эффектно переворачиваться на 180º и поднимать свой центр тяжести выше центра сферы, описан-
ной вокруг него. Такое неустойчивое поведение является следствием наличия трения скольжения 
между волчком и контактной поверхностью. Также в теоретической модели необходимо учиты-
вать сопротивление воздуха при быстром вращении волчка. 

В настоящей работе теоретическое описание движения волчка осуществляется на основе не-
линейных динамических уравнений, записанных в подвижной системе отсчета. В силу сложности 
модели получение аналитического решения задачи возможно только в простейших случаях с при-
менением первых интегралов. В литературе широко обсуждается интеграл Джелетта, означающий 
постоянство проекции кинетического момента на радиус-вектор, проведенный из центра масс в 
точку касания волчка плоскости. С использованием векторного анализа демонстрируется, что ин-
теграл Джелетта перестает существовать при учете момента сопротивления воздуха.  

Также в работе представлено численное решение задачи о движении волчка по абсолютно 
гладкой поверхности на основе методов Эйлера и Рунге – Кутта. Метод Эйлера является простым 
в применении, однако из-за малой точности дает расходящееся решение для рассчитываемых па-
раметров. Метод Рунге – Кутта более точный, однако соответствующие расчетные схемы оказы-
ваются громоздкими и затратными по времени. Нами рассматриваются рамки применимости обоих 
методов для получения оптимальной точности с минимальными временными затратами для рас-
чета траектории точки касания волчка горизонтальной поверхности. 

Ключевые слова: механическая система, динамически симметричное тело, количество дви-
жения, кинетический момент, интеграл Джелетта. 
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USING NUMERICAL METHODS TO SOLVING THE PROBLEM OF MOTION 

OF A TIP-TOP ON A SMOOTH HORIZONTAL SURFACE 
The tip-top attracts attention due the possibility of choosing a theoretical model to describe it and 

conduct simple experiments with it. During movement, the top can effectively return around by 180º and 
lift its center of gravity above the center of the sphere described around it. Such non-resistant behavior is 
a consequence of the presence of sliding friction between the top and the contact surface. Also in 
theoretical model, it is necessary to take into account the air resistance with the rapid rotation of the top.  

In this work, the theoretical description of the movement of the movement of the top is carried out 
on the basis of nonlinear dynamic equations recorded in the moving reference system. Due to complexity 
of the model, obtaining an analytical solution to the proplem is possible only in the simpliest cases using 
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the first integrals. In the literature, the Jellett integral is widely discussed, meaning the constancy 
of the projection of the kinetic mop on the radius vector drawn from the center of the masses to the point 
of touching the top of the plane. Using vector analysis, it is demonstrated that the Jellett integral ceases 
to exist taking into account the air resistance. 

The work is also presents a numerical solution to the problem of the movement of the top by 
absolutely smooth surface based on the methods of Euler and Runge – Kutt. The Euler method is easy 
to use, however, due to low accuracy, gives diverging values for the parameters calculated. The Runge – 
Kutt method is more accurate, however, the corresponding calculation schemes turn out to be 
cumbersome and expendable in time. We examine the framework of the applicability of both methods 
for obtaining optimal accuracy with minimal time costs for calculating the trajectory of the touching point 
of the top with the horizontal surface. 

Keywords: mechanical system, dynamically symmetrical body, momentum, kinetic moment, Jellett 
integral. 
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Введение. Задача о движении волчка тип-топ 
по неподвижной горизонтальной поверхности 
является одной из классических задач динамики 
твердого тела. Она привлекает к себе внимание 
благодаря возможности проведения экспери-
мента без сложного оборудования и непосред-
ственному наблюдению эффектного переворота 
волчка во время движения со шляпки на ножку, 
сопровождающегося поднятием центра тяже-
сти. Решающее значение в объяснении перево-
рота на 180° связано с наличием трения сколь-
жения между волчком тип-топ и контактной 
поверхностью. Ввиду сложного математиче-
ского описания динамического поведения та-
кой механической системы в общем случае 
решение соответствующих уравнений возможно 
лишь в численном виде. Отдельные случаи 
аналитических и точных решений приведены 
в работах А. В. Карапетяна [1, 2] и А. П. Мар-
кеева [3]. При этом волчок рассматривается в 
виде сферического объекта с центром тяжести, 
расположенным ниже центра тяжести сферы. 
В работах [4, 5] проводились эксперименты 
с волчками, сделанными вручную и распечатан-
ными на 3D-принтере. Была исследована тра-
ектория точки касания волчка горизонтальной 
поверхности и обнаружено его движение по 
спирали после переворота на ножку. Качествен-
ное поведение волчка на основе приближенного 
решения описывается в работе [3], однако ра-
диус закручивания спирали в эксперименте [5] 
оказывается значительно больше, чем в теорети-
ческом предсказании. В работе [5] была предло-
жена модель, включающая сопротивление воз-
духа [6], оказывающего влияние на движение 
легкого полого волчка, представляющего собой 
срезанную на ¼ часть диаметра сферическую 
оболочку. 

Основная часть. Рассмотрим описание дви-
жения волчка на основе уравнений, включающих 
теоремы об изменении количества движения и ки-
нетического момента, а также постоянства вектора 
восходящей вертикали γ и безотрывности дви-
жения волчка по горизонтальной поверхности. 
В качестве неподвижной системы отсчета возь-
мем систему Oxyz, связанную с горизонтальной 
поверхностью, в качестве подвижной системы от-
счета выберем систему Gξησ, связанную с волч-
ком и имеющую начало в его центре масс. 
Также будем использовать систему координат 
с началом в точке G и осями, расположенными 
параллельно осям неподвижной системы от-
счета (Gx1y1 z1) (рис. 1). 

 

 
 
Математическая модель эволюции волчка 

на горизонтальной поверхности, рассмотрен-
ная в работе [3] и дополненная моментом сил 
сопротивления воздуха (сила сопротивления 
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Рис. 1. Схематическое движение сферического 
волчка по горизонтальной плоскости Oxy 
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воздуха не учитывается из-за малой скорости 
поступательного движения волчка по сравне-
нию со скоростью вращательного движения), 
имеет вид 

( )

,
,

0,
0,

m m mg
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+ × = − +
+ × = × +

+ × =
+ × ⋅ =
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где m – масса волчка; v – скорость центра масс; 
ω – угловая скорость; r – радиус-вектор, про-
веденный из центра масс к нижней точке 
сферы Q; R – реакция, приложенная в точке Q, 
R = F + N; F – сила трения (учитывается толь-
ко сила трения скольжения (моменты силы 
трения, представляемые в виде пары сил вер-
чения и качения, обычно малые и ими прене-
брегают); N – нормальная составляющая реак-
ции; M – момент сопротивления воздуха. I – 
тензор инерции волчка относительно главных 
центральных осей Gξ, Gη, Gσ, связанных с его 
осью симметрии и перпендикулярной ей плос-
костью. Предполагается, что моменты инерции 
относительно осей Gξ и Gη одинаковы между 
собой, равны A и отличаются от момента инер-
ции относительно оси Gσ – C, так что тензор 
инерции I имеет вид  

0 0
0 0
0 0
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I A

C
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   (2) 

Выражение в скобках последнего уравнения 
системы (1) есть скорость точки касания волчка 
горизонтальной поверхности  

 = + × .ωu rv  (3) 

Получение аналитических решений систе-
мы (1) связано с использованием законов со-
хранения и симметрии задачи, а также нахож-
дением как можно большего числа интегралов 
движения. Одним из них является интеграл 
Джелетта (Jellett), означающий постоянство ли-
нейной комбинации проекций кинетического 
момента K = Iω на вертикаль γ и на ось динами-
ческой симметрии Gσ. 

Покажем, что интеграл Джелетта, определя-
емый равенствами 

 const⋅ =K r или 0,⋅ + ⋅ = K r K r  (4) 

имеет место только в случае отсутствия со-
противления воздуха. Для доказательства ра-
венства воспользуемся разложением вектора r 
и его производной на составляющие вектора: 

 a σ= − ρ , = −ρ , r e rγ γ  (5) 

где а – расстояние между центром сферы и цен-
тром масс; ρ – радиус сферы. В силу постоян-
ства вектора γ в неподвижной системе отсчета 
справедливо следующее соотношение между век-
тором γ и его производной в подвижной си-
стеме отсчета: 

= × .γ γ ω     (6) 

С учетом формул (5) и (6) и циклической 
перестановки в смешанном произведении векто-
ров второе слагаемое в формуле (4) можно пред-
ставить в виде 

( ) .⋅ = ρ ⋅ ×K r Kγ ω         (7) 

Для расчета первого слагаемого в формуле (4) 
сначала выразим из второго уравнения системы (1) 
производную кинетического момента  

.= − × + × +K K r R Mω    (8) 

Далее преобразуем векторное произведе-
ние угловой скорости и кинетического мо-
мента в формуле (8). Для этого разложим оба 
вектора по базису векторов подвижной си-
стемы отсчета eξ, eη, eσ и запишем векторное 
произведение в виде определителя третьего 
порядка: 
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Затем скалярно умножим левую и правую ча-
сти формулы (8) на вектор r и учтем тот факт, 
что векторное произведение кинетического 
момента и угловой скорости является векто-
ром, лежащим в плоскости, перпендикулярной 
оси Gσ в силу равенства экваториальных мо-
ментов инерции относительно осей Gξ и Gη. То-
гда первое слагаемое равенства (4) записывается 
в виде  

( )
( ) ( )
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a
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Из формул (7) и (10) следует, что в случае 
равенства нулю момента сил сопротивления воз-
духа M суммарный результат формул (7) и (10) 
также равен нулю и интеграл Джелетта имеет 
место. Таким образом, система уравнений (1) 
может быть решена только численными мето-
дами [7]. Для более простой системы при M = 0 
получение решения в аналитическом виде 
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возможно лишь для малой силы трения с учетом 
исследования параметров устойчивости зада-
чи [1–3]. В случае нулевой силы трения имеют 
место интегралы Джелетта, энергии, проекции 
угловой скорости на ось динамической симмет-
рии ωσ, а также сохраняется вектор γ в непо-
движной системе отсчета. В результате анализа 
системы на устойчивость методом множителей 
Лагранжа в работах [1–3] показано, что в стаци-
онарном случае в критических точках будут су-
ществовать два вида периодических решений: 
1) вращение с постоянной угловой скоростью ωσ 
вокруг вертикальной оси симметрии с центром 
тяжести, расположенным либо выше центра 
сферы, либо ниже центра сферы на расстоянии 
а; 2) вращение шара с угловой скоростью, рав-
ной λаρ, который прецессирует с угловой скоро-
стью λ вокруг вертикали, где λ – один из множи-
телей Лагранжа. 

В настоящей работе численно решалась за-
дача для скольжения волчка по абсолютно глад-
кой поверхности в подвижной системе отсчета. 
Соответствующая система из трех векторных 
дифференциальных уравнений и одного скаляр-
ного уравнения  

( ) ,
,
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преобразовывались в систему из десяти скаляр-
ных уравнений. Локальная производная по вре-
мени в момент времени tk от искомой функции за-
писывалась в виде конечной разности значений 
функции на последующем и предыдущем шагах: 

1 ,k k
k

x xx
h

+ −=    (12) 

где h – шаг по времени: tk+1 = tt + h. Такой метод 
интегрирования уравнений называется мето-
дом Эйлера и имеет первый порядок точности. 
Для решения системы нелинейных уравнений 
этого может оказаться недостаточным, поэтому 
параллельно использовался метод Рунге – Кутта 
четвертого порядка точности. Было проведено 
сравнение двух методов на примере расчета про-
екций вектора γ. Соответствующие зависимости 
представлены на рис. 2. При заданных парамет-
рах проекция γσ остается постоянной и рассчи-
тывается одинаково обоими методами. Проек-
ции γξ и γη до момента времени t = 1 с счита-
ются с приемлемой точностью обоими методами, 
а в более поздние моменты времени метод Эй-
лера дает большое расхождение по результатам. 
Так, в момент времени t = 4 с значения расхо-
дятся уже в 8 раз.  

 

Аналогичная картина наблюдается при рас-
чете проекций скоростей, что продемонстриро-
вано на рис. 3.  

Компонента скорости vσ совпадает в расчетах 
обоими методами и остается равной нулю для всех 
времен. Компоненты скорости vξ и vη осцилли-
руют вокруг нулевого значения и на 10-й секунде 
разница рассчитанных скоростей по методу Эйлера 
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Рис. 3. Зависимость проекций вектора v от времени 
для параметров: число точек по времени K = 100 000, 
ρ = 19 мм, а = 3 мм, ωξ0 = ωη0 = 0, ωσ0  = 80 рад/c, 

γξ0 = 0, γη0 = 0,5, γσ0 = 0,867, vξ0 = 0,1 м/с,  
vη0 = vσ0 = 0; 1 – проекция vσ0, рассчитанная  

по методам Эйлера и Рунге – Кутта;  
2 – проекции vξ0 и vη0, рассчитанные  

по методу Рунге – Кутта;  
3 – проекции vξ0 и vη0, рассчитанные  

по методу Эйлера 

Рис. 2. Зависимость проекций вектора γ от времени 
для параметров: число точек по времени L = 100 000, 
ρ = 19 мм, а = 3 мм, ωξ0 = ωη0 = 0, ωσ0  = 160 рад/c, 

γξ0 = 0, γη0 = 0,5, γσ0 = 0,867;  
1 – проекция γσ, рассчитанная по методам  

Эйлера и Рунге – Кутта;  
2 – проекции γξ и γη, рассчитанные  

по методу Рунге – Кутта;  
3 – проекции γξ и γη, рассчитанные  

по методу Эйлера 
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и по методу Рунге – Кутта составляет 5 раз. Таким 
образом, метод Эйлера может использоваться в 
расчетах только для небольших времен до 1 с, 
его основным достоинством являются простота 
и высокая скорость расчета параметров. 

Траектория точки касания волчком неподвиж-
ной поверхности в подвижной системе отсчета за-
дается вектором r, который определяется по фор-
муле (5). Вычислив проекции вектора γ из системы 
уравнений (11), можно рассчитать компоненты век-
тора r в подвижной системе отсчета. Для того, чтобы 
определить траекторию точки касания в непо-
движной системе отсчета, вначале необходимо вос-
пользоваться матрицей направляющих косинусов: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,
d d d

D d d d
d d d

 
 =  
 
 

   (13) 

где элементы матрицы D задают направляющие 
косинусы углов поворота осей подвижной систе-
мы отсчета относительно осей системы отсчета 
Gx1y1z1, которая движется поступательно отно-
сительно неподвижной системы отсчета (рис. 1). 

Использовав разложение радиус-вектора r 
в подвижной и неподвижной системах отсчета  

 1 1 1 1 1 1,x y zξ η σ= ξ + η + σ = + +r e e e i j k  (14) 

найдем связь между проекциями на оси координат 
в этих системах отсчета, причем значение коор-
динаты z не требуется, так как волчок скользит 
по горизонтальной поверхности:  

 

1 11 12 13

1 21 22 23

,
,

x d d d
y d d d

= ξ + η + σ
= ξ + η + σ   (15)

 
где 

 , , ,aξ η σξ = −ργ η = −ργ σ = − ργ  (16) 
а элементы матрицы направляющих косинусов D 
в зависимости от времени определяются из уравне-
ний Пуассона: 

 , , .= × = × = ×  i i j j k kω ω ω  (17) 
Далее для перехода в неподвижную систему от-
счета учтем равенство (см. рис. 1) 

1 0 ,= +r r r  (18) 
где вектор r0 описывает движение центра масс в не-
подвижной системе отсчета. В случае абсолютно 
гладкой поверхности движение центра масс проис-
ходит под действием силы тяжести и силы реакции 
поверхности, направленных вертикально. Тогда 
проекция центра тяжести на горизонтальную по-
верхность будет двигаться равномерно со скоро-
стью, равной проекции начальной скорости на пло-
скость Oxyz. Типичные траектории движения 

на плоскости без трения представлены на рис. 4. 
В случае отсутствия начальной скорости при рас-
кручивании волчка (кривые 1, 2, 3 на рис. 4) он дви-
жется по эллипсу, полуоси которого пропорцио-
нальны расстоянию а от центра тяжести до центра 
сферы, описанной вокруг волчка, а эксцентриситет 
обусловлен разными моментами инерции относи-
тельно осей Gξ, Gη (А) и Gσ (С). Несовпадение пре-
дыдущего витка движения со следующим витком 
(на рисунке заметны утолщения траектории) свя-
заны с недостаточной точностью расчетов по ме-
тоду Эйлера. «Дрожание» траектории обусловлено 
величиной угловой скорости ω. В случае ненулевой 
начальной скорости движения центра масс волчка 
замкнутые траектории становятся спиралевидными 
(кривые 4, 5, 6 на рис. 4) с постоянным углом 
наклона к оси x. Размер витка спирали пропорци-
онален расстоянию а, а шаг спирали пропорциона-
лен начальной скорости движения центра масс. 

Заключение. В работе рассмотрена модель 
волчка тип-топ на основе уравнений нелинейной 
динамики, включая силу трения скольжения и мо-
мент сопротивления воздуха. Показано в вектор-
ном виде, что интеграл Джелетта в данной модели 
имеет место только в случае отсутствия момента 
сил сопротивления воздуха. Численно решена за-
дача для скольжения волчка по абсолютно глад-
кой поверхности в подвижной системе отсчета. 
Показано, что выбор метода численного интегри-
рования системы уравнений (11) (Эйлера или 
Рунге – Кутта) существенно сказывается на точно-
сти решения. Получены различные траектории 
точки касания волчка горизонтальной плоскости 
при его движении в зависимости от его характери-
стик и начальных условий движения. 
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Рис. 4. Траектория точки касания волчка поверхности 
для параметров: число точек по времени  

K = 100 000, ρ = 19 мм, ωξ0 = ωη0 = 0, ωσ0  = 80 рад/c, 
γξ0 = 0, γη0 = 0,5, γσ0 = 0,867. Для траекторий 1–3 vξ0 = 

= vη0 = vσ0 = 0, для траекторий 4–6 vξ0 = 0,002 м/c,  
vη0 = 0,003 м/c, vσ0 = 0. Для кривых 1, 4 – 
а = 3 мм; 2, 5 – а = 6 мм; 3, 6 – а = 9 мм 
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