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МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ ПЛАНИРОВАНИЯ ПРОИЗВОДСТВА 
ПРОДУКТОВ РАЗДЕЛЕНИЯ ВОЗДУХА 

В статье рассматривается задача оптимального планирования реального производства продук-
тов разделения воздуха: жидкого кислорода, азота, аргона и газообразного азота. Перечисленные 
продукты производятся на двух воздухоразделительных установках, имеющих разные режимы ра-
боты, производительность и показатели переходных процессов включения и выключения. Для ре-
шения задачи предлагается математическая модель поиска выпуска оптимального количества каж-
дого вида продукции в плановом периоде с целью минимизации производственных затрат и с уче-
том различных производственных и временных ограничений (полное удовлетворение спроса, 
производительность машин, ограничения на хранение запасов продукции, непрерывность произ-
водства, ограничения времени включения и выключения машин). Для улучшения сходимости 
и поиска оптимального решения предлагается использование вспомогательных переменных 
в уравнении баланса производства и спроса. Учет времени включения и выключения производ-
ственных установок смоделирован в виде ограничений, управляющих логикой различных состоя-
ний машин, а также параметром времени переходных состояний. 
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Введение. В современной химической про-
мышленности, в частности производстве про-
дуктов разделения воздуха (кислорода, азота, 
аргона как в жидком, так и в газообразном 
состоянии), отличительной чертой является 

его сложность, при которой экономические 
и технологические факторы взаимозависимы. 
Так, например, выпуск продукции должен 
одновременно учитывать спрос потребите-
лей и производственные возможности (такие, 
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как режимы производительности, переходные 
процессы включения-выключения установок, 
непрерывность производства определенных 
продуктов), а также ограничения на хранение и 
стоимость всей цепочки производства и по-
ставки продукции. В таких условиях качество 
принятия решений при управлении предприя-
тием во многом определяется качеством ком-
плексного планирования выполняемых предпри-
ятием операций. В настоящее время существует 
несколько подходов к формулированию модели 
оптимального планирования непрерывного про-
изводства. Непрерывно-дискретный характер 
процессов модели можно рассматривать в виде 
ограничения на минимальное xt

min,j и максималь-
ное xt

max, j количество производимой продукции 
в периоде t:  

min, max,δ δ ,t t t t t
j j j j jx x x≤ ≤   

где δt
j – бинарные дискретные переменные 0 

или 1, определяемые включением режима про-
изводительности установки [1]. Оптимизация 
работы воздухоразделительной установки в раз-
личные фазы производства продукции (сжиже-
ние, газообразование) в зависимости от стои-
мости электроэнергии допускает перепроиз-
водство жидкого кислорода и азота для их 
повторного использования в процессе испаре-
ния и превращения в газообразный продукт [2]. 
Либо, наоборот, в случае технологической воз-
можности ВРУ (воздухоразделительной уста-
новки), возможно перепроизводство продукта в 
газообразном состоянии для его дальнейшего 
сжижения, чтобы удовлетворить спрос на жид-
кие продукты.  

В случае производства продуктов разделе-
ния воздуха, когда происходит производство 
всех продуктов одновременно [3], рассматри-
вается модель производства не одного продукта 
раздельно, а решается проблема оптимального 
планирования многопродуктового производ-
ства при удовлетворении детерминирован-
ного спроса. Такая необходимость доказыва-
ется тем фактом, что результаты оптимизации 
производства только для одного продукта – 
кислорода нарушают условия необходимого 
производства азотных продуктов. При этом, 
как и в большинстве подобных задач [3–5], 
связанных с планированием непрерывного 
производства на установках ВРУ, использу-
ется итерационное смешанное целочисленное 
линейное программирование (MILP – mixed 
integer linear programming). Для максималь-
ного соответствия физической модели про-
цесса производства в модели планирования [3] 
учитываются такие переменные, как рабочее 
состояние ВРУ, состояние модулей ожижения 

и испарителя, а также количество производи-
мой продукции каждого вида. 

Переход к нелинейным моделям и моделиро-
ванию в многопериодном планировании, когда 
начальный период делится на несколько частей, 
сглаживают недостаток стационарной модели 
производственного процесса, а также учиты-
вают реальные переходные процессы переклю-
чения производственных установок [4].  

Для представления различных рабочих со-
стояний ВРУ в публикации [5] предложена мо-
дель, учитывающая множество возможных пе-
реходов состояний функционирования произ-
водственной системы. В сочетании с жесткой 
дискретной моделью MILP данная архитектура 
применена для решения проблемы планирова-
ния непрерывного производства на нескольких 
установках ВРУ. 

В предлагаемой статье представлена модель 
оптимизации непрерывного производства про-
дуктов разделения воздуха с учетом известных 
ограничений (производительности, хранения за-
пасов, состояний машин) с целью минимизации 
стоимости производства (включая цель мини-
мального количества включений, выключений 
машин, переключений режимов производитель-
ности). 

Основная часть. Рассматриваемое произ-
водство является специализированным пред-
приятием по выпуску продуктов разделения 
воздуха: жидких продуктов – кислорода, азота, 
аргона, а также азота в газообразном состоянии. 
Важной особенностью данного проекта явля-
ется требование непрерывного производства га-
зообразного азота, транспортируемого по трубе 
потребителям. Вышеперечисленные продукты 
могут производиться на любой из двух имею-
щихся производственных установках (ВРУ1 и 
ВРУ2) либо на обеих одновременно в зависимо-
сти от спроса и режимов производительности 
машин. Качественная постановка задачи заклю-
чается в определении оптимального по стоимо-
сти плана непрерывного производства всех че-
тырех производимых видов продукции с ис-
пользованием имеющихся ресурсов для полного 
удовлетворения спроса и с учетом производ-
ственных и временных ограничений. Матема-
тическая модель формулируется в виде задачи 
определения размера партии производимой 
продукции в каждый временной период пла-
нирования (минимум – 1 ч) с целью минимиза-
ции полной стоимости производства и с учетом 
имеющихся производственных ограничений 
(полное удовлетворение спроса, производи-
тельность машин, ограничения на хранение за-
пасов продукции, непрерывность производства, 
ограничения времени включения и выключе-
ния машин).  

j 
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Дано (входные данные): 
– { }1,  ...,t T∈ – последовательность перио-

дов планирования (месяц, сутки, час);  
– J – множество видов производимой про-

дукции. j = 1,2,3,4. 
– Производство на двух производствен-

ных установках (m = 1, 2). M – множество  
машин; 

– R – множество режимов работы производ-
ственных установок-машин, R = 1, …, 24; 

– MRmr – матрица назначения возможных ре-
жимов работы r машинам m; 

– Prj – матрица производительности; Arj – мат-
рица обратной производительности; 

– off,start,run,switch,shut
mS  – набор возможных состоя-

ний машины m. Sm ∈ (off (выключена), start 
(включение-разогрев), run (номинальный режим), 
switch (переключение в другой рабочий режим), 
shut (выключение-остывание) (рис. 1); 

– TSmis – минимальное время непрерыв-
ной работы машины m в состоянии s для про-
дукта j; 

– ASms – набор состояний, в которые разре-
шено переходить машине m из состояния s  

Например, для m = 1 и s = run, msAS = switch, shut; 
– Dtj – спрос на продукцию j в период t; 
– Ejt – собственное потребление продукции j; 
– Ltj – производственные потери продукции j 

в период t; 
– IMjt – количество импортируемой продук-

ции j в период t; 
– Imin j, Imax j – минимальное и максимальное 

количество запасов продукции на складе (ем-
кость для хранения); 

– I0 jt – запасы продукции j, хранимой на скла-
де на начало периода t; 

– hjt, smjt, spmj, scm – соответственно стои-
мость хранения запасов продукции, стоимость 
импорта продукции (в случае необходимости, 
например, невозможность производства либо 
стоимость импорта меньше, чем стоимость про-
изводства), себестоимость производства одной 
единицы продукции j на машине m, стоимость 
включения-разогрева машины m; 

– Qmj, Bmj – нижняя и верхняя граница произ-
водительности продукта j на машине m; 

– Cmt – максимально возможное время работы 
машины m в периоде t. 

Основные переменные: 
– Xtmj – количество продукции j, производи-

мой на машине m в период t; 
– Rtm – текущий режим работы машины m 

в периоде t; 
– Ytms = 1, если машина m работает в состоя-

нии s в период t (иначе tmsY = 0); 
– Ztms = 1, если машина m изменяет свое со-

стояние в период t; 
– Itj – запас продукции j на конец пе- 

риода t; 
– a

mtS  – фактическое состояние машины m 
в момент времени t. 

Вспомогательные переменные: 
– αltj – переменная в левой части уравнения 

баланса для улучшения сходимости; 
– αrtj – переменная в правой части уравнения 

баланса для улучшения сходимости. 
Модель состоит из исходных известных дан-

ных, целевой функции и ограничений (рис. 2). 

  
Рис. 1. Переходные процессы производственных установок 
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Рис. 2. Модель оптимизационного планирования производства продуктов разделения воздуха 

Целевая функция заключается в минимизации 
стоимости производства, включая стоимость хра-
нения продукции, стоимость импорта, себестои-
мость производства и стоимость запуска произ-
водственного оборудования: 

[ (
T J

jt tj jt jt
t j

Min h I sm IM+ +   

'
run ' start ( )], , ,

M

mj tmj tms m tms
m

sp X Y sc Y s S s S+ + ∀ = =  

 , , .j J m M t T∈ ∈ ∈  (1) 

Ограничения: 
Уравнение баланса – в каждый период вре-

мени производится такое количество продукции 
каждого вида, которого было бы достаточно для 
полного и своевременного удовлетворения по-
требностей сбыта с учетом начальных запасов, 
потерь и требований по импорту: 

, 1 α
M

j t tmj jt tj
m

I X IM l− + + + =  

 α , , .jt jt jt jt tjD I E L r j J t T= + + + + ∀ ∈ ∈  (2) 

Предприятие имеет емкости для хранения за-
пасов произведенной продукции, которые огра-
ничены минимальным и максимальным возмож-
ным объемом хранения: 

 min maxI .
j jtjI I≤ ≤

 (3) 
Количество производимой продукции зави-

сит от режимов и производительности установок: 

 
mr

J

tmj tm rj
j r MR

X R P
∈

=  . (4)  

Производственные ограничения лежат в диа-
пазоне минимальной и максимальной произво-
дительности установок: 

  , , , .jt tm tmj jt tmQ M X B M j J m M t T≤ ≤ ∀ ∈ ∈ ∈  (5)  

В каждый период времени машина находится 
только в одном из возможных состояний: 

 1
m

tms
s S

Y
∈

= . (6)  

Ограничение непрерывного производства со-
стоит в том, что в любой период времени t хотя 
бы одна машина работает либо в режиме run, 
либо в режиме switch (для машины 1). При этом 
время работы в номинальном режиме run опре-
деляется обратной производительностью и ко-
личеством произведенного продукта, а время ра-
боты в режиме switch определяется минималь-
ным временем переключения TS1

switch машины 1. 

   ' '( ) , 1
J M

rj mjt tms mt mtmjs tms
j m

A X Y TS Y C C+ = = , (7) 

run ' switch,s S s S∀ ∈ ∈ . 
Гарантируется переключение только в раз-

решенные состояния для машины m при пере-
ходе из периода (t – 1) в период t: 

 ' '
'

1 2, ,a
t ms m mstms tms

Y Y Z s S s AS− + = ∀ ∈ ∈ . (8) 

Требуется, чтобы в переходном состоянии 
(S = start, switch, shut) установка работала не ме-
нее TSmjs интервалов времени:  

' ( 1),
T

tmsmjs
t

TS Y Z≤ −
 ', start,switch,shut.a

ms S s∀ ∈ ∈  (9) 
Наконец, вводим ограничения значений пе-

ременных 

 { }, ,α ,α 0;  , 0,1 ,tmj tj tj tj tms tmsX I l r Y Z≥ ∈  (10) 

, , .j J m M t T∈ ∈ ∈  

Dtj 

I0 

spmj 

hjt 

scm 

smjt 

Календарный 
производственный 

план 

α 

α 

α α 

– 
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Заключение. Предлагаемая модель сфор-
мулирована в виде задачи целочисленного ли-
нейного программирования, в которой поиск 
оптимального решения количества производи-
мой продукции выполняется с целью уменьше-
ния всех производственных затрат с учетом ре-
альных ограничений предприятия. Рассмат-
риваемая задача оптимального планирования 
производства продуктов разделения воздуха 
решена средствами решателя (solver) CP-SAT 
в составе Google OR-Tools. Сходимость и при-

емлемое время нахождения оптимального ре-
шения (не более 300 с) достигнуто благодаря 
использованию вспомогательных переменных 
в уравнении баланса. Для учета переходных 
процессов производственных установок при-
менены ограничения, использующие состояния 
машин, а также параметры и логика их включе-
ния и выключения. Предлагаемая модель может 
быть использована для других схожих задач 
оптимизации планирования непрерывного про-
изводства. 
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