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НЕРЕДУКТИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, НЕ ДОПУСКАЮЩИЕ 

ЭКВИАФФИННЫХ СВЯЗНОСТЕЙ С НЕНУЛЕВОЙ АЛГЕБРОЙ ГОЛОНОМИИ 
Известно, что одной из важных проблем геометрии является задача об установлении связи 

между кривизной и структурой многообразия. В случае, если на многообразии транзитивно дей-
ствует группа, такое многообразие является однородным пространством. Если однородное про-
странство является редуктивным, то оно всегда допускает инвариантную связность; если же су-
ществует хотя бы одна инвариантная связность, то пространство является изотропно-точным. 
Во введении публикации указан объект исследования – нередуктивные пространства со связно-
стью и ненулевой алгеброй голономии. Цель работы – изучение пространств указанного вида, 
не допускающих эквиаффинных связностей. В статье приведены основные понятия: изотропно-
точная пара, инвариантная аффинная связность, тензор кручения, тензор кривизны, редуктивное 
пространство, алгебра голономии, эквиаффинная связность. Если тензор кривизны является нену-
левым, то и алгебра голономии ненулевая. В основной части работы для трехмерных нередуктив-
ных однородных пространств, допускающих инвариантные связности с ненулевой алгеброй голо-
номии, определено, при каких условиях данное пространство не допускает эквиаффинных связ-
ностей, соответствующие пространства найдены и выписаны в явном виде.  
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One of the important problems of geometry is the problem of establishing connections between 
the curvature and the structure of a manifold. If a group acts transitively on a manifold, such manifold is 
the homogeneous space. If a homogeneous space is reductive, then it always admits an invariant 
connection; if there exists at least one invariant connection, then the space is isotropically-faithful. In the 
introduction, the object of research is indicated – non-reductive spaces with connection and non-zero 
holonomy algebra. The purpose of the work is to study spaces of this type that do not allow equiaffine 
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Введение. После работ Э. Картана (напри-
мер, [1]) фундаментом и основной составляющей 
дифференциальной геометрии является понятие 
многообразия, а также теория групп и алгебр Ли. 
Важный подкласс среди всех многообразий 

формируют изотропно-точные однородные про-
странства. В частности, этот подкласс содержит 
все однородные пространства, допускающие ин-
вариантную аффинную связность. «Необходи-
мость сравнивать те или иные геометрические 



12 Íåðåäóêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà, íå äîïóñêàþùèå ýêâèàôôèííûõ ñâÿçíîñòåé ñ íóëåâîé àëãåáðîé 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2025 

величины в разных точках “кривого” простран-
ства делает понятие связности одним из важней-
ших в геометрии и физике» [2]. Также связно-
сти – важнейший объект, к которому приводит 
геометрическая формулировка теории поля. 
С описанием трехмерных нередуктивных про-
странств, допускающих связности только нену-
левой кривизны, можно ознакомиться в статье [3], 
также в ней приведены более подробный тема-
тический обзор и обоснование применяемых ме-
тодов; при изложении сохранены обозначения, 
введенные ранее. Если тензор кривизны является 
ненулевым, то и алгебра голономии ненулевая. 
В данной работе определяется, при каких усло-
виях найденные в [3] пространства не допус-
кают инвариантных эквиаффинных связностей. 

Основная часть. Пусть ( , )G M  – трехмер-
ное однородное пространство, где G  – группа 
Ли на многообразии .M  Зафиксируем произ-
вольную точку o M∈  и обозначим через = oG G  
стабилизатор точки .o  Известно, что проблема 
классификации однородных пространств (G, M) 
эквивалентна классификации пар групп Ли 
(G, G), таких, что G G⊂  (см., например, [4]). 
Поставим в соответствие (G, M) пару ( , )g g  
алгебр Ли, где g  – алгебра Ли группы G , а g  – 
подалгебра g , соответствующая подгруппе G. 
Изотропный g -модуль m  – это g -модуль /g g , 
такой, что .( ) = [ , ] .x y x y+ +g g  Соответствующее 
представление : ( )λ →g gl m  является изотроп-
ным представлением пары ( gg, ). Пара ( gg, ) 
называется изотропно-точной, если ее изотроп-
ное представление – инъекция. 

Между инвариантными аффинными связно-
стями на ( , )G M  и линейными отображениями 

),(: mglg→Λ  такими, что | =Λ λg  и отобра-
жение Λ  является g -инвариантным, существу-
ет взаимно-однозначное соответствие (см. [5]). 
Будем называть такие отображения инвариант-
ными аффинными связностями на паре ( gg, ). Ес-
ли возможна хотя бы одна связность на паре ( gg, ), 
то такая пара является изотропно-точной (см. [6]). 
Тензоры кручения )(1

2 mInvTT ∈  и кривизны 
)(1

3 mInvTR ∈  для всех g∈yx,  имеют соответ-
ственно вид  

[ ] ;,)()(=),( mmmmm yxxyyxyxT −Λ−Λ  
[ ] [ ]),()(),(=),( yxyxyxR Λ−ΛΛmm .  

Связность с нулевым тензором кривизны 
еще называется плоской. Будем говорить, что Λ  
имеет нулевое кручение или является связностью 
без кручения, если T = 0. Определим тензор Риччи 

2T ( )Ric Inv∈ m : ( , ) = tr{ ( , ) }.Ric y z x R x y z  Будем 
говорить, что аффинная связность Λ  являет-
ся локально эквиаффинной, если tr ([ , ]) = 0x yΛ  
для всех ,x y ∈ g , то есть ([ , ]) ( )Λ ⊂g g sl m . 
Аффиая связность с нулевым кручением име-

ет симметрический тензор Риччи тогда и только 
тогда, когда она локально эквиаффинна [7]. 

Под эквиаффинной связностью будем по-
нимать аффинную связность Λ  (без круче-
ния), для которой tr ( ) = 0xΛ  для всех x ∈ g . 
В этом случае очевидно, что ( ) ( ).Λ ⊂g sl m  

Того, что пара является изотропно-точной, 
недостаточно для существования инвариантных 
связностей (см., например, статью [8]). Однородное 
пространство GG /  редуктивно, если алгебра Ли g  
может быть разложена в прямую сумму вектор-
ных пространств – алгебры Ли g  и )ad(G -инвари-
антного подпространства m , т. е. если m,gg +=  

0=∩mg ; mm ⊂)ad(G  в противном случае про-
странство не является редуктивным. Второе усло-
вие влечет mmg, ⊂][  и наоборот, если G  связна). 
Этот класс однородных пространств ввел в рас-
смотрение П. К. Рашевский, у редуктивных про-
странств при параллельном переносе сохраняются 
тензор кривизны и тензор кручения. Если GG /  
редуктивно, то оно всегда допускает инвариант-
ную связность [3].  

Алгебра Ли *h  группы голономии инвари-
антной связности )(3,: glg→Λ  на паре ( , )g g  – 
это подалгебра алгебры Ли )(3,gl  вида V + 
+ [Λ( g ),V] + [Λ( g ),[Λ( g ),V]] + …, где V  – под-
пространство, порожденное множеством 

}.,|]),([)](),({[ g∈Λ−ΛΛ yxyxyx  
Поскольку множество V  порождается опе-

раторами кривизны, если тензор кривизны не-
нулевой, то и алгебра голономии ненулевая.  

Все нередуктивные пространства GG / , до-
пускающие инвариантные аффинные связности, 
кривизна (и, соответственно, алгебра голономии) 
которых не может быть нулевой, приведены в [3]. 
Найдем, при каких условиях такие пространства 
не допускают эквиаффинных связностей. 

Будем определять пару ( , )g g  таблицей 
умножения алгебры Ли g . Через 1{ , ..., }ne e  
будем обозначать базис g  ( = dimn g ). Пола-
гаем, что алгебра Ли g  порождается е1, …, еn–3. 
Пусть {u1 = en–2, u2 = en–1, u3 = en} – базис m . 
Будем описывать аффинную (эквиаффинную) 
связность через 1( )uΛ , 2( )uΛ , 3( )uΛ  (поскольку 

| = λ),Λ g  а тензор кручения – через 1 2( , ),T u u  
1 3( , ),T u u  2 3( , ).T u u  Для ссылки на пару будем 

использовать обозначение . . ,d n m  где d  – раз-
мерность подалгебры, n – номер подалгебры в 

)(3,gl , а m – номер пары ( gg, ), соответ-
ствующие приведенному в работе [3]. 

Теорема. Если нередуктивная пара ( gg, ), 
= 3codimgg  допускает инвариантные аффинные 

связности только ненулевой кривизны (и, соответ-
ственно, с ненулевой алгеброй голономии), но не до-
пускает эквиаффинных связностей, то ( gg, ) экви-
валентна одной и только одной из пар 4.21.24, 
4.21.25 (δ = 0,1 соответственно), 3.20.22, 3.20.27: 

, 

, 
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4.21.24, 4.21.25  
11 2 3 4 2 3

1 3 4 1 2

2 4 1 2

3 3 4 2

4 4 4 1

1 1 4

2 2 1 3 4 2

3 2 2 4 1 4 3 4 2

| 0 0 0
| 0 0 0 0
| 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0
| 0 0 ,

< 1/4,

e e e e u u u

e e e u u
e e u e
e e e u
e e e u
u u e
u u u e e u
u e u e u e e e u

− −
− +
− α
− − α +δ −

− − − − −α −α −δ +
α −

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 3

2 2 1

3 3 3 1

1 1 1

2 1 3 1 3 3

3 3 1 3 3

3.20.22

| 0 (1/2) 0 (1/2)
| 0 0 0 0
| (1/2) 0 0 0
| 0 0 0 2 0
| 0 2 0
| (1/2) 0 0 0

e e e u u u

e e e u u
e e u
e e e u
u u u
u u e u e u
u u u e u

−
−

−
− − − −

− − − +

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 2 1

3 3 2 1

1 1

2 2 1 2 3

3 3 1 3

3.20.27

|| 0 (4/5) (3/5) (1/5) (2/5)
| (4/5) 0 0 0 0

.| (3/5) 0 0 0
| 0 0 0 0 0
| (1/5) 0 0
| (2/5) 0 0 0

e e e u u u

e e e u u u
e e u
e e e u
u u
u u u e e
u u u e

−
−

−
− − −
− − −

 

Действительно, в работе [3] получена клас-
сификация трехмерных нередуктивных одно-
родных пространств, допускающих инвариант-
ные связности только ненулевой кривизны. 
Используя данную классификацию, найдем, су-
ществуют ли эквиаффинные связности на про-
странствах указанного вида.  

В случаях 4.21.24 и 4.21.25 аффинная 
связность имеет вид 

1,3 1,3

1,3

1,1 1,3

1,1

1,1 1,3

0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 ,
0 0 0 0 0 0

0
0 1 0 ,
0 0 1

p q
p

r q
r

r p

   
   
   
   
   
 −
 + 
 + + 

 

здесь и далее , ,ij ij ijp q r ∈  ( , =1,3i j )), а тен-
зор кручения – вид (0,0,0),  (p1,3 –r1,1, 0,0), 
(2q1,3, p1,3–r1,1, 0). Соответственно, = 0T  
при r1,1 = p1,3, q1,3 = 0. В этих случаях свя-

зность является локально эквиаффинной, по-
скольку tr ([ , ]) = 0y zΛ  для всех ,y z∈g , и она при-
нимает вид 

1,3

1,3

0 0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 ,
0 0 0 0 0 0

p
p

   
   
   
   
   

 

1,3

1,3

1,3

0 0
0 1 0 .
0 0 2 1

p
p

p

 
 + 
 + 

 

Связность не является эквиаффинной при лю-
бых значениях параметров, так как (3, )⊂g gl   
эквивалентна следующей подалгебре:  

= 0 | , , , .
0 0 0

x y u
x z x y z u

  
   ∈  
  
  

g   

Для выбора базиса подалгебры придаем 
одной из латинских переменных значение 1, 
а остальным 0, нумерация базисных векторов 
соответствует алфавиту. Получаем, что да-
же g  не принадлежит ( )sl m . 

Аналогично, в случае 3.20.27 аффинная 
связность имеет вид  

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 0 ,  0 0 0 ,
0 0 0 0 1 0 0 0 0

     
     
     
     
     

 

тензор кручения нулевой; связность является 
локально эквиаффинной, поскольку tr ([ , ])y zΛ = 
= 0 для всех ,y z∈g , но не является экви-
аффинной, так как (3, )⊂g gl   эквивалентна 
подалгебре  

= 0 / 5 0 | , , ,
0 0 2 / 5

x y z
x x y z

x

  
   ∈  
  
  

g   

соответственно, g  не принадлежит ( )sl m . 
В случае 3.20.22 аффинная связность име-

ет вид 

1,2 1,1

1,1 1,2

1,1

1,3

1,2

0 0 0 0
0 0 0 ,  0 0 ,
0 0 0 0 0 1

0 0
0 0 0 ,
0 0

p q
q p

q

r

p

  
   +  

   +   
 
 
 
 
 

 

αe3 + δe4 – u2 

, 
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тензор кручения – (p1,2 – q1,1 – 2,0, 0), (0, 0, 0), 
(0, 0, q1,1 + 2 – p1,2), = 0T  при q1,1 = p1,2 – 2, тогда 
связность является локально эквиаффинной 
и принимает вид 

1,2 1,2

1,2

1,2

1,3

1,2

0 0 2 0 0
0 0 0 ,  0 2 2 0 ,
0 0 0 0 0 1

0 0
0 0 0 .
0 0

p p
p

p

r

p

 − 
   −  

   −   
 
 
 
 
 

 

Связность не является эквиаффинной, так 
как (3, )⊂g gl   эквивалентна подалгебре  

= 0 0 0 | , ,
0 0 / 2

x y z
x y z

x

  
   ∈  
  
  

g  , 

а g  не принадлежит ( )sl m . 
Прямыми вычислениями получаем, что дру-

гих трехмерных нередуктивных однородных про-
странств (допускающих инвариантные связности 
только ненулевой кривизны), не допускающих 
эквиаффинных связностей, нет.  

Заключение. В работе для трехмерных нередук-
тивных однородных пространств, допускающих ин-
вариантные связности только с ненулевой алгеброй 
голономии, определено, при каких условиях данное 
пространство не допускает эквиаффинных связно-
стей, соответствующие пространства найдены и вы-
писаны в явном виде.  
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