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ВВЕДЕНИЕ

Стратегический курс на ускорение социально-экономичес­
кого развития страны предполагает интенсификацию производ­
ства на базе научно-технического прогресса и внедрения эф­
фективных форм управления. Это выдвигает новые задачи, свя-, 
заиные с разработкой научных методов исследования народно­
хозяйственных процессов. Современный инженер должен не толь­
ко обладать техническими знаниями, но и умеТь разрабатывать 
формальні* модели реальных систем и процессов.

Материал в указаниях разбит на темы. По каждой теме 
приводятся необходимые теоретические сведения, решение ТИПО­
ВЫХ задач, набор задач для индивидуальной работы в аудитории 
и для самостоятельной работы. Задачи повдаенной трудности, 
относящиеся к различным темам, даны в заключительном разде­
ле. В приложениях приведен необходимый справочный материал.»

ІА. МЕТОДЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО ОПИСАНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ 
НАВЛВДЕНИЙ

I. Теоретические сведения
Выборкой объема л. из генеральной совокупности с функ­

цией распределения f (X )  называется совокупность X#
Хп наблюдаемых значений случайной величины ~f ( CS ), со­

ответствующих И независимым повторениям эксперимента.
Совокупность значений X, > Хл , . . .  , XrL , упорядоченная 

по неубыванию, называется вариационным рядом.
Размах выборки w  -  разность между максимальным и мини­

мальным значениями элементов выборки:
'л/ = ~-*-тах~ X тіц ,

Статистический ряд -  совокупность пар (Х-, Я ;) ,  l = f, к  , 
где X  і -  различные элементы выборки, И і -  частота появ­
ления выборочного значения X; . Очевидно, что Z1 П: = Пг-/ L
Обычно статистический ряд записывают в виде таблицы:

X-L OCL ЭС- к
н і Пі Пк

При большом объеме выборки её элементы объединяют в группы 
(разряды), получая при этом интервальньй статистический ряд:



ш к ш ^ ы Г ^ ^ Л  I~ 1 \ , а Л  } " Г  І~ Л ~  Л Л

Шепоты п , Пэ п ,

Если все интервалы имеют одну длину Н - , то 1г- w/ k  ;• 
ҐІи -  число элементов выборки, попавших в і  -й интервал. Се-

а относительную час-
*Ўл = / .

редину интервала будем обозначать OCL 

тоту для каждого интервала -  пўп. 5 д
Обычно число интервалов выбирают от 5 до 20 и чаще всего оди­
наковой длины. Для определения числа интервалов иногда ис­
пользуют формулу

к '*  І+ І $ П  , (і)
Полигоном относительных чартот выборки называется лома­

ная с веринами в точках ( ОС* , V //1 ) ,  I -  •, Л ' ; по оси * 
.абсцисс откладываются выборочные значения, а по оси ординат -  
относительный частоты.

Гистограмма относительных частот интервального статис­
тического ряда -  это ступенчатая фигура, составленная из 
йряімоугольников, построенных на интервалах группировки так,

’ / / с  . Сум-Пі',п.что площадь каждого прямоугольника равна 
ма Площадей прямоугольников равна I.

Эмпирической (статистической) функцией распределения 
полученной по данной выборке, называется фунддия

F  ( # Х ; < Х Ы / /I ( 2 )

Обычно считают, что F  ( X )  непрерывна слева. Функция F \ x j  . 
'обладает всеми свойствам функции распределения. Если объем 
выборки большой, то значение эмпирической функции распреде­
ления в каждой точке СС Может служить приближенным значе­
нием ( оценкой) теоретической функции распределения F c i) -P (p x )  
в этой точке.

Задача IA.I. Для выборки 12, II , 15, 12, 0, 16, 19, 6,
I I , 12, 16, II, 16, 15, 12 построить вариационный и статис­
тический ряды, полигоны частот и относительных частот, эмпи­
рическую функцию распределения.

Решение. Объем выборки /1 = 15. Упорядочив элементы вы­
борки по величине, получим вариационный ряд: 0, 6, II , I I , .11,
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12, 12, 12, 12, 15, 15, 16, їв, ' Ш, 19. Размах ВБіборкИ W  =-
і  19 -  0 = [9. •

Статистический ряд дополним строкой относительных чае-
тот:

ЭСс ! ' 0 ! 6 ! IT !t 12 15 1 116 ! 19 *
Пс ! I ! т ! 3 ;! 4 ! 2 > 3 ! I

! І / 15 ! 1/15 '! 3/15 4/15 ! 2/15 ! 3/15 ! I / 15

І  n L = Я  , h n
t /
M ■er

■-ш
Полигоны частот и относительных частот представлены на

рис. I и 2.

Эмпирическую функция распределения F*(3C ,) определим по 
формуле (2):

(0  , «  О,
I /I5 , 0 <ос£ 6 ,
2 / 1 5 , 6 < X i l I ,

F ix )  г J  5/15, II <^ОС< 12,
9/15, 12 15,

ІІ/І5 , 15 <ЛСб 16,
14/15, 16 19,

Л  , 19.
График F СX)представлен на рис. 3 

. і г ’ех)

і
%
Яг
.к

6 Г  ,1  гз f t  ' : j f ' “V
Рис.З
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ІА.е;. Построить интервальный статистический ряд, гис­
тограмму и полигон относительных частот, эмпирическую функ­
цию распределения для выборки, объем которой /Т- = 100:

32 27 43 42 36 25 43 20 42 32
36 39 49 22 36 38 45 31 36 33
50 39 26 39 53 28 32 42 37 29
35 40 46 38 31 35 54 19 40 35
47 52 24 36 44 45 33 41 ЗО Гб
30 39 33 38 48 24 47 28 37 46
37 44 31 55 32 26 41 36 39 25
28 27 51 21 46 49 30 18 43 34
17 45 34 50 36 28 34 37 44 41
25 29 24 34 26 27 33 25 34 15
Решение. Так как объем выборки достаточно большой, стро­

им интервальный статистический ряд. Для определения числа „
, интервалов ю используем формулу ( I ) .  Принимаем с  = 7 . раз_ 
мах вьборки vv = 55-15 = 40; длина интервала 40/7 а  6 . 

Результаты группировки сведем в таблицу:
Интервал”  ! ^редина ин-| Число кіб1вда£-Т иТїїоїїиїе5ьїїая ~

J5 , 2l[ 
21, 27[ 
27, 33[ 
33, 39[ 
39, 45 [ 
45, 51[

' [51.

! теЬвала
! л *і Ой

18
24
ЗО
36
42
48
54

мис значений в ! частота 
интервале п , !' ‘ О »

6 
II 
20 

.27 
18 
ІЗ 
• 5

п ‘/ / г .

0,06
0,11
0,20
0,27
0,18
0,13
0,05

f / Z . =  I00.  f  Ш/п  = і
Для построения гистограммы относительных частот на 

оси абсцисс откладываем интервалы, а на оси ординат -  Пі/пк . 
На каждом І -м интервале строим прямоугольник, площадь ко­
торого равна его относительной частоте пі /п  (рис.4). 
Площадь гистограммы равна I.
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При большем значений объема П. и достаточно малом /г 
высоты построенных прямоугольников можно рассматривать в ка­
честве приближенных значений для плотности р  в средних точ 
ках соответствующих интервалов, т .е . верхнюю границу гисто­
граммы можно рассматривать как статистический аналог плот­

ности распределения, наблюдаемой СВ.
В данном примере, судя по виду гистограммы, можно выска 

эать предположение о нормальном распределений СВ (штриховая 
линия рис.4). Эмпирическая функция распределения представле­
на на рис.5.

F‘(x)
/

Ш

0,6f
о,i t

ом

F СЭС) г J

IS м 5о Ъ 6
Рис.5

Г 0 ,

СО4*4н

0,06, . 18<Xi 24,
0,17, 24 і ЗО,

J  0,37, 30 х х і  36
0,64, 36 і  Х4 42,
0,82, 42 і 48,
0,95, 48 54,

1 I , Х> 54.

41 щ #



-  8 -
2. Задачи для Аудиторной•работы

ІА.З. Составить вариационный, статистический ряды для 
случайной величины -  длины заготовок, отобранных случайным 
образом: 42, 44, 43, 43, 46, 44, 47, 45, 44, 44, 46, 45, 42, 
43, 45, 46, 44, 43, 44, 42, 45, 45, 44, 45, 43, 44, 46, 44 ,. 
42, 43, Построить полигоны частот и относительных частот, 
График эмпирической функции распределения,

М .4. Даны результаты измерения количества пиломатериа­
лов, полученных из бревен лиственных пород, не удовлетворяю-
щих техническим требованиям ГОСТа ( % от сырья)S

4,4 4,9 5,1 3,7 4,6 4,2 5,3 3,9 4,3 3,8
4,6 3 4,3 4,7 4,0 4,9 3,8 4,6 3,2 4,5
5,1 4,8 4,1 4,4 8,3 3,1 4,7 4,9 4,8 4,0
3,9 4,7 5,0 5,3 5,1 4,4 5,4 4,0 4,4 4,6
4,8 5,3 3,8 5,6 4,5 3,7 4,5 4,3 4,5 4,3
4,7 4,0 5,2 4,2 6,2 5,9 6,0 5,1 4,9 4,1

е 3,3 5,0 4,6 4,3 5,5 3,9 5,2 3,4 6,2 4,8
4,3 5,7 4,8 3,9 4,8 5,0 4,7 5,1 4,6 4,7
3,7 4,5 4,7 5,9 4Л 3,8 4,8 5,0 4,1 3,5
5,4 4,2 4,6 5,4 4,4 5,8 5,3 5,4 3,7 4,4
Составить интервальный статистический ряд распределения 

частот и относительных частот, {Встроить график эмпирической 
функции распределения и гистограмму относительных частот.

ІА.5, В результате измерения шероховатости поверхности 
пиломатериалов получено Х40 значений высот неровностей разру­
шения (мкы) на поверхности досок?

Шетроить гистограмму относительных частот. Найти эмпири­
ческую функцию распределения и построить ее график.

ІА.6 . Даны отклонения от номинального размера диаметра 
С мкм) Юр роликов:
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И »«р- 1-0,13; 1-0, I I ;  І-0 ,09; 1-0,07; 1-0,06; 1-0,03; 1-0,01;
вал І-О’ ії* І-О',09 і-0,07 1-0,05 !-0,03 !-0 ,0 І ! 0,01

Частота 2 15 21 25 20 14 З
Построить гистограмму относительных частот. Найти эмпи-« 

рическую функцию распределения и построить ее график.
3. Задачи для самостоятельного решения

Задание I . Ответить на вопросы с .I I ,
Задание 2. Для группированных выборок построить гисто­

граммы относительных частот, поли ’оны и эмпирические функции 
распределения (задачи ІА.7 -  ІА.2І ) . ,

ТА.?. Даны значения процентного вькода пиломатериалов 
2-го сорта из бревен 1-го сорта хвойных пород:

~ я " Т еТ -  І5 ~ ГйБ -  29 ~?І9~~-~ЗЭ ~ Т зЗ  -  37~Гз? -  41 
_____ —  х9 ........ 42 ~ ~  *24 "" 8

ІА.8. Даны значения процентного вькода пиломатериалов 
2-го сорта иа бревен 1-го сорта лиственных пород:

Х~/Т  10-11~йТ I I , 2-1гТ 4 І іг , 4- ІзТбТ ІЗ , 6 -14,8 1І4,8-16 Мб-17,2 

~Пі 6 10 " 18 J ' 34 " 16 И
IA.9. Даны результаты измерения (м) длин хлыстов хвойных 

пород, поступаацих на деравообрабатьшащее предприятие для 
раскроя на пиловочные бревна:

1 ;1 Т Н -І2 ,4 !І2Т 4-ІЗ ,8 !Ь Т 8~ ІІ,2 !Ї5Т 2-16 ,6 !Їб Т б ^І8 ,0 !Ї8 ,0 -І9 ,4  

n L 4 16 28 32 15 5
ІД.10. Даны результаты измерения количества пиломатериа­

лов, полученных из бревен лиственных пород, не удовлетворяю­
щих техническим требованиям ГОСТа (% от сырья):

5t~/o'"!'™4ToO-4,IoT4,20- 4,4014,40 -4,601.4,60-4,80 14,80-5,00

ІА.II . Даны результаты измерения (м) фанерной зоны хлыс­
тов березы (к данной зоне относится часть хлыста с диаметром 
Р  Берлине яе менее *16 см)".
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^ І І М . : 6»0 1 6-° -  б-б! 6,6 -  7 ,2 Т 7,2 -7~В~ІЇ,6 І  і  4
~ ^  те іоо----------- ~ т ------------- Б -1 -

ІА.І2. Даны размеры диаметров 100 отверстий (мм) поо- 
сверленных одним и тем же сверлом: Р ,

* ^ ^ • 4 0 , 5 ^ , ^ ^  Йп7 ,~  ^  ^

Пі 7 24 і Г ~ ~  i s -------------- і" " 1"
радмеры 200 деталей (мм) после шлифовки:

Т ^ М Б - З ^б! 3,65-3,85 Т 3,85Г4Тоі  Т 4 ,05^ 72бГ 4725-4 45
^  ? «  99 ю -------~ ~ ~ ~

-  20 ш Лк4‘ С автомата- обрабатывающего втулки диаметром^ - 
* 20_™*_была взята выборка объемом 100 единиц: •

rft̂ 20, 00- 20,04! 20 ,04-2оТо8! 2о7о8- І о7 і2 ! 2o7 l2-5o7 l 6 , go? m S c T ™

7 14 55 15 9

« aJ r jZ ~ Z Z Z T r °  « •  ®
”  1.0 « до 1,5 » « » ™ * -

Л  - ц  7  t , i  :  U  і  т і :  т .3 T і .5. т . ; г ,у  -  —
 ̂ 7 ^0 44 21 8

И И с)Т О б; вд а “ твердости („о шкале

i L l i 0 .-  ЗО ( ЗО -  40 ! 40~-~50 Т ~50 І  6Р~ !~  бо"-~70 ~  ~  “

(по . „ Г і а д "  рвэ,літат“ ИО фре,

_Хс ! 20 -  ЗО І ЗО -  40 ! 40 -  50 !~50 “  60~Г 60~-~70 ---------
^  7 " 44 21 ------- -

-  -  ^ н_р®эУльтат“ испытания стойкости 100 сверл ( ч ) :

37Т5Г4Р я  -
Л1 45 “ 21 7 J

- ї ї  -а *  ̂ д№
ІА.І9. Даны результаты испытания стойкости 100 фрез ( ч);

ї і  7' 22Т5_ -_27, 5!~27,5 -  ЗгТбТ 3275_-~37,5! 3775-42,1 ! 4275-74,5 
_  -  —  — —  -  -

ІА.20. Даны результаты измерения величины объема (м3) 
бессучковой зоны хлыстов хвойных пород, поступающих на д/о 

'предприятие:

S';7m3 !~ Ї -  І  ~ f  I  -  3 ! з”  — 4_ Т ~4~-~5~ Т ~5~-~6
_а__ _ — — — -  ~

ІА.2І. Даны результаты испытгчия стойкости 200 удлиненных 
сверл диаметром 4 Мм (ч ):

з Ї Ї Г І -  3,2 7  3,2 -  3 .4  Т ~з74~-~з7б~!~зТб~~~3~8~ 3.8 ~ 4,0
П і  17 49 70 46 18 .

. Вопросы к теме I
в

!. Какие способы представления первичного статистическо­
го материала Вы знаете?

2. Что называется Гистограммой относительных частот?
3. Дайте определение и перечислите свойства эмпирической 

функции распределения.
4. В чем состоит связь эмпирической функции распределения 

FcxJ и функции распределения F № )  .?
5. Какие вероятностные аналоги полигона относительных 

частот, гистограммы относительных частот, эмпирической функции
-- распределения Вы знаете ?

2А. ТОЧЕЧНЫЕ И ИНГЕГРМЬШ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

I .  Теаретйчёсййе сведения ,
Всякая случайная величина, являющаяся функцией Еыборки, 

называется статистикой _ . Статистика 6  , значение которой 
при каждой реализации выборки принимают за приближенное зна­
чение параметра 0  , называется оценкой параметра Э  .

Оценка в называется состоятельной, если При п —* -о о ■$ 
сходится по вероятности к истинному параметру &  , т ,е . - -

РП e-el <()
Оценка0  называется несмещенной оценкой параметра ,
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если математическое ожидание оценки равно значению парамет­
ра ІУ , т .е . J jQ - Q ,

Оценка © параметра © называется эффективной- если 
ее дисперсия минимальна.

Оценки параметров подразделяются на точечные и интер­
вальные. „

Точечной оценкой для м?елужит выборочное среднее ОС :

Ж  ЖЯ" t-i
Несмещенной оценкой дисперсии является

І - /  !

(3)

■ а ) %

п J  , (45
. Доверительным интервалом для параметра Q назьвается 
интервал Jdf> 41 Г , содержащий истинное значение параметра 
с заданной вероятность»^/-^  , т .е . Р  (4  < 6̂ 4 /=
Число Называется доверительной вероятностью, а
значение d  -  уровнем значимости. На практике обычно исполь­
зуют уровни значимости 0 , 1; 0,05; 0 ,01,

Доверительна , .HHigpiM для математического ожидания 
нормально распределенной случайной величины f  при заданном
УШВНв -V * ^уровне значимости Р  
фи известной дисперсии Р>ў~(ГЛ

Й ) ,  (5)f?t >x  + t

/.•і1

где -ty определяется из 
условия

*  ‘р ( Ъ ) ф - ' - А Ъ > £ № .

функция Лапласа (прилож.1).

Ф и неизвестной дисперсии

( 3 ~  &•*-■ (в )
ГДе определяется
с помощью таблицы распреде­
ления Стьюдента по заданно­
му числу степеней свободы 
( t l -ІУ Н уровню значимости 
Р  (прилож.2).

Завача 2A.I. На телефонной станции производились наблю­
дения за числом неправильній: соединений в минуту. Наблюдения 
в течение часа дали следующие результаты; З, I, 3, 4, 2, I,
2, 4, 0, 3, 0, 2, 2, 0, 2, I, 4, З, З, I ,  4, 2, 2, I ,  I,’ 2,’
I» 0, 3, 4, I , 3, 2, 7, 2, О, О, І , З, З, I, 2, 4 , 2, 0, 2,
3, I, 2, 5, І, I, О, I, I , 2, 2, I , I , 5. Найти Выборочное
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среднее и несмещенную оценку дисперсии.
Решение. Представим данные в виде статистического ряда;

х~~ V  ”! 7 ~ ~Г ~2 ~Г ~3~ ~~ 4 ~Г ~5~ ~Г ~7~ ~
"пр  8 17 16 Ї0 6 2 ~  I

Выборочное среднее находим по формуле (3);
=7f  = (0-8 -в I* 17 +2*16 + 3-10 + 4*6 + 6-2 +

4 ?• D/60 = 2, *
Несмещенная оценка дисперсии О г= ржГ рр  ~

= ((0-2)2 -8 т ( Ї-2)2- 17 + + (б-2)2-2 + (?-2)2- l)  /6  = 2,1.
2А.2. Известны результаты измерения роста (см) случайно 

отобранньк 100 студентов:

Рост? 154- Г58Ї158-1б2~ Ї62-І66! І66-Г70! 170-174! І74-І78! 178-182
- ; і і 1 і ; 81

ло ! 10 ! 14 Г 26 ! 28 ! 12 ! 8 І 2
студ.! ! ! ! ! ! »
Найти вьйорочное среднее сс и несмещенную оценку дисперсии 

Решение. Выборочную среднюю определяем по формуле' Ос =
= і 3- =(156-10 + 160-14 + . . .  + 176-8 +I80-2)/I00=
= 166 (см); SA* i h r ^ j  = ( ( І56-Г66)2- 10 + (160-
-І66)2- 14 + . . .  + (180-166)2-2) /99 = 33,44(см2) .

2А.З. В течение продолжительного срока при анализе данно­
го материала на содержание железа установлено стандартное от­
клонение 0,12 %. Найти с доверительной вероятностью 0,95 до­
верительный интервал для истинного содержания железа в образ­

ц е , если по результатам 6 анализов среднее содержание железа 
составило 32,56 %.

Решение. По данным задачи имеем X  = 32,56, (Ж - 0,12,
П = 6; ])= 0,95 = 1,96. Тогда по формуле (5) по­

лучим доверительный интервал (32,46; 32,66).
Смысл полученного результата; если произвести достаточ­

но большое число выборок по. 6 образцам, то в 95 % из чих 
среднее содержание железа будет находиться в найденном интер­
вале и только в 5 % случаев вне его.

2А.4. С помощью микроскопа была определена толщина про­
зрачного покрытия к. (мкм) на древесной подложке. На образце.
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покрытом полиэфирным лаком, было выполнено 10 замеров В ое* 
зультате получены следующие значения величины к. ; 470, 354 
402 , 434 , 351, 413 , 465 , 448 , 540 , 393. Требуете; рассчитав
ож =  ° Г КУ “ Д°Верительнь'й с е р в а л  для математического 
ж дания, взяв уровень значимости равньм 0,05 и 0,01.

•Ное раш р ад ел їїи іГ ™8 ПрОЗраЧН0Г° Покрытия «ее*  нормаль-*,.

Mk ^ ^ І 7 І 7 ^ Т п 9 0цету найдем по формуле (3):
Для нахождения &  используем формулу (4 )г

^  = ((470-427)2 + (354-427)2 + . . .  + (540-427)2 + (393_
-  427)2J / ю  = 3293 мкм2.

Отсюда S =/3293 = 57,4 мкм.
При с/ == 0,05 и числе степеней свободы п  - 1 = 9 по 

таблице при лож. 2 найдем 4 - э эр п по
значения в Аопмтмпг (р\ 7П' < ~ 2?26‘ 1ЬДставляя найденные.значения в формулу (6), пЗлучим доверительный интервші для
математического ожидания: (427 _ ІУ Ё і§ І іі ,  427 + 2,26-57.4, 
■г-е. (386;468). 10 10 ’

фи U = 0,01 4- _ о ос
(368-4fifil - D J  Lj- 'n - i  ~ доверительный интервал - 

0 5°ль“ " «ММИООть. „ „ „  гарантировать 

-ого о ™ ^ “  ~ ~ РВМ “
™Р0,  0^ 0» М орки, „а основании

— «о "р » « ^ Z . T Z Z ° Z C J * с
"Т0 f  нормальное расаред ален и Л '^  “л"’* ''” '  Решение. Так как f  = ~ 4>

п 0 . _  й S*7?R • 8 Л? Щ ) -  0,98, то
0.2 = 4-2 ,23//?  и /г = 16-2,Зз2/о,22 = 2170.

2. Задачи для аудиторной работы 
2А.6. Найти оценку математического ожидания и но„„

w  «"ОНОРОИИ ДО М „ р „ ,  , а д ю ,

дачи м /  "“ «*»" »»  оценир „гоперсии „„ ви,ор|я за_

м і  Не0Ж« н" "  оцени, дисперсии „о вьйорке В.- '

г м )  “**" оцвниу дисперсии го „ f t * .  эа-
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И задачах 2A.I0~2A.I2 найти 95/ -ные и 99/-ныв довери­

тельные интервалы для математического ожидания (предполагая 
нормальность распределения генеральных совокупностей):

2A.I0. По выборке задачи IA.4, используя результаты за­
дачи 2А.7.

2A.II. По выборке задачи IA.5, используя результаты заГ- 
.дачи 2А.8 .

2A.I2. По выборке задачи IA.6 , используя результаты за­
дачи 2А.9.

3. Задачи для самостоятельного решения
Задание I. Для выборок задач IA.7-IA.2I: а) найти чис­

ловые характеристики; б) предполагая, что исследуемые слу- 
. чайные величины имеют нормальное распределение, найти 95%-ныв 
и 99/-НЫВ доверительные интервалы для математического ожи­
дания. .

Задание 2. Ответить на вопросы к теме 2А.
Вопросы к теме 2А

I. Как изменится выборочное среднее, если каждый член 
вьборки: а) увеличить (уменьшить) на число ol ; б) увеличить 
(.уменьшить) в К раз.

2» Определить, как изменится дисперсия выборки, если 
каждый член выборки: а) увеличить (уменьшить), на число ОІ ; 
б) увеличить (уменьшить) в (С раз.

3. От каких величин зависит длина доверительного интер­
вала?

4-. Как изменится длина доверительного интервала: а) пр.и 
а увеличении доверительной вероятности? б) фи увеличении объе­
ма выборки?

5. ГЬречислите свойства точечных оценок. В чем суть 
этих свойств?

6 . Являются ли концы доверительного интервала постоян­
ными величинами ? Случайндаи?

7. Доказать, что ± -f j r  П'і [2і ‘Х Ў  —



ЗА, СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ*
КРИТЕРИЙ ^(ПИРСОНА)

I. Теоретические сведения
Статистической гипотезой 1-І называется предположение 

относительно параметров или. вида распределения СВ . Ста- в 
тистическая гипотеза называется простой, если она однозначно 
определяет распределение СВ} . Например, простой гипотезой 
является предположение о. том, "чтв СВ ^  распределена по нор­
мальному закону 7V (0, 1); если же высказывается предположе­
ние, что С В у  имеет нормальное распределение J f  іт . , І ) , 
где Л іУпк І  , то это сложная гипотеза.

Правило, по которому проверяемая гипотеза Н, принима­
ется или отвергается, называется.статистическим критерием 
проверки гипотезы .

Одним из наиболее распространенньк является критерий У?* 
(Пирсона). Пусть X, , , . . .  , Згу -  выборка наблюдений CJSJ.
Проверяется гипотеза Н0 , утверждающая, что ~f имеет закон 
распределения FCX). Схема применения критерия [Г2 для про­
верки гипотезы состоит в следующем.

I. По вьйорке находим оценки неизвестных параметров пред­
полагаемого закона распределения.
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Если ^  - дискретная СВ, то определяем частоты П■ , 
L--t, <с , с которыми каждое значение или группа значений встре­

чается в выборке.
Если 'J -  непрерывная СВ, то разбиваем область ее значе- 

ний на 1с интервалов и определяем число элементов вьборки гр , 
к: , принадлежащих каждому интервалу. Г

... 3. Если "5 -  дискретная СВ, используя предполагаемый
закон R'X), находим вероятности р- , L-l~ к  , с которыми 
СВ і, принимает каждое значение или вероятность появления груп­
пы значений.

__Если у  -  непрерывная СВ, определяем вероятности р,- ,
І - / ,  кг ; попадания в каждый интервал, исходя из предполагаемо­
го закона F (. X )  .

4. Вычисляем вьйорочное значение статистики критерия X : 
Мг ... (Пі-n p if-

х г  ■ n P i  • (?)

5. Принимаем статистическое решение: гипотеза /У0 не
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Противоречит выборке наблюдений на заданной уровне значимое?  ̂
ти J  , если і у . где У = г- І-1  - число степеней
свободы, а I -  число параметров распределения F(x), определяе­
мых по выборке; если же ^  у > т0 гипотеза Ц0 откло­
няется.

Задача ЗА. I , Проверить гипотезу о распределении СВ£ по 
нормальному закону при условиях задачи IA.2 («А = 0,05).
* Решение. Диапазон наблюдаемых значений разбит на 7 интер­
валов, а оценки параметров распределения Mj иСГу; X =35,94, 

S *  9,2. Тогда (х-ЗВМ /

рСх)= ’ш г  ^
и можно вычислить теоретические вероятности р£ попадания СВ 
в каждый і -й интервал: _  _

й  - Р й ,  * т П ^ т - ) -  Р С ^ Х г ) .

.Итак; р,= 21) = Ф< ^ ^ ” ) - Ф  С - ^ - Ж 'М .) =

= f  (+оо) _4? (1,62) = 0,5-0,44738 = 0,05262;
р, = Р (21 27) = <р (27д35і94) _ <р ( 2 Ь Ж 2 і)  = <р (1 ,62 )-

' ГА } 9 ,2 9,2
• -  Ф (0 ,9 7 ) = 0,44738 -  0,33398 = 0,11340;
. pj= Р (27 S fc 3 3 )  =Ф (0,97)- <р (0,32) = 0,33398-0,12552 =
_ о 20846*
рцІ Р (33 39) =9 (0,33)+Ф  (0,32) = 0,12930+0,12552 =

= 0,25482; ■
р -  0 (39 v<f<45) = 9 (0 ,98 )- 0,33) = 0,33646-0,12930 =

= 0,20716; s
,р{ = P (45 <5 I) = 9(1 ,64 )- <P(0,98) = 0,44950-0,33646 =
= 0,11304;
p = P (51 «^<«=0) = 9( oo )_ 9 (1 ,64) = 0,5 -  0,44950 =

= 0,05050.
Все вычисления сводим в таблицу:

Интерв Sr! Част о -! „
лы !та„ ! ■ г і 

І Пі I
I п р і  \ f l i - n f i  \ ( П ; - п р і ) г \ ~ ^ ~ r K
I ! . 1 \ ■ t

21[ 6 0,05262 5,262 0,738 0,5446 0,1035
[21 ,27f II 0,11340 11,340 -0,340 0,1156 0,0102
.[27 , 33[ 20 0,20846 20,846 -0,846 0,7157 0,03434 « ® да
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Продолж. таблицы'

! п ! ! - ,----------
лы 'та п .

! n^
! Pi 
!

! Гірс і
і ? nr npc . Ш і-npJ

[зз, з С 27 ' 0,25482 25,482 -1,518 2,3043[39 , 45[ 18 0,20716 20,716 -2,716 7,57661̂ 5, 51[ 13 0,11304 11,304 1,696 2,8764{5г?°°[ 5 0,0505 5,05 -  0,05 0,0025

! П Рс

0,0904 
0,3561• 
0,2544: 
0,0005

0,8491~ j£ p i  =1.0000 ‘ ‘

У~\ш ;и = 9’49 (находим по таблице прилож.З 
* ■; ~  ~ J’05 и ЧИСЛУ степеней свободу V = IC - € -  Y = 7-2-1= 

-4; £  -  число определяемых параметров). Так как^г

™ ат вания дая °ткл°нения гип°тезы ° нормальном Pas -
ны СТр0ИМ График функции Для этого из серед8-
.высотоТ^Л Т і РВаЛ0В (РЙС"3) В° ССТ“  перпендикуляры /4і ( hi -  длина интервала). Полученные точки сое­
диним плавной кривой. Сравнение гистограммы с нормальной кри­
вой показывает, что гистограмма относительных частот сглаже­
на хорошо.

2. Задачи для аудиторной работы

вевхно^™ пГ83УЛЬТа™ Измерения высот микронеровностей на по­
верхности доски представлены в виде интервального статисти­
ческого рада ( гь=140): оіатисти

Интервалы
высот Частоты jИнтервалы ’ высот

! Частоты щ

‘ 400 " 500 13 800 I  90Q
500 -  600 22 900 -  1000
600 -  700 25 ЮОО -  1100
700 -  800 26 поо -  1200

1200 -  1300 .

* Г РИТЬ 7 ! ° Т У ° НОрмальном распределении высот микронеровностей ( об* 0 ,05).
ЗА.З. Результаты исследования прочности на сжатие 200

23
15
5
6 
5
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Интервалы !Частоты ! Интервал прочности ! Частоты
прочности,^!. . . 'GS* Ш j ! Л,-

19 -  20 10 22 -  23 64
20 -  21 26 23 -  24 30
21 -  22 56 24 -  25 14

Проверить гипотезу о нормальном распределении прочности 
на сжатие ( о£=0,05).

ЗА,4. Роет 1004 девушек в возрасте 16 лет (см):

Интер- !134-137!137-140!140-143!143-146!I46-149!149-152!152-155 
вал . ! ! ! ! ! ! !
Часто- !тгча и • ! і 4 16 53 ! 121 Т97 ! ??9

Проверить гипотезу о том, что Вьйорка получена из нор-, 
мально распределенной генеральной совокупности, приняв оі =0 , 1.

в •
3. Задачи для самостоятельного решения

Задание I . Применяя критерий 'УУ , проверить гипотезу о 
нормальном распределении СВ по данным задач ІА.7 -  ІА.21.

Задание 2. Ответить на вопросы к теме ЗА.
Вопросы к теме ЗА

1. Что называется критерием согласия?
2. На основании каких признаков можно произвести предва­

рительный набор закона распределения?
3. Могут ли результаты, эксперимента одновременно согласо­

вываться с несколькими распределениями?
, 4. Опишите схему проверки гипотезы о виде функции рас­
пределения с помощью критерий у^' .

5. Какие достоинства и недостатки имеет критерий У - ?
4А, МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

I. Теоретические сведения
Одной из важнейших задач математической статистики явля­

ется нахождение связи между двумя случайными величинами 1* и Q , 
Во многих случаях одна из переменных может быть неслучайной, 
т .е . принимать заданные значения, в то время как другая пере­
менная имеет случайные флуктуации, обусловленные ошибками из­

мерений или другими причинами.
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Предположим, что функциональная зависимость между neptt 

менными, называемая моделью, известна из предварительных све­
дений с точностью до параметров j$ a , J 3 и имеет 
вед у - ‘fCXifio, J i , , . . Jiic) , Требуется по результатам наблюде­
ний ( 'Хс і % ), і-іТТь найти оценки параметров -  %, , J  , • • ■ 
%■. По Mffi в качестве оценок этих параметров (МШ-оценки)«

■ принимаются значения ў 0 , J  , . . . .  L- , дающие минимум функ­
ций’ j

2Г ( ч г  .
'. I  /  ■■ f. .

Из необходимых условий экстремума функции £ находим, 
что МНК-оценки являются решениями системы

г .  0Г Т - . ( 8 )

В общем случае эти уравнения нелинейны. Наиболее часто 
используют линейные по параметрам модели, например:

-  J  r + " + ў к  3  ?

а для

Если у : .ic + jii X , то система (8) примет вид

і +  = Z? Цс;
)  ̂ yv , /"L
I f i a су + в,2Га^А=! ?/V'

f*> t j \  x > а*. Л !/ —
f a i t  З * * - *  ;

fo p u  f t  Ж- yt: ;
r . i l t  x Shi I iH -> 4r

■ T•У — u f u■ /=/ 'J

(9)

( 10)

Систему можно решать любым из известных способов: по 
правилу Крамера, методом Гаусса, матричным способом.

Если t/= Р(Х So, ($, ■ [Vie) -  не многочлен, а например,
&£■ Ci ‘ I J '  J

Ч?ае , то, используя замену переменной, проводим линеариза­
цию у, : (?но. * In a. f і  cl a , t )j - , M - z ,:io'i-;4 •&> 4,~'ё  
и получим V~ І а t  $ ,У  . При других видах зависимостей также
используют метод замены переменные (метод выравнивания).

Задача 4A.I. Считая зависимость между коэффициентом тре­
ния пары шпон-сталь и нормальным давлением линейной, найти 
МНК-оценки параметров зависимости по результатам ’испытаний,
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"приведенным в таблице:

/э. , кг/смй !
і I ! 2 ! 3 \ 4 ) 5

- t i 0,15 0,17 0,20 0,21 0,24
Построить точечную диаграмму.

Решение. Считаем, что f *  ўо* 0,Р . Результаты промежуточ- 
ньвс вычислений оформим в виде таблицы:

P i. Г ft ! ? І І М і
Согласно ( 9 ) , получаем 

систему для определения^ и

1 ' 0,15
2 0,17
3 0,20
4 0,21
5 0,24

I
4
9

16
25

0,15
0,34
0,60
0,84
1,20

У< ° rv
f 5 j  + f f f i  г 0, »  ; ■
( f f j  +5JJ, -  3 / 3, 

Решение системы j?p =0,I3j
ft  =0,022.

• 15 0,97 55 3,13 Значит, f =  0,13+0,022 P 
Точеодая диаграмма представ-

лена на рис.6 .
(1

0,1// J -0 ,lir0 ,U f>

0,2
0,15 <

Г 3. 3 
Рис. 6

« 5 Р

4А.2. Измерение температуры корпуса работающего аппарата 
производимое с интервалом 5 мин, дало результаты:

Д.мин і 5 І 10 ! 15 ! 20 I 25
Тс ;С ! 59,3 г 59,8 ! 60,1 ! 64,9 ! 70,2

Считая, что зависимость между ними имеет вид 
найти оценки Д, , ji, , ji по МНК,

Решение. Предварительно введем новые переменные (для 
упрощения вычислений): д-г izJUL , cjziOfT-i'Q) и найдем ,
Д  , %. модели У -Х~
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Промежуточные вычисления сведем в, таблицу:
і і
! ! 7S 1 £ 1 ОСф 1 '- у - . ■£-1 с 1 эг/%. Г о..-» ( ^ 1

ь -2 59,3 -7 14 4 -28 -8 16
10 -I 59,8 -2 2 I -2 - I I
15 0 60,1 0 0 0 0 0 0

-20 I 64,9 49 49 1 49 I I
25 2 70,2 102 204 4 408 8 |6
2 : 0 - 143 269 10 ~Ш Г  "

. _ о _  .

’ ~34 ”

Система уравнений для определения примет вид (см.( 10)): .
j S p  + 10рк '*  /^3;

; 1 Щ
I  т У1%. -  - 4J?.

Отсвда %  = 8,457, 26,9, £ = 10,07. и 0=8,457+26,9* +
о+ 10,07 ї 1 , а I  = 61,84 -  0,67* + 0,04 £* , 4 
РоШЄНИЄ можно проводить, не вводя новых переменные.

4А.З.ГІО МИК найти оценки параметров для модели Ur я * я, Д д- 
Данные исследований приведены в таблице (рис.7): d X  J

! I 1 . 2  І З !  4 ! 5 ! 6

Ш- 2,11 2,45 2,61 2,73 2,75 2,81

Хг- h X j  ! 0 ! 0,693 Т 1,099 ! 1,366 ! 7,609 7 7,792

У  С 2, II 2,45 2,61 2,73 2,75 2,81
Промежуточные вычисления поместим в таблицу, предваритель­

но сделав замену: Ш \' -1,386), % = Ю( У -2 ,73). Тогда

0,693 
1,099 
1,386 

* 1,609
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X,- ! i f  і Уп ! у і  ! 7« У, і
■13,86 ” 2 ,1 7 " *  -5 ,5 7 э2 ,7 о 85,93
■ 6,93 2,45 -2,8 48,02 19,40
• 2,87 2,61 - 1,2 8,24 3,44

0 2,73 0 0 0
2,23 2,75 0,2 4,97 0,45
4,06 2,81 0,8 16,48 3,25

-17,37 -9,2 269,81 112,47
•V . Г-~

Находим Уй и По МШ:
Г  Ц Щ  - 'Z .x.iZJfu Зі і

п ~ ( х х и ) 1
-9 .2< 269,81-( -17,37) • П2^47 .. 

2-269,81-17,372
= -  0,401; *
7  = 6- H2,47-(-I7,37)(-9jjLI- 0,391.

*' ' = п  ± Х ,Ь  Т Щ Л *  2-269,81-17,372
Итак, У/ = -0,401+0,391 X, , откуда 10ij -27,3 = -0,401+ 

+0,391-10(^-1,386). Приведя подобные, получаем у  =0,391 Л + 
+2,15 и ij 0,391 Щ : +2,15.

2. Задачи для аудиторной работы
4А.4. Найти МНК-оценки параметров зависимости раствори­

мости соли от температуры для модели ijz  t  ft і  - Результаты
измерений приведены й таблице: "

.. V  Г  ~ 0 "  -  4 ~ ~ Г  ~10 7б~" ~ 7 ~ ~ й  '

у. % t 66,7 7 тІТо 76, з ” " Г _
Построить точечную диаграмму.
4А.5. Найти МНК-оценки параметров зависимости жесткости 

М гнуто-клееных образцов из шпона березы от давления прессо­
вания р ДЛЯ модели M r JU < f tP . Результаты испытаний даны в
таблице:

~Р~ Т ^ / « ? Г  "оТб” V  Ї  :J___ 1,5 ! 2 ,0 ! 2 >5_ „_
77ГТкг7сі?і™І5бо' Т S i  T S s 5 o ””'T  1750 Ш  __

Построить .точечную диаграмму.
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4А.6. По результатам испытаний найти линейную зависи­
мость предела прочности При изгибе СУ от плотности Р пье- 
вееностружечных плит: J

~J>1 і г/см3 ! 0 ,55 ! оТбО ~!~о7б5 V  0,7 ~ Г  0 ,7 5 ~ !~  “ оТб" ~  

f t '  МПа ! № ! 20 ! 24 ! 2 9 ,5  ! 36 ! 4 2  8
4А.7. Найти МЖ-оренки параметров зависимости температу­

ры смазочного масла в двигателе от скорости движения для мої 
дели г jjj_ . Результаты испытаний даны в таблице:

З І ,км7ч? 20 ! 28 ! 30 ! 35 ! 40 ! 45 ~~50 55 7 60

* С 1 43’5 ! 43,9144,2 !45,0 !46,0 !4б,9 !47,5 !49,0!51,0
4А,8. Исследование зависимости продолжительности і  ре­

шения систем линейных уравнений от порядка п  дало следующие 
результаты: 4 *

FU ! 2 ! 3 ? 4 1 5  ; 6 ! 7 ! 8 “ Г" g і~J0 ~ 

^ м и н ~ П 5 Т 'з 5  ! 75 ! Щ ~) 210 Г 5 і Г Г 1 І Г Г б о Г Г і 5 ^  
Предполагая, что t=  Л / 7 Г, найти оценки параметров^

и о •

3. Задачи для самостоятельного решения
S&EapeJ;, Построить корреляционное поле (точечную диа­

грамму). Г» характеру расположения точек на поле выбрать ма­
тематическую модель регрессионной зависимости и найти оценки 
коэффицшнтбв.

в задачах 4А,9-44.25 рекомендуется использовать линейную 
модель, в задачах 4A.26-44.32 -  параболическую, в задачах ‘
4А.33-4А.40 модель указйна.

Задание 2, Ответить на вопросы к теме 4А.
4А.9, (У -  прочность гнуто-клееных ■ заготовок; 4 -  ради­

ус эакрутлеййя углов.

! 5 ! 10 ? 15 f 20 і 25 до
О- , кг/см*! 660 ! 800 ! 760 * IOGo" ГТшО~~Г 1010

44.10. S -  электрозооруженность труда рабочего; У -  
.выпуск продукти. ' 9 ■
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CXU , кВт-ч! 3,0 ! 3,5 ! 4,0 ! 4,5 ! 5,0 ! 5,5
,т.руб! 4,3 4,8 5,0 5,7 6,5 7,0

. 4А.ІІ. у  г-коэффициент трения пары сталь-шпон (березо­
вый); Р — нормальное давление.

•Рі ,кг/сь?! I ! 2 ! 3 ! 4 ! 5 1 6
4 і Г 0,206 ! 0,224 ! 0,192 ! 0,189 ! 0,188 ! 0,179

4А.І2. р ~  нормальное 
пары сталь-шпон (ольхи).

давление; £  - коэффициент трения

Pi ,кг/см^! I ! 2 ! 3 Г 4 ! 5 ! 6
■ 4i !0,198 ! 0,189 ! 0,219 ! 0,192 ! 0,160 ! 0,187

4A.I3. 4 -  время роста кристаллов, с; У -  длина крис-* 
талла, измеренная вдоль оси роста в микронах.
<---------  _  _  -  _  • __ _ ___; _
І,-, с !50 !60 ! 70 ! 80 ! 90 ! 95 ! 100 !1Ю ! 120 !130
£** ! 19 !21 ! 22 ! 28 ? 25 ! 25 ! 29 ! 28 ! 36 ! 32

4A.I4. (р -  усилие прижима стального 
деформация древесины в статике, мм.

вальца, МПа; (Г -

f 1,0 ! 1,5 ! 2,0 !! 2,5 ! 3, 5 ! 4
<T-Sm !  0,11 ! 0,16 ! 0,22 !! 0,33 ! 0,4 ! 0,38

4A.I5, ОС -  вес детали 
на токарном станке,

; время закрепления детали

. I t , кг ! 0 ,7 !  0,8 ! 1,0 !1 1,2 ! 1,3 ! 1,4
І і , с ! 2,2 ! 2,3 ! 2,4 ! 2,5 ! 2,6 ! 2,7

4АЛ6. И -  число слоев; Д/-  условный модуль упругости 
пакета из березового шпона толщиной в 1,5 мм при параллельном 
расположении волокон.

т  ! 5 5 9 ! 15 Г 21 ! 27 ! 31
кг/см 123800 ! 138000! 166000 ! 174500 '196500 ! 211200
4А.І7. IT -  скорость движения автомобиля BA3-23GГ; S -  

длина тормозного пути.
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1̂  ,км/ч ! 21 ! ЗО ! 42 !_4Q Т б І  ~ f 48 ~Гб4 ~ Г  Б9_  ~ '
• м !2,0 ! 2 ,6 ! 3 ,9  ! 5,2 ! 7 ,0  ! 6 ,2  ! 7 ,0  ! 8,6

4А.І8. М - прочность гнуто-клееных образцов из березово­
го шпона; д -  начальная влажность шпона.
__ , , ,*•

'• X L ,  % Т е ! 12 I Тб ! 20 25~ ~ Г  30_
H i,  кг/см2 ! 747 ! 605 ! 423 \ 214 \ 100 I 10

4A.I9. і  -  температура при прессовании болтов из стекло­
волокна;  ̂ -  предел их прочности.

t i , cC ! 1,3 I 1,35! 1,40 ! 1,45 Я ,50 !I,6G ! 1,65 !~l7?0 ~
^.IO7Па! 10,8 ! 10,2 ! 9,2 ! 8 ,9  !8,3 !8,0 !7,3 ! 6,7

4A.20. p -  давление прессования; M -  условный предел 
прочности при разгибе гнуто-клееньк образцов из березового 

•шпона.

F , кг/см^! 0,5 ~!~іТ0~ ~!~іТб~ ~І~гТо~ Т  2 ,5  Т  ~з“о~ “
Мі. .кг/см^! 625 ! 597 ! 620 7 755 ! 745 ! 700

4А.2І. р  -  давление прессования; М- жесткость гнуто- 
клееньк образцов из шпона ольхи.

Рі. ,кг/ст?7 0,5 ! 1,0 ~!~ 7,5 І~2*7о V  5,5 ~ Г  “з7о~ ~
Мі .кг/см^! 1245 ! 1166 І 1296 ! 1288"'!" 1284. ! 1205 "

4А.22. х  -  средний балл студента 1-го курса БТИ, U -
средний балл по итогам двух первых семестров.

»  —— —  —  _ __ _ _
34' ! 3 ,4 !3,5 ! 3,6 ! 3 ,8  ! 3,9 ! 4,0- ! 4,5 ! 4 ,8 ~

! 3,2 !3,3 ! 3,4 ! 3,7 ! 3,6 ! 3,7 ! 4,4 ! 4,7
4А.23. р -  давление прессования; М -  условный предел 

прочности при разгибе гнуто-клееных образцов из шпона ольхи.

ї і  .кг7с7Т 0,5 ~!~ 7 ,0  ~!~іТб~ ~!~ 2,0 ~!~ 2,5 “ Г  ~3~0~ ~
М і,кг/см*! 660 ! 638 Ї 679 Т 804 І 758 ! 746

4А.24. X -  масса груза; Ц ■■ удлинение шнура, на котором 
подвешен груз. ”
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Xt , кг! 0,05! 0,07 ! 0,10 ! 0 , 13 ! 0,15 ! 0,18 t 0,20
У( , см! 0,05! 0,08 ! 0,12 ! 0,16 ! 0,17 ! 0,25 ! 0,27

4А.25. р -  давление прессования; М  -  жесткость гнуто­
клееных образцов из шпона ольхи. .

,Т;7кг/ см2 !_ 0 ,5  _ ! 7 ,0  ! 7 ,5  ! 2,0 ! 2,5 ! 3,0
t y , кг/см*! 1758 ! 1825 ! 1801 ! 1822 І 1888 ! 1965*~

4А.26. И -средняя величина условного модуля упругости;
^ -  число слоев березового шпона в пакете ( толщина слоя 

1,15 мм и волокна склеиваемых слгев перпендикулярны).

~ ~ Ъ 7 ~ ~  5 ! 9 Г Тб I 21 ! 27 ! 31
, кг/см2 ! 96200 ! 86900 ! 92700 ! 98700 1125500 I 144000^

4А.27. М -  средняя величина условного модуля упругости;
, число слоев березового шпона в пакете (толщина слоя 

1,5 мм и волокна склеиваемых слоев перпендикулярны).

Я 7 “ 5~~ _! 9 !~ Тб" "Г i f  "Г Ъ ! 31
ML , кг/см2 ! 140000 ! 150000 ! 170000 ! I780o"cH 198500 !202500" 

4А.28. М - прочность гнуто-клееньк образцов из березо­
вого шпона; Ор- расход клея на основе смолы М-60.

І Тг/м2 ~!~ 65~ 7  ~75 ~ 7  ~85 ~!~ 9 5 ~ 7  7г5 ! 745
Мі ,кг/см2! 144 ! Ї55 ! 126 Г 148 ! 206 ! 260 \ 427~

4А.29. ( Г -  прочность склеивания древесного шпона с по- 
• верхностыо древесностружечной плиты в. зависимости от вяз­
кости клея^;

7 F  ~ _6”  ”  _9° ~ ~12̂  ! 1 й*°
< ^ Й 7 м  ! 2,64 ! 3,48 ! 3 ,7 б "Т “  3,80 ! 3,64

4А.30. ( Г -  прочность склеивания древесного шпона г. по­
верхностью древесностружечной плиты; ty  -  расход клея.

7 г /м 2  ” f 70о"~ 7  700 ! ■ ТзО I 160 ! 790 __ •_
f t , кН/м ! Г,76 ~! 3,06 ! 3,82 Г 3,70 Г 3,08
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4А.ЗІ. О -  проіеюеть склеивания древесного шпона с по­

верхностью древесностружечной плиты; р  -  давление запрессов­
ки.

IГ “оТГ ~  S о Х  ~ Г  ~  0 ,8 “  ~ Г  “ і7 Г  ” Г  1~4 ~
Щ , кН/м! 3,21 Т 3,88 ! 3,76 ! 3,42 ! 2,84*
* 4А.32. Л'- предел прочности образцов стали; у -  вынос­
ливость этих образцов.

Х г й а ” '~о7?о ТоТво ~!о,9о“ 7 7,оо~ Гмо ~Гі~20 “ГіТэЗ “
#  ,гПа ! 0,33 Ш,40 10»44~'7 0 ,4 9 7  0,49 !"0~5Ї ! 0,55 ..

4А.ЗЗ. р  -  давление насыщенного пара; i f -  удельный объем.

' X  “ Х С з7з4!і ,63" 7од7 7
Pi .Н/см2 ? 0,48! 1,03 !2,03!4,25 !7,І6 !П ,48!м одел ь^ /^ *

. 4А.Э4. і  -  температура; U ~ удельная электропроводность
(модель у = g  £  *** ) і '

~і~,*сГ  ~І4,5 “Г _30,5 " 7  ”64,5 ~Г 7475” ” 7 ” ~86,7 
. 0 ! 0,004" !: 0 ,0 1 8 !  0,051 І 0,138

4A.3S. р -  давление пара; 1Т ~  объем (модель р - і- е  ) .

9:7 смїї ~Г зо” ”Г т~ “Г іо~ ”ГіІ ~ ~Г То" ~Г ~ і  ” ~ 
р і  ,к г /с # !  0,52 7 1,95 1 2,67 ! 3,70 ! 6,7? !, 16 ГейГ" 

4А.36. 0~- скорость резаний $ $ -  подача (модель& 6 -$4).

. 9 7  м Г Г  Ж  ” “ о7б“  ” Го7? " “ Г  0 ,8  ~ !~  0,9 ” Г  7 ,0  ”  ”  

гг-, м/с! 38,0 ! 33,8 ! 30,6 ! 28,0 ! 25,8 ! 24,1
4А.З7 . J 4 -  коэффициент трения в подшипнике; і  -  темпе­

ратура ( модель^Н = $ е  ) ,

1 - /С  ! 60 7 70 ! 80 ”  ! 90 ~! І00 ! ПО

J 4  ! 0,0148 ! 0,0124 ! 0,0І02!0,0085 !0,007І !0,0059
4А.38. /}  -  амплитуда колебаний маятника; t  -  время 

(модель /1 - а  5.
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■і; ,е! І ! 2 ! З І  4 ! 5 t 6
~ J ~ І 4/97 і 2,47 І 1,22 ! 0,61 ! 0,30 І 1,14 ~

4А.39. V -  скорость резания; і  -  глубина резания (модель
V - a  t ё ).

~ і~ т Т Т ' Т І ' Т Т Т Г ' Т  s і і
irc ,м /с !  31,6 ! 27,8 ! 25,7 ? 24,2 ! 23,3 ! 22,5

4А.40.Ш данным эксперимента найти оценки параметров 
модели у  і  а  ■ О. f

"Г "  I ! Z ~ ~ ! 3 Г ~ 4 ~ ~Г ~Ь~
~Т |~ ! 28^6 і 79Й Г"" '182 !" ! ЗІВ І 589

Вопросы к теме 4А .
1. В чем суть метода наименьших: квадратов?
2. Вывести систему уравнений для МНК-оценок параметров 

зависимости у  = jlo+JL, 2* J3* х к
3. Как линеаризовать зависимости: Q-e Х\
a-t 4 ’

5А. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОГМСАНИЕ ДВУМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ 
ВЕЛИЧИИ ( f , q  ). ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

I . Теоретические сведения
Цусть исход эксперимента описывается двумя случайными 

величинами 'J и ^  . Предварительное представление о зави­
симости 7 и У мо®но получить, нанося элементы выборки (•?<_,

), і- (ГЯ в виде точек на плоскость с выбранной системой 
координат. Эта точечная диаграмма называется корреляционным 
полем.

Распределение системы ( J  , ^  ) характеризуется число­
выми параметрами , которые определяют положение
центра распределения; дисперсиями , которые опре­
деляют рассеивание распределения относительно центра; кор­
реляционным моментом ( ковариацией) Kfq - М [[і'Ні)(Д- /V f))
И коэффициентом корреляции f -  j o y  б~Г{ .Коэффициент кор­
реляции определяет степень линейной зависимости между ^ и 
^  : чем ближе Iў  [ к единице, тем теснее связь между I  и ^ ;

І^іри f  ,  t корреляционная зависимость становится функциональ-
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ной (линейной). ' ■

^  Функцией регрессии П  на назовем М ( ^ / f -  X )  =

= 1 У р(У"(эс)с̂ = i/’CX.) . Функция регрессии  ̂ на ~f позволяет 
прогнозировать среднее значение СВЦ до фиксированным зна­
чениям СВ . Если СВ ( f , r (  ) распределена по нормальному за­
кону, ТО L f(O C  ) имеет линейный вид: *
* M(7 |a) = tf>(x)=£D-t-^,0C= 1-J %'оу '(':Г- /Г7г )  •

По функции регрессии ij на -f можно делать точечный прог­
ноз значений L/t' по фиксированным значениям аг£ СВ с ошиб­
кой £■ : ^  о(£ , Єї Є . если Ш Щ І І Ї Ц і. ї )  .

Как правило, при обработке результатов эксперимента рас­
пределение СВ ( 'ў  , ^ ) неизвестно, поэтому зависимость мезду 

у  и ^ характеризуют эмпирическим? формулами.
По виду корреляционного поля подбирают либо линейную, ли­

бо криволинейную функции регрессии. •
Оценку линейной функции регрессии' М(^ 2:

называют эмпирической функцией регрессии 1 на и обознача- 
ют ^ х = х  » где JL>, j£, -  оценки параметров & в̂ л  , опре­
деляемых по данный эксперимента » ' j i  ) , і *  і  n ; и на­
ходим по МНК из условия минимума ІЕ І

Решая систему нормально уравнений (9) матричным методом, 
получим

( М  f n z : X i V / z ^ ' \  л / п & Ї І  1 (Гх;1-2.Хс

ковариационно-дисперсионная матрица: 
Тогда1, а _ ПХ^-Уі-гаї; 2!Ус

(ггіа^- (гич)-1
(II)

г: Ус̂ Д і1- г а ,  гта, ус
(12)

При выборке небольшого объема п. оценки параметров распре­
деления удобно проводить в следующем порядке. Вычисляют суммы 

,2. H-L > 21 • Затем вычисляют суммы квад­
ратов отклонений от среднего и произведений отклонений от сред-
него: Ї)» '
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Формулы ДЛЯ оценок Л , (11,12) можно упростить с

(14)учетом (13): > > =  a -J f tx
• Итак, эмпирическая линейная функция регрессии на f  
может быть представлена в виде k .-Lt К а. или с учетом (14)

c a r . * ) .
Выборку большого объема представляют в виде корреляцион 

ной таблицы. С этой целью группируют реализации СВ f  и ^ по 
интервалам длины и ё ̂  , а в клетки таблицы записывают 
число пар исходной выборки (т .е . частоты) для каждой комбина­
ции. интервалов. В дальнейших вычислениях используют середины 
интервалов и соответствующие частоты. .

Для упрощения вычислений вместо середин интервалов сц' ,
• Ч* вводят числа (условные нули) гц и 1Л :

11 _  3̂  “ 4* / . . г Чі ~ . г
—£ Г ~  > ‘іК> '4* *-<•

где с/2 Vi aly -  середины наиболее часто встречающихся интер­
валов; кгс = % * - % . ,  ;  =

Оценки параметров распределения находят в следующем по­
рядке. Сначала вычисляют суммы для U и U" по формулам, ана­
логичным (13). Тогда 5 -  к х a. * d x , g - / i g t r *  d y j S* г

с1.V
Q, 
n-i ЬЧ . и О чаГ

\/Ои Qs
Чтобы охарактеризовать, насколько хорошо полученная 

функция х  отражает зависимость между средними значег
ниями  ̂ и фиксированной значениями о: , проверяют адекват- 

’ность модели экспериментальны/! данным.
Для этого вычисляют:
1) остатки Єг
2) среднее квадратическое отклонение, характеризующее

рассеивание экспериментальных точек относительно эмпиричес­
кой линии регрессии: S e = ft / ( n - i )  j

3) средние квадратические отклонения эмпирических коэф­
фициентов регрессии: С =% е / С~„  ,  где С0О , с,, - 
диагональные элементы ковариационно-дисперсионной матрицы С;

4) интервальные оценки коэффициентов |)0 и fa :
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^ 7  с + Іі,ч-t (15/
где t j  „ л -  квантиль распределения Стыодента;

5) эмпирический коэффициент корреляции:
П - Х: % ~ = З * *  •
vn ^r'xf - ( [ ОГ Щ ’ \  Г

, £=гг называется коэффициентом детерминаций и показывает 
процент рассеивания , объясняемый линейной моделью;

6) проверка согласия линейной регрессии с результатами 
наблюдений сводится к проверке гипотезы об отсутствии линей­
ной связи между переменными ^ И у  , т .е . гипотезы И0 *
-  О, Гипотеза Н0 принимается на уровне значимости rL  , если 
доверительный интервал для jL, накрывает нуль. В этом случае 
считаем, что линейная модель не согласуется с опытндаи дан­
ными, и должна быть использована другая модель.

Для проверки гипотезы Но можно использовать и статисти­
ку 7Н - . Н0 верна, если Тн Ъ Ты  , где
1Ы ( i)  rt-J .) определяется по распределению Фишера. Согласие 
линейной регрессии с результатами наблюдений может быть ус- ■ 
тановлено и при проверке гипотезы о значимости коэффициента 
корреляции, т .е . гипотезы К : f  = о.

Вычисляем V -  * СРаВКИВаеМ 4  с і  табЛа
определяемым по таблице распределения Стыодента. Если^)^,^ 
то нулевая гипотеза отвергается, и линейная модель согласует­
ся с результата» наблюдений.

Задача 5А.I. По результатам выборки:

ОЦ ! 5 ! І І  ~ Г  ~ Ї 8~ ~20 ~ ~ g5"  ~ ~ * I)
Ці ! 10 ! 22 ! 33 ! 39 ! 51

I) построить корреляционное поле; 2) найти эмпирические урав­
нения регрессии ^ на и ^  на  ̂ ; 3) доверительные ин­
тервалы для ^  й I ,  ; 4) проверить гипотезу Н0 : ў  = 0 
(уровень значимости Л  = 0 ,05).

Решение. I) Строим корреляционное поле (рис.9).
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Чо

и
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5 W f j  го  25 
Рис.9.

сс

2) Для нахождения уравнений регрессии используем форму­
лы (ІЗ ). Результаты оформим в виде таблицы:

і ! Xt ! £ ! X S 1 Я * • Х ф
I 5 10 25 100 50
2 II 22 121 484 242
3 18 33 324 1089 594
4 20 39 400 1521 780
5 25 51 625 2601 1275

Z~ 79 155 1495 5795 2941

X  = /г. = 79/5 = 15.8; ў  = ^  = 155/5 = 31; Q x

1495-79^/5 = 246.8; '~
24£ы8 = бІ<7. £  = ?>В5.

= Z 3 Z -  [£^ 1' = І495-792
= 5795-І552/5  = 990; S i=  ~  ,^ 4
S I - - , f e -  ■ 990/4 .  247.5; С .  15.73; 3 .
.  * Ш —  ,0 .9 9 5 .  * ^

246.8-990 -
Эмпирическое уравнение регрессии П на f  : Чх - У =

- 2 - * * - ( * - * )  ; / , - 3 !  = 0,995 І В Д  і  - 15,8) L  %  -  .

•= 1,999 a: -  0,50 ~ 2ДГ -  0 ,5 .
Это же уравнение можно получить, вычисляя коэффициенты ^  

и уравнения Ос по формулам ( I I ) , (12):

Л  =

і  =

1.55-1495 -  79-2941 
5-1495 -  (79)2 ~

-0,498;

5-2941 -  79-1552= 1,994;
5-1495 -  (79У

у  = 1,994ОС -  0,498 ~ 2 ос -  0,5 (сравните с предыдущим урав­
нением) . Эмпирическое уравнение регрессии ~f на >( : 5 * -%  -

с "
= І ■(Ц-у) - Ху -  15.8 = 0 ,995-7,85/15,73-(у  -  31) или
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, = 0,4%  ц f 0,41. '•  .

3) Доверительные интервалы находим по формулам (15):
(Son - OS)

У -І ! іД- ! -  г? .Г ! -Єі ! -g*
5 10 9,5 0,5 0,25 *

* II 22 21,5 0,5 0,25
18 33 35,5 -2 ,5 6,25
20 39 39,5 -0 ,5 0,25
25 51 49,5 1,5 2,25

з г е *  = 9,25, := у /г Щ У (п •О = 3. 08 = 1,755 ;•
z: Я ’- 1495 = 1,21; G “ £ е \ / О̂Ъ -  I * 93 ;

H Z X i 1 - ( зг а,- Iі 1234 >
4 = Л2-2;

гг 5
1234 ~

0,004; ^ = $ е /с 7 , = 0,112

• = t  0,05 ;3 = 3 -182; 3  " V < -  ^  % i * q  / .
Таким образом, доверительные интервалы для J i; :

-6,642 сўо с 5,646;
1,628 < $  <2,350.

Так как доверительный интервал для накрывает нуль, то 
j*> незначим.

4) Адекватность модели (проверку гипотезы Н0 • J  = 0) 1 ;
устанавливают с помощью статистики I  -  ? /П'З- • ;

н V'7- гг- '

К • 'I6 A  W
Так как > Ф  ̂ н ; , то линейная регрессионная модель вы- 

* брана удачно ,
Коэффициент детерминации И  = X і  = 0,99 и связь между 

1  и у близка к функциональной.
5А.2. Исследовался прогиб доски ^ (мм) в зависимости от 

нагрузки я  (кг). Найти средние значения прогиба, нагрузки, 
коэффициент корреляции между этими признаками. Определить для 
каждого -х среднее значение Чх и для каждого V -  Х д  
Найти уравнения регрессии, проверить гипотезу Н0 : Р = 0; 
i l >  0,05. • \
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Рис.10

X

Решение. Для того, чтобы упростить вычисления, введем но­
вь® величины: U( и \Л VJ-- - <4*
где d x = 3, й^= 16, (1̂ = I, 1. Под каждым интервалом для
ос и 'J стоят ос* и . Значения для Ui >И IQ помещены в таб­

лицу. Тогда 
= zmu,

V  =
п_2: п, ц

а.

= [(-2)-І0+(-І)-20+І-І4+2-2Іі] /100 = 0,16; * 
= [(-2 ) • 18+( -I) • I9+I- 17+2* 12] /І00  = -0,14;

Qu = 2  Z  П,- Uі 1 — / 7 5 і
= 158 -  100-О,І62 = 155;44;
^V = Z ^ V i Z-  n \7^ = 156- 100-0,I42 « 154,04;

= (~2){-2)-VJ ,1У п_
-10+81-2 )(-1 )+ (-Ш -1 )-1 2 + 0 {-1 ).7+0-0-28+0-1 -6 + Ы .и Ь 2 -9 +  
+2.2-12 -  16»(—I4)/I00  = 124;24;
С' _ £ W  _ 155*44 _ -г cr̂ rv, o* _ Qv _ 154*04 -* crc ,

ТІдГ 1,5 °’ Ь ~7ГГ~ ~~W~ * A’556*



z = Q,
36

124,24
155,44 . 154,04

3+0,16*1 = 3,16; *J =
= Su, h x  = Vl^570 -I * 1,253; f^ = S

= 0,93; x  = d a + . и  /г ^  =

16-0,14 = 15,86; i x  =
y^556 .1 = 1,247,

для
Найдем для каждого 'Х  среднее значение  ̂

X = I , 14;10

Цп

X  = 2 ,  <£_= (14*8+15* 12) /20 = 14,6;
X = 3 , £  = ( I5*7+I6*28)/35 = 15,8;
X = 4 , £  = (I6*6+I7*8)/I4 = 16,6;
X  = б , у „^= (17* 9+18*12)/21 = J 7 ,6  (рис. I I ) .

, Зависимость от ct найдем
по формуле ў й -у =  ( Х - S ' ) ,

-15,86 = 0,93 g | g  СГ -3 ,1 6 ), ^

или = 0 ,925X + 12,937
(рисЛ І, сплошная прямая).

;—*5 1 Средние значения X при каждом 
фиксированном у :Рис .11.

= 14, £/ = (I*I0+8*2)/I8 = 1,44;
= 15, ^ =  (2*I2+3.7)/I9 = 2,37; 

if = 16, 5, = (28*3+6*4)/34 = 3,18; 
и = 1 7 , £  = (8*4+9*5)/17 = 4,53; 
jj = 18, * ,=  12*5/12 = 5 (рис. I I ) .
Эмпирическое уравнение регрессии ~ f  на ^ Х ^ - Х  =

.= 2 : 5 -ЗЛ 6 = 0,93 g g | (  у  -15 ,86), или ^  ='

= 0,934 і/ -  11,65 (рис.ІІ, штриховая прямая).
Проверим гипотезу //, ; Р = 0. Вычислим

= 24,9. Неодим t табл.= = t w . n -ж = 1>98-
Так как )  ^табл.* то ЛИНбйная модель выбрана удачно.
Промежуточные вычисления удобно оформлять в виде таблицы;
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Ui ■ т * Лі Ui !! Пі Uі 2 vk ! Ч  Л ! пк ^
-2 10 -20 40 -2 18 -36 72
-I 20 -20 20 -I 19 -19 19
'0 35 0 0 0 34 0 0
I • 14 14 14 I 17 17 17 *
2 21 42 . 84 2 12 24 ■48

2Г 100 Іб 158 27 Ь—1 О О -14 156
2. Задачи для аудиторного рейения

В задачах 5А.З-5А.5 найти: I) центр рассеивания (5 - , ў  )‘; 
2) оценки средних квадратических отклонений Sa- * » 3) коэф­
фициент корреляции <: ; 4) построить корреляционное поле;
5) найти уравнения регрессии; 6 ) проверить адекватность моде­
ли ( Л = 0,05). .

5А.З. щ -  масса детали, кг; •£- время, затраченное на 
'закрепление детали на. токарном станке, с:

т;Ткг!0,7 ТоТ8~і ї ,0  ~~1~Z~ 1І,3 " ї ї , 4 '1 ,8  ТіТэ"
с!2,2 12,3 !2,4 ! 2,5 !2,б !2,7 ! 2,8 ! 3,0 13,1 !3,4
5А.4. М -  прочность гнуто-клееных образцов из березово­

го шпона; -fc -  вязкость клея на основе смолы М-60.

\7 f~ g ~  “ Г  З О - " . ! - 60“  ~ Г  І 2 0  ~ Г щ Г  Т  200 “ Г  240 “  “
Ні . кг/ см̂ ! 130 І І ІГ  Г ш  І 243 І 300 ! 347

5А.5. і  - количество ремонтных слесарей, шт.; т -  число 
сташсо-смен. *

10-15 ! 15-20 {20-25 ! 25-30 ! 30-35 ! 35-40
0 , -  0,2 4 - - -

0,2- 0,4 2 2 - - —

0,4-0,6 - - 2 _ __
0,6- 0,8 - 6 - 4 4
0,8- 1,0 - - • - - 6 6
1,0- 1,2 - - - - - 4

3. Задачи для самостоятельного решения
Зедакие I . В задачах 5А.6-5А.20 найти; I) центр рассеива­

ни я  2) оценки средних квадратичаских отклонений



* Sj; 3) коэффициент корреляции t  ; 4) построить корреляцией? 
ное поле; 5) найти уравнения регрессии; 6) проверить адекват­
ность модели (JL = 0 ,0 5 ),

Задание 2 . Ответить на вопросы к теме 5А.
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5А.6. X и у- -  содержание кремния и алюминия в образцах 
(в условных единицах) *

^ ----40-50 і 50-60 ! 60-70 ! 70-80

10 -  II 2 II 3 2
II -  12 * I 19 2 ж
1 2 - 1 3  3 6 27 6
1 3 - 1 4  2 3 3 8

5А.7. X  -  ширина, см; у - длина плитки, штампуемой авто-
матом, см.

г

і і
і—і

і

! 3 ! 5 І 7 ! 9

* 7 - - 2 4
10 3 4 6
13 і : 8 3 2
16 2 j 9 6 -
19 3 5 7 2
22 8 4 I ' -■ -

5А.8. ^ -  прочность стальной проволоки, кН/м; X  -  диа-
метр проволоки, мм. А

♦

! 2 -3 ! 2,6 ! 2 ,9 ■ ! 3,2 , |  3 ,5 ! 3 ,8
7,1  5 - - . - - -
7 ,3  4 12 - - - -
7 ,5 8 5 4 - -
7,7 I 5 7 12
7,9 - - , . I I

5А.9. ос -  овальность колец после обточки?-У - после тер-
мической обработки.

5 ! 15 і 25 ! 35 ! 45 ! 55 ! 65

4 2 - 2 - - -
8 -  I 4 - - -
12 -  4 13 10 - -
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Продолжение таблицы

! 15 ! 25 ! 35 ! 45 ! 55 ! 65
16 2 - 22 II 6
20 - - - 15 4 2
22 - - - I I

5A.I0. 
затраты на

X -  количество 
их изготовление,

выпускаемых деталей 
руб.

, тыс.шт.; ^

. 5 ! 10 ! 15 ! 20 ! 25 ! 30 ! 35
100 2 I - - - -  -
120 3 4 3 - - к-

. 140 5 Ю 8 -  -

• 160 - - 15 - 6 2
180 - - - - I

5А.ІІ. СС -  сумма разрывных усилий отдельных проволок, 
'составляющих стальной канат, кг; -  разрывное усилие всего 
каната, кг.

' ' \ J  18 ! 23 ! 28 1! 33 ! 38 ! 43
125 -  I - — Ш'
150 I 2 5 _ - -

175 -  3 12 12 - —

200 II 18 7 -

225 -  - - 13 3 -

250 -  . ’ - I I
5A. 12. x -  угловые колебания ведущего моста 

• угловые колебания подрессорной массы, Гц.
автомобиля/^;

10 ! 20 ! 30 !! 40 ! 50 1 60
15 5 7 _ - ■ІГ •'
25 -  20 23 - - -

35 30 47 2
45 10 II 20 6
55 - 9 7 3

5АЛЗ. X -  предел прочности, 
кг/мм3.

кг/мигЧ £  -  предел текучести
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5 ! 10 ! 15 ! 20
10 2 - - -
20 5 4 I -
ЗО 3 8 6 3
40 - 3 6 б ;
50 - - 2 і

5A. 14. X -  высота дерева, см; у . -  диаметр, см.
з: * 65 ! 95 t 125 ! 155 ! 185

10 5 - - -  -
20 4 12 - -

Г ЗО - 8 15 4
40 - I 5 7 2
50 - - - 2 *

. 5А.І5. х  -  износ резца, мм; у -  время работы, ч.

I ! 2 ! 3 ! 4 ! 5
14 10 8 _ -  -
15 12 7 -  -
16 - - 28 6
17 - - - 8 9
18 - - 12
5A.16. X  -  ширина, см; у - длина плитки, штампує-

мой автоматом, см
'— __ X , I ! 2 ! 3 ! 4

I I 3 \ 3 I
2 I 3 3 I
3 I 3 3 I
4 I 3 3 I
5 I 3 3 I
5А. 17. -  предел 1прочности при изгибе , МПа; ў  -  проч-

ность древесностружечных плит, г /см .

_Я .г/см3 ! 0,55 ! 0,6 ! 0,65 ! 0,7 ! 0,75 ! 0,8
£Г,МПа ! 15 20 24 29,5 36 42



- 41 -
5А.І8. ОС- остаточная деформация в статике древесины 

стальньм вальцом при подаче рейсмусового станка, мм; -  ос­
таточная деформация в динамике, мм.

^ТообТоогТообТоТіТоотТоотТообТош ойТом ноІгТооеІ! ooisToT хТоїі
Ці! 002! 00ІЗООЗ! 005! 003! 003! 003! 003! 002! 0085! 005! 005 ! 004! 004! 005 

* 5А.19. Данные измерений двух переменных Z  и у  :
' V *  1 5 ! 10 ! 15 ! 20 ! 25 ! 30 ! 35

1
О

І
°

| 1

- - - - 6 I
120 - - - - 4 2
140 -  • 8 ІО 15 - -

160 3 4 13 - - - -

' 180 2 I - I - - -
5А.20. Данные измерений двух переменных ос И if •

К ’. 0,1 ! 0,3 ! 0 ,5  ! 0,7 t 0,9
12,5 4 2 - -

17,5 - 2 - 6 -

22,5 - - 12 - -

27,5 - - - 14 -
32,5 - - - 14 6
37,5 - - - 10 -

Вопросы к теме 5А
1. В чем состоит разница между функциональной и статисти­

ческой зависимостью двух величин?
2. Какой вид имеют модельные функции регрессии на

и ~ f  на  ̂ , если СВ ( -f , ^  ) распределена по нормальному за­
кону?

3. Через какую характерную точку проходят эмпирические 
уравнения регрессии?

4. Запишите систему нормальных уравнений для определения
коэффициентов эмпирического уравнения регрессии tjy :  ос
по МНК.

5. Представьте схему алгоритма регрессионного анализа _ 
между двумя переменными.



64. МЙОШЯВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ 
Ї. Теоретические сведения

Во многих задачах деревообработки изучается зависимость 
случайной величины от нескольких переменных CCf , Ў с ^ , . . .  , X ( t  
Так, например, шероховатость поверхности зависит от подачи на 
зуб, жесткости, толщины, пути резания зубьев пил, высоты про­
тала, шага зубьев пил,

Функцией регрессий назовем условное математическое ожи­
дание М * Лі. -  >-frZ*} • Простейшая регрессион­
ная линейна? модель . * Є>кх ;> $>-($»,%,...>, би­
вектор-столбец коэффициентов регрессии. Параметры множествен­
ной функции регрессия находят по методу наименьших квадратов 
(МНЮ. Предположим, что n > r " , Cfcj  -  J  -е наблюдение і -го 
фактора, ^  -  распределена по норіиаяьному закону с постоян­
ным средним квадратическим отклонением. Система нормальных

Л>

Несмещенную оценку 6 вектора й коэффициентов регрессии 
находим по формуле Jb- ъ- (Х 'х) / 'У . (17)

^Дисперсия оценок 3)( р  ^ ( х ' х ) 4 , где = “S'?
Оценку вектора ошибок £ в модели ij =3£'ў + £ определяем по 
формуле С, *с ( у (18)
так как обычно дисперсия ошибок б- 2 неизвестна.

Доверительный интервал для коэффициента j3y определяется:

где j  табл -  находим с помощью таблицы распределения Стью-
дента по числу степеней свободы у'-П~кч и уровню значимости
^  * ІиА  , ! %  >* Cj  І Ч Н  - Й ДИаГ°НаЛЬНЫЙ ЗЛЄМЄНТ
матрицы (х 'х у і  ^

(19)
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Проверку гипотезы И0 ! ,Д = О против s D можно' 

провести, вычисляя •£ на&д = \3 A fe  и сравнивая {.и&бм. с
Іітабл’ Бычисленнда из таблицы распределения Стьюдента по 

V и Л  . Если t  н а б л > ІТабл.’ то коэффициенты регрессии
значимы, т .е . гипотеза Н0 отклоняется. .

Незначимые факторы, при которых коэффициенты несущест­
венно отклоняются от нуля, следует Исключить йа модели и за­
ново пересчитать линейную множественную регрессионную модель 
с меньшим числом факторов.

Для предсказания качества регрессионной модели вычисля­
ем коэффициент множественной корреляции;

к -  s / f -  ( у 'у  - /  У х ) (ё  я  - -Н е '# /,
где <2 -  единичный вектор-столбец.

Обычно при R >  0,7 модель считается работоспособной. .  
Для случая К = 2 при ручном счете удобно находить оцен­

ки для модели вида г $ ,  (СГрД) (Э*-£ £ ) . Оценка пара­
метра ^вычисляется по формуле

Оценки для параметров jj, , находим в этом случае в 
следующем порядке. ,-г

Вычисляем: , Q x̂  j - i 2;

т„хи -

4 %  l&< ; Й '4 ' -1 —  ( ^
QxJ V"(3sc’al

“ Or, ЗГ,
Q

-  Z  х,; , 5 ,-  £  аa re ц - ?З ' a
Вектор оценок:

H v - ( A ' A U r i
Qxi -Q t,vA
<3x,̂  Q.x-1)  И ^ 1

•^ 5fa

a

Ф м

Статистический анализ эмпирического уравнения регрессии 
позволяет выяснить качество регрессионной модели -  ее ТОЧНОСТЬ 
и адекватность. Остаточная суша квадратов (^вычисляется по 
формуле Qe* Q%~ J'A'y.

Для проверки линейности модели проверяем гипотезу: Но  -  

Вычисляем статистику /у. - Д'УсА . По уровню зна-.J * ” Qe 't7-3 * • •«
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чимости dL и числу степеней свободы-)} и "Йь с помощью та^ї 
лицы распределения Фишера вычисляем Fa (V,,Vj)=£(K’,«-k'-i); (5, я-з). 
Если Fh ? 5 Й л*3), то нулевая гипотеза ^  отвергается, т .е . 
уравнение регрессии значимо (адекватная модель). В противном 
случае линейной взаимосвязи с перемени ьми -Х) и aj, нет.

Значимость коэффициентов регрессии проверяем по крите-* 
рию Стьюдента. Вычисляем t j -  » где v ’S f e  -
-  J W q />  g  = 1 .2 ), С д  -  диагональный элемент матрицы
(А'АГ1.

По уровню значимости оС и числу степеней свободы У =
= f l - K - f  определяем "t та(Зл> t ~  критерия Стьюдента (прилож.
2 )  . Если >  t  rnoJA то коэффициенты регрессии jlj,
статистически значимы. Если какой-то коэффициент незначим, 
то отбрасываем j -переменную и снова по методу наименьших 
квадратов уточняем значимые коэффициенты регрессии.

С помощью t  -критерия Стьюдента находим доверительный 
■интервал для произвольного коэффициента регрессии & :

JV'FmaAA %  ^ + .
Для проверки гипотезы Но*5 : =0, £  = 1,2 значимости

каждой переменной X j  воспользуемся доверительным интервалом 
для J5j ( £  =1,2). Если доверительный интервал для (,} =1,2) 
накрывает нуль, то гипотеза H J 61: = 0 принимается, в про­
тивном случае -  отклоняется. Другими словаш, фактор либо 
незначим ( в случае принятия гипотезы =0, jy = 1 ,2),
либо знавдм.

Коэффициент множественной корреляции
R= '

.показывает процент рассеиваний СВ ^  , объясняемый линейной 
регрессионной моделью.

2. Задачи для аудиторного решения
В задачах 6А.І -  6А.З для приведенных данньк: I) найти 

уравнение регрессии и доверительные интервалы
для параметров Jh, ? 2) проверить гипотезу fe : •
3) проверить гипотезы Koj) : ^  = 0,  ̂= 1,2; 4) вычислить коэф­
фициент множественной корреляции.

Уровень значимости принять с /- = 0,05.
6А.Г. Результаты измерений прочности (Г (МПа) ДСП в зави­

симости от температуры •£ °С и продолжительности прессоваыйя

•  •

(мин/мм толщины ковра):

“ X - |- I38_ !~I72! 140 1183 ! 140! 155 ! 145 ! 160 ! 165 ! 170
’t r ""l- oTs- !0,49!0,9I !0,9 ! 0,510,6 !0,7 !0,8 ! 0 ,9  ̂  0,5
- 01-- !ЗбТ2_ !ЗзТзТзб,5 ТзЗ,9! ЗбТ2 ! 35,3! 36 ,I ! 35, Л 35^ №4,7 ̂

Продолжение таблицы

" !̂~IV5~іТеО ! 142 ! 152 ! 162 ! 172 ! 154 ! 164 ! І74 П84
_ !- о75~!0,6 7  0,7 7о7в~!_0 ,9 !0 ,9  ! 0 ,8  !0,7 ! 0,6 0,5

- <г"*Гз4 "*!327&7 ЗбТ2! 36 !35,2!34,5! 35,6!34,б7 34 7 33

Решение. I) ВЫЧИСЛИМ ВеЛИЧИНЫ Q j., Qt  , Ф? , <Jt r ’ Отт *
Результаты вычислений сведем в таблицу:
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Но-' ! 
меріях !Г=э:А 

«ОПЫ-! I п  k  і ?;* | -бег І(С<Г іt і j
І

t<r

_І0 _I ! 2 1 3 4 ! 5 ! 6 _! 7 !_ 8 _  1 _ 9 _  і
I 138 0,5 36,2 19044 0,25 4995,5 18,7 1310,44 69

2 172 0,49 33,3 32041 0,2361 5960,7 16,317 1108,89 87,71

3 140 0,91 36,5 19600 0,8281 5110 33,215 1332,25 127,4

4 183 0,9 33,9 33489 0,81 6203,7 30,51 1149,21 164,7

5 140 0,5 36,2 19600 0,25 5068 18,1 1310,44 70
6 155 0,6 35,3 24025 0,36 5421,5 21,18 1246,09 93

7 145 0,7 36,1 21025 0,49 5234,5 25,27 1303,21 10 J 5

8 160 0,8 35,1 25600 0,64 5616 28,08 1232,01 128

9 165' 0,9 35 27225 0,81 5775 31,5 1225 148^5

.10 170 0,5 34,1 28900 0,25 5797 17,05 1162,81 85

II 175 0,5 34 30625 0,25 5950 17 1156 87,5

12 180 0,6 32,5 32400 0,36 5850 19,5 1056,25 108

13 142 0,7 36,2 20164 0,49 5140, 4 25,34 1310,44 99,4

14 152 0,8 36 23104 0,64 5472 28,8 1296 121,6

15 162 0,9 35,2 26244 0,81 5702, 4 31,68 1239,04 145,8

16 172 0,9 34,5 29584 0,81 5934 31,05 1190 154,8

17 154 0,8 35,6 23716 0,64 5482, 4 28,48 1267,36 .123,2

18 164 0,7 34,6 26896 0,49 5674,4 24,22 1197,16 114,8

19 174 0,6 34 30276 0,36 5916 20,4 1156 104,4

20 184 0,5 33,1 33856 0,25 6090 4 16,55 1095,61 92

Ц- ЗЯ34 13,8 6-т.’..f  532411 10,0242 112',44 ’482342 2454'!. ні ?£??.
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Вычисляем: 0> = 627414 - Ш Щ  = 5 27414 -522937 ,8  =

•.г20
= 4476 ,2s  10,0242 -  = 10,0242 -  9 ,5 2 2  = 0 ,5 0 2 2 ;

20

<?„.= 2 4 3 4 4 ,4 6  -  (S ^ i l  2 6 ,1 2 2 ; <?t t  = 222 6 ,3 1  -  Ш кМ & =

2226 ,31  -  2 2 ,3 1 ,4 6  =■ - 5 ,1 5 ;  Qtv = I I2 4 4 4  -  ,

= 112444 -  112769 ,58  = -3 2 5 ,5 8 ; 482 ,342  -  =
гіг

= 482 ,342  -  481 ,206  = 1 ,1 3 6 ;
A 'A  = /  4476*,2 -5 ,1 5  \  ( A ' ! !  = 4 4 7 6 ,2 *0 ,5 0 2 2  - ( 5 , і б ) 2 =

(а' а г 1
(-5; 15 0,5022j = 2247,94-26,5225 = 2221,4251

I / 0,5022 5.15
2Ш 742Ы  ^5,15 4476

- A,<r-  ( t i a f )

,г )  = (о ’ о023і8 г ;о і5  у
0 ,0 0 0 2 2 6  с .о о г з ш А
р ,002: — “ —

1 6 1 ,7 ;

f  = = Ц(р* 0 ,6 9 ;

0ценка|  £ f f ) =  ( A ' A r ^ ^ U  - a a n f e r
/0,5022 5,15 \  /-325,881 _ — --------— •
\|>,І5 4476,2) ^ 1,136 )  -  2221,4251

V
3] /-1 5 7 ,6 5 5 8 7  З =
J  2221 ,42 51  340Й,2262 /

/-0,07097 1
U .E,53425 Л

Итак, jf( = -0,071; 1 = 1,534; ]^  = 34,87-(-0 ,07I)-I6I,7-
-1 ,534-0 ,©  = 45,29.

Таким образом, уравнение регрессии:
( Г  = 4 5 ,2 9  -  0 ,0 7 I t+  1 ,5 3 4 Т  .

Вычислим остаточную сумму квадратов Qe й несмещенную 
опенку дисперсии ошибок S’*' :
4 =  Qf J ' A'$ = 26,122-(-0,071-1,534) ^325^58j = 26,122 -

-  (0,071-325,58 + 1,534- 1,136) = 1,6632;
£г= i k _  = 1іЩ32 = o,0978; S = 0,3127.T7

Точечные несмещенные оценки средник квадратических откло­
нений коэффициентов регрессии jTj. :
%  = S / ( 5  = 0,3127 0,000226 = 0.3127-0,01503 = 0,0047;

= = 0,3127» 2,913 я 0,3127,-1 ,4195.= 0,44388 = 0,.443&



e / -Тгде Cfi ,Ct i_ -  Диагональные элементы матрицы (А А) .
С помощью таблицы распределения Стьюдента (прилож.2) 

по уровню значимости оС и числу степеней свободы П-К-І- п-ъ 
определяем Ьх,ц-*, • Тогда доверительные интервалы для парамет­
ров- JJj , j  = 1,2 определим по формуле j

■ %,и-ь JV <ў і  т Ц /1-І ^  , j  “ 1> & •
• Следовательно, доверительные интервалы для коэффициентов 
JVj , = 1,2 линейного уравнения регрессии равны
-0,071-2,11-0,0047 <: ft і -0,071+2,11-0,0047; -0,081 </К -0,061; 
1,534-2,11-0,4439 4 J4< 1,534+2,11-0,4439; 0,597 2,471.

Итак, параметры^ и с доверительной вероятностью 
0,95 накрываются соответственно интервалами: j-0 ,0 8 I;-0 ,0 6 I[ . 
и ]0 ,597;2 ,47Ц  .

2) Для проверки гипотезы Но = P>ia 0 вычисляем выбороч­
ное значение статистики Fh • Так как fi'A'j/- .
= (-0,071; 1,534} ^325^58j = 24,8588, а і г= ^ 'п-ъ = 0,0978,

то Ен = ‘ 127,08. Так как больше Fq,95^2 ,17'*=
=3,59, те гипотеза /т?0 отклоняется.

3) Проверим значимость переменных £ и Г<Г, т .е . оказыва­
ют ли существенное влияние температура -L и продолжительность 
прессования fifi на прочность ДСП при статическом изгибе.

Проверить нулевые гипотезы j |=  0, ^ = 1,2 можно
непосредственно по доверительным интервалам для параметров 

и а именно; доверительные интервалы для параметров 
'JV и ў ь  не накрывают Нуль. Следовательно, переменные £ и НГ 
значимы, -

Значимость коэффициентов регрессии Ji, и fix можно прове­
рить и используя распределение Стьюдента. Проверим гипотезу 
Но'): ў і  - 0 против конкурирующей гипотезы Н'*; 5.J5* ¥ 0. Нахо­

дим і  набл. = г - - -  = П^ШІ7 = 15’И - Из Распределения
Стьюдента (прилож.2) по уровню значимости J. .= 0,05 и числу 
степеней свободы у =и-кг--; = 17 находим ^ тагхл ={̂  =

= 1 о ,05 ,17 = 2>ІЗ:- їак как І  набл. = 15,1122,11, то нулевая 
гипотеза НІ** отклоняется. Это означает, что температура £ 
оказывает существенное влияние на прочность ДСП.

Аналогично проверяется нулевая гипотеза Нс*: 0
Йіротив f f /V  0. Имеем + набл> = 1 & L  * ^ ||§ д .  3,46. Так J
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как {  та(3л = 3,46 > 2 ,11, то нулевая гипотеза (iva j  откло­
няется, т .е . фактор продолжительности прессования Т  также 
оказывает существенное влияние на прочность ДСП.

4) Коэффициент множественной корреляции Р -  /У А '< к _

характеризующий отклонение результатов наблюдений от линейной 
модели, равен f{ = У 24,8588/26,122 = 0,98. Так как R ?  0 ,7 , 

'то считается, что модель достаточно хорошая (адекватная).
6А.2. Результаты замеров температуры объекта  ̂ , °С, 

температуры Зг} компоненты А в теплоносителе и температуры 
Хг окружающей средьп

V C ! I ! -I ! 2 I ! -I! -4 ! 7 0 1 8 ! 3 ! 6 ! -2

^,°С! - I  ! I !-2 !-6 ! -8! 5 3 3 І 0 1-Ю! 2 ! 7
2 ! 0 ! I -4 !-8 ! 4 ! II -2 ! 9 ! 8 ! 10 ! 5

6А.З. Результаты замеров величин 4 ' X , 9 X L  :

Х 1 ! I ! 4 I 0 ! 5 ! -3 ! 3 ! -5 -I ! 2 !-2

Ч  '• 4 ! -6 ! 2 !.-4 ! 12 ! -2 I 14 6 ! 0 ! 8

Ч ! -4  ! -5 I 4 ! -I  ! 4 ! 0 1 5 I ! 2 ! 76  * "  ' ” . • ~ •
3. Задачи для самостоятельного решения

В задачах 6A.4-6A.I8 для приведенных данных: I) найти 
уравнение регрессии / і  э:̂  и доверительные интервалы
для параметров Ji, , ^  | 2) проверить гипотезу Но :
3) проверить гипотезы к о ,ш. Pi= 0, j = 1,2; 4) вычислить коэф­
фициент множественной корреляций.

Уровень значимости принять oL = 0,05.
6А.4. Проведено экспериментальное исследование зависи­

мости предела прочности древесины <Г~ , МПа (выходная величи­
на) от изменения температуры и влажности W, %. Резуль­
таты опытов сведены в таблицу:

L і I !! 2 !! 3 ! 4 і! 5 ! 6 ! 7 !! 8 1! 9 !і ТО
і .°С! 40 !! 40 !! 40 ! 80 !1 80 ! 80 ! 50 !! 60 ! 70 !! 75

w % ! 6 !! 18 !! ЗО ! 5 !! 18 ! ЗО ! 12 !! 24 !! 12 !! 24
СІ МПа! 9 1! 5,5 !! 3,0 ! 7 ,5  !! 4,2 ! 2 ! 7,1 !! 3,8 ! 6 ,3!3 ,4
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6А.5. Исследовался процесс пиления древесины ели цеп­

ными моторными пилами ЭП4-3 на эстакаде нижнего склада лес­
промхоза. Приведены результаты замеров производительности 
пиления П.см^/с,диаметра резца ^  , см и рабочей длины пиль­
ного аппарата а* , см:

•*<* ,см ! 30,5 !! 53 ! 30,5 ! 53 !30,5 ! 53 !30,5 ! 53

X,см ! 48 ! 48 ! 66 ! 66 ! 48 !! 48 ! 66 !! 66

п ,c t / /c ! 24 ! 42, 2!33,8 !33,8 !57,8 !! 51 ! 51,7 !! 54,6
6А.6. Исследовался процесс образования прочносвязанного 

комплекса древесины и её компонентов с фенолфурфуролформаль- 
дегидным полимером. Результаты эксперимена: 

для целлюлозы

!Количество! ! 
X  !введенной !60 ! 

!смолы, % ! !
60 20 ! 20 ! 40 ! 50 ЗО 40

!Температу-! !
г  !ра м о д и ф и -!!  
г !цирования,'333! 313 333 ! 313 ! 323 і 323 333 333

!Количество! !
1 !прочносвя-!ктэ! 
і  ! занного !D1’J ! 21,5 14,61 14,3| 25,3 і 22,5 26,3 31,3

!комплекса,! !

6А.7 для древесины

!Количество! 
•2, ! введенной !60 

! смолы. % !
60 20

• I 
20 І 40 50 30 40

. !Температу- 
IV !ра модифй- 
I !цирования, 333 313 333 313 323 323 333 333

Зі!і

!Количество 
!прочносвя- 
' занного 
комплекса,

18,4 14,2 17,8 12,9 16,15 16,2 18,65 18,8

6А.8. Изучалось влияние вязкости смолы 2 ,. "3 и давления 
прессования oct  , МПа прессованной фанеры на скалывание по - 
клееному слою. Данные замеров приведены в таблице:
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у. !Вязкость смолы, Ч і 200 1 50 200 50 125 125 2Q0 j 50
}  !Давление прес- 
*•!сования, МПа !2,2 |а .2 1,6 1,6 1,9 1,6 I 9 • 1,9
и ! Предел прочнос- 
3 !ти, МПа I >21 ! 1,00 1,31 1,22 1,07 1,01 i . i j 0,99

, 6А.9. Изучалось влияние вязкости смолы х , , "3 и темпе­
ратуры прессования % ,°С на предел прочности и на, скалывание 
по клееному слою, Приведены данные измерений:

\  I Вязкость смолы,1200 j 200 | 50 ' 50 ]125 j 125 {200 50

Зі On j 150 і 130 і 160 1130 !прессования. 0 і !____\____ і , ; 140 130 140 140

Л Ї Г "?ПаПРОаН001 1.21 і І.03І I.ooj 1,42
,1 . ,1 .1 ,08 j1,03j I , 16

6А.Ї0 . fg -  касательная сила резания, Н; і1
1,00

вния на основной кромке, град.
-  угол ре за- 

-- задний угол резания, град.

: J і ил |лзра,**
!нияд,град,. ..ГД,™ .... ............. .

!3адний утол7 с !7 к !р ц 
К град. Г ’°  Г ,Ь !г ’Ь

40 {50 j 40 j 55 j 35 j 55 j 35

2,5 jI0 j 0 7,5 {2,5! 10 І 0
!Касатедь- !
!ная сила !475 ! 364 ! 498 
!резанияf Н! ! !

389
! І 
і 475!393 
! !

J І І
!534 !37І! 5Іб!383

Рг -  касательная сила резания64.21
резания на основной кромке 
град,;

град;

! !
Н; S'- угол

оі -  задний угол резания,

!Угол реза~! лс 
!ния& град .! ! 35 55 j 40 j 45 j 35 | 40 j 50 40

!Задний ! с 
! угод «1, гран! } б С

П О h-ч о о о
 ! . '
1

j 2,5 7,5

!Касатель- 1 1 ! ! ! ! I
!ная сила !д гя 
!резания^,Н: j 359j535 |441 ,409 ,383 {393 j 498 364

6А.І2. у -  прочность шпона на растяжение поперек воло­
кон, МПа при обжиме древесины в %; 3Ct -  температура древеси­
ны, °С; 3 ^ -  толщина шпона, мм:
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!Темпера-! !
« j “ 60 70

! 7 І 1 !
40 j 50 j 60 ' 70 j 70 j 50

І і ! і !
!Толщина ! ,  ! , 
!шпона̂ мм! ! 4 4 2,5г 3 І 5 j 6 j 3,5 ! 5
! Проч» !

‘ iS S w u , | о . « ! ° . «
! МПа4” ! !

1
0,44,0,46

1

! ! ! ! !
0 ,45 j0,43[0 ,441 0,5j0 ,45 \ 0,' 

і і ! І і
6А. ІЗ. у -  расход пара в месяц г/ГГ, -  среднемесячная темпе­

ратура, °С; -  число рабочих дней в месяце:

Xf ! 19,7! 16,3 І6 ,5!32 ,3!33 ,7!39 ,І!40 ,9!42 ,І!38 ,7!ЗІ,6!25 ,5115,8
Xt ! 20 ! 20 23 ! 20 ! 21 ! 22 ! II ! 23 ! 21 ! 20 ! 20 ! 21
У !І098!ІІІЗ 1251! 8 ,4!9,27!8,73!6,36! 8,5!7,82!9,14!8,24!1232

6А.І4. Э",-  величина зазора затворной пластинки, мм; хг -  
ее температура, °С; у -  процент заготовок, которые благопо­
лучно проходят контрольную проверку на машинах по упаковке 
брикета.

.! Зазор ! ! ! ! ! !
!затвор-!130!174!134!191!165!194 
!йой і і ! !
! пласти»! ! ! ! ! !
!ки т.,м«! ! ! ! ! ! !

f i l l
143!186!188!190!175!148 t i l l

і ! І І
'__ ! І !

!Темпе- ! ! !
Іратура - ід о -176; !затвор-! ! !
! пласти»! ! !! киос,, °с ! !

І
20512101230

і І І

!
192{220}2351230 j 220 J 2001 225

! ! ! !
, !Процент! !

ізагото-! ! 
!вок,ПрЫ 351817 
! ходящих!
! зазор j,7.!

! ! ! 1
! ! ! !

425!983!527!82 !345 і і і І
і ї і

1 !
954

t
і і і

848!8331943!51,Vі ї ї
і і і

6А.І5. 1А-  уровень звука при резании в круглопильных стан­
ках для продольной распиловки, дб; v -  скорость резания, м/с;
Ut  -  подача на зуб, при заданном числе зубьев г  = 36 и за­

данной высоте пропила Н = 18 мм, мм.
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‘Скорость! 
Ірезанияу! 
! м/с ’!

40
!
І 50 !

1
60 ! 40 

!
!
! 50і ! ! ! 

! 60 ! 45 ! 
!• ! !

55

! Подача ! 
!на зуби,! 
! мм !

0,2 1 0,5I !
0 ,8  ! 0,5

і
! 0,2

! ! ! 
! 0 ,5  ! 0,2 ! ! г і

0,8

iJ-Уровень !
'  1 шума,дБ!96,03

! ! ! ! ! ! !  
!98,28!10053197,66196,65198,9 196,84!

'
99,71

6А.І6. LA-  уровень звука при резании в круглопильных 
станках для продольной распиловки при постоянном числе зубьев 
и постоянной подаче на зуб, дБ; V- скорость резания, м/с;
И -  высота пропила, мм.

!Скорость!
■ Ірезанияу! 40 

! м/с !

I
і
і

50
! ! 
! 60 ! 
! !

і
40 ! 

!
50 ! 60 !

І
І 45 
!

і
! 55 
!

!Высота !
! пропила Д! 18 

• ! мм !

і
і
і 49

і і
І 80 І 
! !

І
49 І 

!
80 ! 18 І

1
! 49 І І 18

^♦Уровень ! 
!шума, дБ!95,92

1
І 95,

! ! 
ІЗ! 94,34!

!
94,39193,6

і
!97,4

І 1
! 94,76! 91,03

6А.І7.

■̂  ! 4761457! 540! 551! 575! 698! 545! 5741645 7  390 ~ 560 Т _562~ "
се, І I I I!  92! 90! 107Г 98! 150! 118! НО! 117 ! 91 ! 109 ! П6 ~
a rj 68! 46! 50! 59! 50' 66! 54! 51! 59 ! 44 I 66 ! 61 "

6A.I8.

W ! 2,6 f 2 ,8 ! 2 ,8  ! 2 ,9  ! 2,9 !~ 3 " Г м Г Г з Т б ~ Г 3~7~ Г  3~, 9 
*(! 3,9 ! 4,2 ! 4,2 ! 2,6 ! 2 ,6  Г 9 ! 3,1 ! 9 ,5 ! 0 ,6 ! 7 ,0
а*! 83 Т 64 ! 69 ! 56 ! 73 ! 59 ! 68 .! 92 ! 66 ! 60

Б. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
ІБ .І . Даны результаты измерения объемного выхода (%) ко­

ротких досок из бревен лиственных пород (короткими считаются 
доски длиной до 1,5 м включительно):

2.1 3.1 4.6 3 .8  3 .2  3 .9  2 .4  2.7 4.2 0.9
'  0.9 3.2 0 .9  3.1 3.1 2 .8  2.5 1.9 4.3 I . I

3.2 1.3 I . I  3.2 2.5 2 .1 3.1 1.6 Г. I 1.9
0.8  1,1 1.7 4.1 2.1 2.6 0.9 1.5 1.2 I . I
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1.5 0.9 2.3 4.3 4.3 0.7 1.2 0.8 1.8 2.9
4.1 2.9 2.4 4.5 4.5 0.9 1.4 5.1 2.2 3.1
1.7 3.1 0.9 0.8 3.3 1.2 2.6 4.0 2.3 3.2
1.9 3.8 1.3 0.7 2.3 I .I 2.5 4.1 2.7 4.0
Построить гистограммы относительных частот, взяв в ка­

честве длины интервалы следующих значений: a) k= 0 ,3; б) А- *
'.= 0,6; с) К = 0 ,9.

ІБ.2. Используя таблицу случайных чисел и таблицу функ­
ции tyfr), получить выборку объема 50 из генеральной совокуп­
ности с нормальным распределением , /4 0 ,1 ) .  Проведя группиров­
ку данных, построить гистограмму, полигон частот и полигон 
относительных накопленных частот. Найти квантили X q Ї  q ^ 
и сравнить с теоретическими значениями.

Указание. Отобрать 50 случайных чисел и разделить каждое 
на 100. Использовать их как заданыье значения^*; для нахож­
дения соответствующих им значений аргумента. Полученная по- 

• следовательность чисел образует выборку из генеральной сово­
купности с нормальньм распределением JJ {0 ,1 ).

2БЛ . Доказать следующие свойства выборочного среднего: 
a) Х С Х ;-5 ) = 0  ; б) т Ъ ц -0 - t  2Г ( ъ - х ) 1', ае Я, а * х .С ї ї

Указание к решению б). Найти значение параметра CL , 
при котором 2  (Хс-О-)1, принимает наименьшее значение.

2Б.2. Доказать равносильность соотношений, определяющих 
оценку дисперсии:. __ f __ А

Г = п -1 ' ( * - * ) ; ■  S L= п  (П-1)

2Б.З. Амплитуда колебаний определялась двумя лаборанта­
ми. ГЬрвый лаборант по 10 наблюдениям получил среднее зна­
чение амплитуды X, ~ 81 мм, а второй -  по 15 наблюдениям -  
За = 84 мм. В предположении, что среднее квадратическое от­

клонение измерений известны и равны В мм и (7£ = 9 мм 
для первого и второго лаборанта соответственно, найти 99 % 
доверительный интервал для разности средних X  и Х} . Можно 
ли считать, что результаты лаборантов действительно различа­
ются?

2Б.4. Выборка А имеет параметры; Щ = 10, /  = 3, І /  я 2, 
а выборка В -  їіь = 15, = 2, Г /=  3. Найти среднее и дис-
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выборки G, ’полученной объединением выборок А и В.

Ш М Ш -  S . X*- •
версию

Указание.
2Б.5. Показать, что для элементов выборки системы двух 

случайных величин выполняется равенство

2 “. a - - « n y i - 5 ) e ^ : 'a t y t - r v 5  j  •

2Б.6. Для определения содержания воды (%) в некотором 
продукте из большой партии взята выборка ГЪ= 25. Среднее 
и дисперсия дали X - S f  = 1.65. Чтобы уточнить’резуль­
таты, из этой же партии взяли еще одну выборку и = 20, 
причем оказалось, что Хл = 7 ,5 , = 1,15. Найти а  и
для объединенной выборки.

Пусть /  9 ) -  плотность, распределения. Тогда функция
правдоподобия ФП
где 2( , сДц , . . . ,  -  значения СВ в выборке. Для дискретной

*СВ у

а;- і а> І ''"У” і
Л*- І ! Vl I ... і Л

І Я./7і

'* № )-ЫЯ- • ' Ы П  . где f
За оценку максимального правдоподобия параметра Q принимает­
ся решение уравнения ~̂ Гд~ &•

2Б.7. Осуществлено две серии из и П*. независимых ис­
пытаний. В первой серии событие А наступило щ  раз, а во вто­
рой -  ті раз. Найти методом максимального правдоподобия оцен­
ку для неизвестной вероятности события А в каждом испытании1,

• считая эту вероятность одной и той же в обеих сериях.
Указание. ФП имеет вид -  h(m t щ. f>) -  С а' С o m'*nk‘

' п' *  7
2Б.8. Выравнять опытные данные при помощи закона распре­

деления с равномерной плотностью:

I  ! 3 -1 ,1 ]  ! 3 1,3] ] 3,5} ! 35,7] ! J 7 .9 ]
П ! 6 ! 7 ! 4 ! 5

Указание, fvj;~Q~£~ ; ; О и
_ Л-д /Л.7-i’i т ypj <>>■

! 8 
находятся из сис­

темы
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ЗБ. 9. Приводятся данный об отказах аппаратуры за 10 00(1 
часов:

Число отказов Х і  ! 0 ! I ! 2 ! 3 ! 4 ! 5 ! 6
Количество случа-!
ев, в которых на-! 427 235 72 21 I I 0 ,
блюдалось ц с откаЧ
вов

Проверить гипотезу о том, что число отказов имеет рас­
пределение Пуассона (°^ = 0,01) .

Решение. Оценка параметра Л равна среднему числу отказов: 
Т  у  = _ 0.427+I-235+2-72+3-2I+4-1+5-1+6-0 _ 0 6
Л = « " 757 • ’ ’

Вычислим теоретические вероятности р( - появления числа £tc 
отказов по формуле  ̂Пуассона:

Рі = ?„№ ),=  ХХі-І г  ' ; ~ ° , I ’ 2, 3, 4, 5, 6, . . .
Вычисления сведем в таблицу:

Число от- 
казов ^

Рс 0,54881

I ! 2 { 3 j 4

0,32929S0,09879\0,01976\ 0,00296 0,0036 0,0004

і 416 249 ! 75 ! 15 ! О О
Для JCfc = 4, 5 и 6 значения Нрс<, 5, поэтому объединим 

столбцы для SC, = 3, 4, 5, 6. В результате получим таблицу:

Щ .- і ^ ! . ^ ! '"‘-'W'/m-
0 42^ 416 0,291
і 235 249 0,787 ‘
2 72 75 0,120
3 23 17 t 2 ,1 1 8

И* = 3,316
Так как по выборке оценивался один параметр А , то 

і  = I, число степеней свободы V = 4—1-І = 2. По таблице при- 
лож.З находим \ 7q gj .g = 9,2; следовательно, гипотеза о рас­
пределении числа отказов по закону Пуассона принимается.

ЗБ.10. В течение 100 дней фиксировалось количество ава­
рий водопроводно-канализационной сети в некотором районе. 
Получены данные ( П =2Г н̂ = 100):
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Число аварий ! Частота ! Число аварий ! Частота
0 8 3 18
I 28 4 9
2 31 5 6

Проверить гипотезу о том, что число аварий имеет распре­
деление Пуассона об = 0,05.

ЗБ .II. Во время Второй мировой войны на Лондон упало 
537 самолетов-снарядов. Вся территория Лондона была разделе­
на на 576 участков площадью по 0,25 км^. В таблице приведено 
число участков І. , на которые упало /?■ снарядов:

~ Ї  ~ ~  ~ 0 ~ ~ ~  ~ 1 ~ ~ Г  ~2~ ~ Г  ~3~ V  ~4~ V  ~5~ ”  _
~  229 2П 93 35 7 ' j

Согласуются ли эти данные с гипотезой о том, что число* 
.снарядов, упавших на каждый из участков, имеет распределение 
Цуассона? Принять об = 0,05.

4Б.І2. Для представления некоторых данных предполагает­
ся использовать модель , где значение Д  известно і
I) Найти оценку параметра^ . 2) При известном значении fi, 
найти оценку параметра^, .

4Б.ІЗ. В результате исследований установлено, что между
овальностью колец после их 
обточки х  и термической об­
работкой # существует корре­
ляционная связь, представлен­
ная таблицей.

Найти уравнение регрессии 
У на Ч и оценить теснсту 
связи признаков X и У .

5Б. 14. Данные о количестве выпускаемых деталей Ос (тыс. 
шт.) и полных затратах на их изготовление # ( сотен руб.) ,  по­
лученные на 15 машиностроительных заводах, приведены в таб­
лице:

5 ! 10 ! 15 ! 20

10 2 — —

20 5 4 I -
, 30 3 8 6 3

40 - 3 6 6
50 _ - 2 I
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а Т ^ Г з ' 4 Ґ 5 ! V !~"в~!Ї0 ! 12 Т І3~! 14 Т 19 ! 20 7- 24 126
_ _  - j -  -  “  “  т  ~ 7  ~ Т  ~ Г

4 1 I -  -  I -  -  I I -  -  -  -
9 І - - І -  І I

Ю -  - 1 -  І -  -  -  -  -  -  - 1
• —

Для каждого значения ОС найти частную среднюю ; по­
строить эмпирическую Кривую ( Я , ) ,  установить по ней воз­
можность представления рассматриваемой зависимости в виде 
уравнения регрессии ^  + £  и найти его; с помощью кор­
реляционного отношения fy/j; оценить тесноту СВЯЗИ.

6B.I5. По условию задачи 6А.І найти уравнение регрессии 
■в виде ^  j o t } ,  0Ct r jk  V-x, * j k ,  t j ,, ■-I t ъ t =x ' j  » используя матричную 
форму записи уравнений. J

Решение. Учитывая, что предполагаемая зависимость о ~  0*1' 
#-£ и Т  линейная ( с точностью до случайного слагаемого £ ) , 
получаем 07 - J b t f i d i t f r T i  + £i t  i  = ( n  , £ 6  А Ґ № } < г ) ,  ( Ґ  считаем 
неизвестной. В матричном виде это уравнение примет вид ^  =
= (Г =Г/і+£ , где у ' =  (36,2; 33,3; 36,5; 33,9; 36,2; 35,3; 
36,1; 35,1; 35; 34,1; 34; 32,5; 36,2; 36; 35,2; 34,5; 35,6; 
34,6; 34; 33,1);

Р= |5 \  , X X ~ - f a i  Z X j  Г а , : ^ У
Ы  Х Г Я и Г Ъ Ъ  Х а * /

(20 ' 3234 13,8 \
3234 52744 2226,31)

13,8 2226,31 10,0242/

( ]  \ Z X M u J  \482,342 /
Вычислим обратную матрицу ( Х ' Х ) ,  для чего сначала вы­

числим определитель этой матрицы:
і„V/ Рп 527414 2226,31! 13234 2226,311
|Х XI = 201 2226,31 10,0242) ■ ^ 4 | і з , 8 10,0242 | +

+ 13,8 |g 3 4  527414^ = 20(5286903,4 -  4156456,2) -

-  3234(32418,262-30723,078) + 13,8(7199886,5-7278313,2) =
= 20(330447,2)-3234-1615,184 + 13,8 (-78426,7) -  6608944 -  

5482225 -  I0822QB.4 = 44430,6 /  0.
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Для определения обратной матрицы ( х ' Х  ) найдем алгебріи- 

ческие дополнения 4ij  элементов матрицы (Х'Х)х
Л ~ (527414 2226,31 [ _ 330447 о. J  _ І3234 13,8 ]_ тспс. то

- |2226,31 10,02421 “ %  - /2226,31 ю |0242Г-1 '
I3234 527414 I 
113,8 2226,311ь =-78426,7; п -  -13234

-V  j 13, а
2226.31! 
10,0242 Г -1695,184;

Л - I 20 Л г  |13,8
13234

13,8 1-ТО 044” J  -  I2® 13,8 1- Т03-
Ю ,0242Г1и,и44’ 13234 2 2 І6 ,З і | ' ІШ ’

4■її І13.8 

Д -7 13234

2226,З І!= 4 Г -
89524;

120 3234 I
JI3,8 2226,31] ЮЗ;

3234 I 
527414

. , т ( 330447,2 -1695,184
(*п ■ ttW  тіом

-78426,7
ЮЗ
89524

. /7.4374 -0,13815
= -0,03815 0,00226

-1,76515 0,0023182
-1,76515 \

0,0023182 ) 
2,037 • J,

Точечная оценка;
, , ,  /  330447,2 -1695,184

18з044

-78426,7 
ЮЗ 
89524

/697,4 
112444 

1.482,342
45,287 \ !
0,071 
1,533 / .

Итак, (Г = 45,287 -  0,071-t + І,533Т ,
Точечная оценка коэффициента J.t .уравнения репрессии озна­

чает, что возрастание температуры прессования на I % приводит 
к уменьшению прочности ДСП на 0,Q7I (МПа), а при неизменных 
остальных параметрах увеличение продолжительности прессования 
на I мин/мм приводит к увеличению при неизменной температуре* 
прочности ДСП на 1,523 (МПа).

Для нахождения доверительных интервалов для и jJj, най­
дем сначала их средние квадратические отклонения. Точечная 
оценка 5і  дисперсии (Хг \ $*= т^*,

Имеем: у у  = 24344,46; | ^  = (45,287-0,071; 1,533) .
1112444 \  = 24339,067;
,482,34г)

= 243^46^-^24339,067 = ^ 4  = 0,3176; 5 = 0,56.

Точечные несмещенные оценки средних квадратических откло­
нений козффипиентов регрессии fie і ^  t fix ‘

(з
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&  = St5T =Q,8fe/M 3 7  = 0,56-2,727 =. 1,627; 

ік = 0,56/0,000226 = 0,56-0,015 = 0,0084;
%  =S/CH = 0,56/2^0149 = 0,56-1,427 = 0,795, 

где Ceo, On * -  диагональные элементы матрицы C ~ ( X 'x f i
.' Доверительные интервалы для коэффициентов линейного 

уравнения регрессии при уровне значимости cL  = 0,05 равны: *

< л < Я Ч и і * . М < » . й » * .  " “ °д“
по таблице распределения Стьюдента: -  2,11,
45,287-2,11-1,527 4fU 45,287+2, I I -1,527; 42,065 * р .<  48,509; 
-0,071-2,11-0,0084 <£< -0,071+2, П-0,0084; -0 ,89< /, < -0 ,5 3 ;  
1,533-2,11-0,795 1,533+2,11-0,795; - 0 ,1 4 4 ^ 4  2,21.
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ПШОШЕНИЯ

І.Функщя Лапласа Ф { х ) - ~  J e  ^ d 6
\ ш о

ос Ф с х )
0,00 0,0000 0,35 0,1368
0,01 0,0040 0,36 0,1406
0,02 0,0080 0,37 0,1443
0,03 0,0120 0,38 0 ,І480
0,04 0,0160 0,39 0,1517
0,05 0,0199 0,40 0,1554
0,06 0,0239 0,41 0,1591
0,07 0,0279 0,42 0,1628
0,08 0,0319 0,43 0,1664
0,09 0,0359 0,44 0,1700
0,10 0,0398 0,45 0,1736
0,11 0,0438 0,46 0,1772
0,12 0,0478 0,47 0,1808
0,13 0,0517 0,48 0,1844
0,14 0,0557 : 0,49 0,1879
0,15 0,0596 ! 0,50 0,1915
0,16 0,0636 0,51 0,1950
0,17 0,0675 0,52 0,1985
0,18 0,0714 0,53 0,2019
0,19 0,0753 0,54 0,2054
0,20 0,0793 0,55 0,2088
0,21 0,0832 0,56 0,2123
0,22 0,0871 0,57 0,215?
0,23 0,0910 0,58 0,2190
0,24 0,0948 0,59 0,2224
0,25 0,0987 0,60 0,2257
0,26 0,1026 0,61 0,2291
0,27 0,1064 0,62 ' 0,2324
0,28 0,1103 0,63 0,2357
0,29 0,1141 0,64 0,2389
0,30 0,1179 0,65 0,2422
0,31 0,1217 0,66 0,2454
0,32 0,1255 0,67 0,2486
0,33 0,1293 0,68 0,2517
0,34 0,1331 0,69 0,2549
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Продолжение прилож. I

ос ! Ф  С се) ! -ос

0,70 0,2580 1,05 0,3531
0,71 0,2611 1,06 0,3554
0,72 0,2642 1,07 0,3577
0,73 0,2673 1,08 0,3599
0,74 0,2703 1,09 0,3621
0,75 0,2734 1,10 0,3643
0,76 0,2764 1,И 0,3665
0,77 0,2794 1,12 0,3686
0,78 0,2823 1,13 0,3708
0,79 0,2852 1,14 0,3729
0,80 0,2681 1,15 0,3749
0,81 0,2910 1,16 0,3770
0,82 0,2939 1,17 0,3790
0,83 0,2967 1,18 0,3810
0,84 0,2995 1,19 0,3830
0,85 0,3023 1,20 0,3849
0,86 0,3051 1,21 0,3869
0,87 0,3078 1,22 0,3883
0,88 0,3106 1,23 0,3907
0,89 0,3133 1,24 0,3925
0,90 0,3159 1,25 0,3944
0,91 0,3186 1,26 0,3962
0,92 0,3212 1,27 0,3980
0,93 0,3238 1,28 0,3997
0,94 0,3264 1,29 0,4015
0,-95 0,3289 1,30 0,4032
0,96 0,3315 1,31 0,4049
0,97 0,3340 1,32 0,4066
0,98 0,3365 1,33 0,4082
0,99 - 0,3389 1,34 0,4099
1,00 0,3413 1,35 0,4115
1,01 0,3438 1,36 0ИІЗІ
1,0» 0,3461 1,37 0,4147
1,03 0,3485 1,38 0,4162
1,04 0,3508 1,39 0,4177
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Продолжение прилож. I

СС Ф  Ох) ОС Ф(ОГ-)

2,68 0,4963.2,20 0,4861
2,22 0,4868
2,24 0,4875
2,26 0,4081
2,28 0,4887
2,30 0,4893
2,32 0,4898
2,34 0,4904
2,36 0,4909
2,38 0,4913
2,40 0,4918
2,42 0,4922
2,44 0,4927
2,46 0,4931
2,48 0,4934
2,50 0,4938
2,52 .0,4941
2,54 0,4945
2,56 0,4948
2,58 0,4951
2,60 0,4953
2,62 0 ,'4956
2,64 0,4959
2,66 0,4961

2,70 0,4965
2,72 0,4967
2,74 0,4969
2,76 0,4971
2,78 0,4973
2,80 0,4974
2,82 0,4976 .
2,84 0,4977
2,86 0,4979
2,88 0,4980
2,90 0,4981
2,92 0,4982
2,94 0,4984
2,96 0,4985
2,98 0,4986
3,00 0,49865
3,20 0,49931
3,40 0,49966
3,60 0,499841
3,80 0,499928
4,00 0,499968
4,50 0,499997
5,00 0,499997

2 . -  распределение Стыодента
Число !Уровень значимости” 
степе-!(двусторонняя кри-

!Число!Уровень значимости

свобо-! 
беды, ! 0,10 j 0,05 

і
!сво- !
!бТ ’ 1

0,10 і
і

0,05
1

I ! 2 ! 3 ! 4 .!_ 5 ! 6
I 6,31 12,7 5 2,01 2,57
2 2,92 4,30 6 1,94 2,45
3 2,35 3,18 7 1,89 2,36
4 2,13 2,78 8 1,86 2,31
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Продолжение прилож. 2

I ! 2 ! 3 '! 4 '! 5 ! 6
9 1,83 -2,26 Й2 1,72 2,07

10 1,81 2,23 23 1,71 2,07
II 1,80 2,20 24 1,71 2,06 г
12 1,78 1,18 25 1,71 2,06
ІЗ 1,77 2,16 26 1,71 2,06
14 1,76 2,14 27 1,71 2,05
15 1,75 2,13 28 1,70 2,05
16 1,75 2,12 29 1,70 2,05
17 1,74 2,11 30 1,70 2,04
18 1,73 2,10 40 1,68 2,02
19 1,73 2,09 60 1,67 2,00
20 1,73 2,09 120 1,66 1,98
21 1,72 2,08 1,64 1,96

j 0,05 .j 0,025 ;j 1t і 0,05 ,| 0,025
S) ’! Уровень значимости ! V !Уровень значимости

!(односторонняя крити-! !(односторонняя критическая 
! чес кая область) ^  !______ '! область) <=*-___________

3. распределение
Число! Уровень значймостй '! Число '.Уровень значимосте
ней ! 
свобо-! 
ды. . !

0,01 ! 0,025'!
’І '\ 
'! '!

0,05! ней '! 
'! свобо-'! 
ІДЫ, '!

0,01 ! 
і

0,025 !і
і

0,05
е

I 6,6 5,0 3,8 Тб 32,0 28,8 26,3
2 9,2 -7,4 •6,0 17 33,4 30,2 27,6
3 11,3 '9,4 7,8 18 34,8 31,5 28,9
4 13,3 ГІД 9,5 19 36,2 32,9 30,1
5 1 5 ,1 12,8 II, I 20 37,6 34,2 31,4
6 16,8 14,4 12,6 21 38,9 35,5 32,7
7 18,5 16,0 І4Д 22 40,3 36,8 33,9
8 20,1 17,5 15,5 23 41,6 38,1 35,2
9 21,7 19,0 16,9 24 43,0 39,4 36,4

10 23,2 20,5 18,3 25 44,3 40,6 37,7
II , 24,7 21,9 19,7 26 45,6 41,9 38,9
'12 26,2 23,3 21,0 27 47,0 43,2 40,1
ІЗ 27,7 24,7 22,4 28 48,3 44,5 41,3
Л 4 29,1 26,1 23,7 29 49,6 . 45,7 42,6*
15 ЗО 6 27 5 25 0 30 50,9 47,0 43, $
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