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ВВЕДЕНИЕ

Настоящее пособие составлено в соответствии с програм­
мой курса "Высшая математика" для студентов I курса специ­
альности "Лесное и садово-парковое хозяйство".

Цель пособия -  определить объём изучаемого материала, 
повысить эффективность практических занятий, сти^/лировать 
самостоятельную работу студентов.

В каждом разделе пособия приведены контрольные вопросы 
и упражнения, стандартные задачи (уровень А), нестандартные 
задачи (уровень В). Почти все разделы содержат прикладные за­
дачи, учтена профессиональная ориентация студентов.

Задачи уровня А и аналогичные им составляют обязательный 
минимум.

Предполагается, что решению приведенных задач предшест­
вует работа студентов по изучению теоретического материала. 
Контрольные вопросы и упражнения помогут проверить степень 
усвоения этого материала.

В пособии ко многим типам задач предлагаются "подсказки',' 
краткие указания или советы (иногда в виде схем или алгорит­
мов, вьщеленных в рамках). В конце пособия ко всем задачам 
даны ответы, а к некоторым задачам и решения.

I. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 
' Контрольные вопросы и упражнения

1. Дайте определения конечного предела функции, одно­
сторонних пределов.

2. Сформулируйте определение бесконечно малой функции.
3. Дайте определение бесконечно большой функции.
4. Сформулируйте основные теоремы о пределах.
5. Перечислите свойства бесконечно малых функций.
6. Для функции f (х)  , заданной графически, найдите 

следующие пределы:
1) £йгп У (ж) ;

JC-* -  оо

2) £с-т.
-С -* О

3' Є,

f ( x ) ;

4)

■тп. 
■Я. -» и.

/Ґ-Х.) .
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8. Дайте графическую иллюстрацию следующих равенств:
^  / / І )  = иоо J 4) rfCx) = - o o  j 

■Г-»

2) = ; 5) ^ УхО = 0 0  ;
X->J + 0 , , X-r-J.

3) /(<r)=  + «  ; 6) -& т  Сх~)
х -г  + о

9. Существует ЛИ , если
л?-* У

■ffc) =
( х -  1 , X  -< / , 

х  > /  .

10. Приведите пример функции, предел которой при X —*•
равен: У ; 0;©о.

II. Приведите пример функции, предел которой при х -♦
равен: 0 ;2 ;с о .

12. Запишите замечательные пределы и их следствия.
Стандартные задачи и упражнения (А)

Вычислите пределы: 
1-І. &srri (З х * -  З х  + 1) ;

1 . 3 .  & лггг ■

1.5. £бгп х  + 3-я х )  ]
JC -> О

1,7. &ГГГ1, 1ґ  і о*-г
і

1 Q /7 •»  ̂• ('ЛУГГЪ
X -* ОО

3
Л4 ?

1.2. ( (х+1) (Х+Я) '1)
Х-+-3.

\

1.4.
■ x - f

1.6. &'ҐГІ - 
Х-*  4

С о ± JC 

Л1+1  
foe  Н і  
f x  -  г >

1.8. £і-уп. ( f x \ i  -  x )  ;
-  X  —  -V O

1 .10. ( x *- x  + 0  ;
JC-* c>o

/

oo



1 .12.

1.13,

1 .14,

1.15, 

1.17. 

1 .19,

1 .21. 

1 . 2 2 , 

1.23,

1.24

1.25

1.27

1.28

1.29

1.30

I.  II. ■ £ t--r> i
X - * £

■ £ u r r i (  З х  + 0 -? f ;
X - *  + o o

- & 'Г П ,
Ж

Х . —Ў +  DO

а? +  з

x  - *  + о

x
1 . 16. ^ o - m  ^  x  ■* .

Х - *  lie, V ~ 1 ’ X--*£iO

■£orri
ЭС + /

1 . 18. — j— ;
X-* 3-і о (Ж -3)-1 ’

'£is-nz 1 1 1  . 1 .2 0 . &ГП. ^ +X .
x-p to Ж *+ 3 ’ J3C-+о x  CO\ X

Вычислите пределы:
• ^  ;

x -+ i * л

. &*тъ ■
х-*з  x* - s - /  ’

t o ' -г-жд--> г
О - a - » ) / ■.-7П------ 1-----

Ж, Г я г ~ х ^ ( .

{jsm-

0- 4 x*-tЪ/УУ7\, — t  >
■*** + ж -  f

Ъхг+ х  ’
♦ 3

4*- «*= fa -g )fa  + «) 
a  €x- t  e -  a  f x -  
4 і - ё* = ґ«'-*)^л4 +**<- <?•*) 
Д3+ = ( Я * і ) ( а г - л 1  + 6і )

х ч - 1
■&/ГП,
х-*о

<2 з?3-г £  x*-t Зх+ З
X і* Х*+ Х+1

З

1*26. .̂ 2—?2 
х  -  З

/ S jc+ і  -  ъ
Ж-3

/¥*■ х  -  
X і  + ;

ж—* v5Tff -  з >
є 4 а  3 т  f  
«'Ж4-  S

3 t W .Л . 'Г Г І

X. -* сю

^  - г - і £ ї
а -» со /

4 ^ = c s ) = ^
1 - і  DO # M Л с )  ‘

t Y "  )
je V  • * )

£crn- 
X -» to

■Xі- Чх* + Л
Эгсг+ .-Г

1.32. <Устно) ;
.£-*<**

Г. ЗІ
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1.33. (Устно) & т . ;
эс-* х  ~ 3

1.34. (Устно) ---- •

1.45. . . . ^  ^ ___  •
х-*о / з + х  -  3 **

1.47. & ь ( 4 + Э Л ' * * \
X  -> ОО '  -*

£
і .48 і &isrn, ( і  — т j

ос -* о
ъ _

ff.49. Л + A \ * .
Д' -» О О  ^  /  **

1.50. ( i - t
___  or-» о
1*51. ЄОт ( l - . A - ' f * * .

X~y oo X - i  J >X

1.52. a.
t- oo

I-5»3. £с'Гг\, j( * \ 1
3 У “

У
) S Д  -> С Ю К х /

Нестандартные задачи и упражнения (В)
Вычислите пределы:

1*54. ^  з V *  1.55. ^  _____ . 1.56. &
с- ■* -г- 4  л ta  а г * V -

^ "і --- т—---
x - . l tо 1 + ’ Л->±оа 1 + О.*
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1.57. ; 1.58. ^  ;1.59. .

Л--.-8 л + ИЗГ и  t i'X'+v'il .t-»oo/jc4+ 1
x  + />ї  t % . При каких значениях р  , у :1.60.

зеті
I) А =оо ; 2) А = 0; 3) А = — 3 ?

1.61. Найдите односторонние пределы при х -* 2  функции
f  ґт)~ azcfy 1 ■ Дайте графическую иллюстрацию

Вычислите пределы:

1 . 6 2 . £ ^ ( _ ± т +  _ _ L _ _ ) ;

0
О О -  ОО ^  0

0 ■ ОО >» о о
СО

1.63. fam. ( — ----- — х  • 1.64. (з:(/ае*4 1 — хУ).
Х - *  ОО ' •&**■ 1 •* ’ 0 5 - . + с о

1.65. £стг - - -— - ~ 'х' ~  ̂* .*f -  /1 При каких значениях a. , S :
* -,о о  Л-

I) А «=00 ; 2) А = 0; 3) А = -  .2 ?
1.66. ((§■ ■ -•*) Ч  3 *  *  ^ •
При каком значении й : I) А=1;2)А =0; 3) А =-—-?

Вычислите пределы:

З і  + <

1.67. £іт . -L-c»i  І *
’ Л'-»о Гх*+х.у Ŝ n. '■

1.68. ! U  ( 4 ^ - )  ■ 1-69. ( г * -а ї& * -
Х - О О  w o e  + 1  )  > I ■>

1.70. i u n  ( x ( e * b ( j - 4 x , ' ) -  Є н . 0 - 4 * У ) ) ;
X  — со

1 .71.

1.72.

(st-syri (X а =е + f *
А , если л, # >

X —> + оо - Ь х  + X )

Существует ли если

f  і - Сот
1 ' X а-

s ;
при X < о ,

І» 4-х при X > о  ?
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Задачи с прикладным содержанием
1.73. В топографии возникает необходимость Найти отно­

шение стрелы ^-■ВВ (высоты сегмента) дуги АВС окружности 
радиуса Z к стреле половины АВ,В этой дуги, если
центральный угол АОВ мал. Найти это отношение.

1.74. Модели

л Т М -С л С + хГ е '* - i ) ) e zi,

- x - j v C f t -  Є г* )
описывают изменение численности биологических популяций 

[9] . Найдите • ^ЙЙТ8 пояснения полученным
результатам с точки зрения динамики численности популяций.

II. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 
Контрольные вопросы и упражнения

1. Дайте определения непрерывности функции в точке, на 
интервале, на отрезке.

2. Сформулируйте утверждения, равносильные определению 
непрерывности функции в точке.

3. Дайте определения точек: разрыва функции, устранимо­
го разрыва, разрыва I и II рода.

4. Сформулируйте основные теоремы о непрерывны функциях,
6. Укажите точки разрыва функ­

ции у  - f / x ) , заданной гра­
фически. Исследуйте их ха­
рактер.

6 . функция ^ - f t* )  и $  = непрерывны на некотором 
промежутке. Обязательно ли непрерывна на этом промежутке 
Функция | ~ j  ?

7. функция непрерывна на отрезке / а : 6 J и
М ) - т < 0 .  Следует ли отсюда., что уравнение :

I) имеет корень на £Q;6] : 2) имеет единственный корень

( 1 )

(2) 

( 3 )
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на [<z,bl4
8. Пусть Х с -  точка разрыва функции у = /Ух) .Следует 

ли отсюда, что точка не входит в область определения 
этой функции?

Стандартные задачи и упражнения (А)
' 2 .Г. Докажите, что функция у -  непрерывна в любой

точке"области ее о п р е д е л е н и я : ----------- 7~Г ” . "
I) j  Л х  ; 2 ) / ^ ) = ^ - .  A fr  = f

2 .2 . Исследуйте функцию на непрерывность. В случае су­
ществования точек разрыва установите их характер, если:

11 X  + і ж -  1
I &т-{(х)={(Х.} <=? {(хо-о)= {(Х. + О)- f(ocJ
І де- ЭСр______________________________________

3) {(*.)-. я  + і
~ Сх-і)Iі  ’

5) Jf(x) = е  *
і
-и .>

6) { (х . )

v+£II і ) е

8) {(ж) V
~ зГ*~~Г  '
[ &ПХ
I ас при

|оЇСВІ.Х. при

II) I Х-1 при
ш С ж- i f при

4) fCx)=oc e
+ СО -  ОО jе  = + о° j е = - Т5

X z- 5 x  + e ~ (х-ь)(х-з) -  ( х - х )_______  ОС ~ў 0.

ОС при DC £ О ,

ал-с tij ( ± о о ) -  ±  х

Нестандартные задачи и упражнения (Б)
2. о. Исследуйте функцию на непрерывность, сделайте схе­

матический чертеж ее графика:
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I)
У

( f c h  <

при xc<i,  

d при -X = і ,
а  ■

3) ( f r JU 4 Д  ;
де при і< х <  і ,  

2. при ■иг *>.2 • 

| ( jc)=  d ays/ Э" -f —•/ ;

5) f  { х ) ~

7) / Г * ) :

9) / ✓ * ) -

02 + -=• ~  -32 “*• а--» со

зс'+ 1 
~~хТТ~
__<

СЭС

6) Г̂аО =

зе + -ZT ~  1 ^
S x 1-  Э х

Л х t

\ Y
} 3 -  3 ,/х- »

10) £  = ОС‘ W t _£XSt-n-X J
2.4 . Каким должно быть f f e )  , чтобы функция

была непрерывна на /R. , если f fx )=  ?
2 .5 . f если ж< о ; При каком выборе числа Л.

7 ‘xJ \ a + x t если ас >,о • функция f fc )  будет непре-
*• рывна на tR. ?

2.6 . Докажите, что уравнение -ссг-  3 х  = 1 имеет по 
крайней мере один корень, заключенный между I и 2.

2 .7 . Пусть асв -  точка разрыва функции f f c )  . Следует 
ли отсюда, что не, существует* &>m. f fee)  ?

X  -*■ Хо
2.8 . Приведите пример функции, которая разрывна в точ­

ке х  = -  4.
2 .9 . Приведите пример функции, которая не обращается в 

нуль ни при одном значении ас , но может принимать как положи­
тельные, так и отрицательные значения.

2.10. Что можно сказать о непрерывности суммы двух функций 
в точке х0 , если: а) одна из них непрерывна в точке х 0 , а 
другая разрывна в этой точке; б) обе разрывны ?

I I I .  АСИМПТОТЫ
Контрольные вопросы и упражнения

I. Дайте определение асимптоты графика функции.
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2. Напишите уравнения всех 
асимптот графика функции

( График функции Ц -  /ЛО 
изображен на рисунке.)

3. Проверьте, исходя непосредственно из определения,
что прямая у-Л х+ і есть асимптота линии у  = .

4. Напишите уравнения всех асимптот графика функции
/ f x )  =■ З х  + S  + •

5 . ЕСЛИ tx x rr i. j? / х  і  ^ с ^ п , _£ fac)~  -t~ о о  £  /ас) = — с*зх ^ - о а  > ar-»f т '
то-можно ли утверждать, что график функции у -  ffr)  имеет 
асимптоты? Если да, то напишите их уравнения.

Стандартные задачи и упражнения (А)
3.1. Найдите асимптоты графика функции, если они сущест­

вуют:
и _______О X -  і

5 а ~  + і + -Л—  — j-  -  - x - n  + x _ i

2 )
ж + і

3} у -  •£ + £ x  . 
д ж-г+у

Л + І  А. 
(х-з)1 Х г X

К
1 .. п~ л- п  г- -f Й и  /”VJ

.£ + а * о с  4, N + o-n-iz  +  о о

4) У = ^ Т Г Г >  5) 6) ^ =

?) Г 3 Є“ <  Й>
x - S x  + 6 ’

Нестандартные задачи и' упражнения (В)
3 .2 , Найдите асимптоты графика функции, если они сущест-

вуют: 1 ге 3 + <
3)

<
I) І x - Z  * с'5 Г -  * + ,  ; 5 (f ваг X ’

45 „ f **J cZ- X
\  3'

при ОС « f , 5)
/ W ^ j r + О е '31;

l  s r r t ■ при X  > 1 ,
б)

f f e ) -  g * + -k .  7 } / 7 * ) = -  - - —  
1 £ + .1 ■*-

85
9 10f>

u/■—s. 
£

 
v
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З.о. Найдите асимптоты графика функции, заданной пара­
метрически, ^

3.4 . функции I) в ,  . х  . 2) / /~л -  х  г

используются при вычислении таксационных показателей [1 0 J . 
Найдите асимптоты графиков этих функций.

ІУ. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
Контрольные вопросы и упражнения

1. Дайте определение производной функции у . - £ ( х )  в 
точке эсв .

2. Каков геометрический смысл производной функции Ц = ft*)
в точке ? Дайте определение касательной к графику функ­
ции ^ = / ^ в  точке ( • f ( x 0 ) ) и напишите её уравнение.

3. Каков физический смысл производной функции у  = f a ) в 
точке осс ?

4. Сформулируйте правила дифференцирования и теорему о 
производной обратной функции.

5. Восстановите в памяти таблицу производных.
6. Дайте определение производной второго порядка функ­

ции У = fCx) в точке .
7. Тело движется прямолинейно пб закону &=$(*). Что 

можно сказать о характере движения, если:
I) SY*J =1 ; 2) 3) S ¥m  = 0 -
4) S . 5 ) s " M =  -a-'T

8. Дайте определение производной п - г ь  порядка функции 
точке JCo .

9. Всякая ли непрерывная функция дифференцируема?

10. Дайте определение дифференциала функции у  - f fx)  в 
течке Хо .

11. Постройте график какой-либо функции $(х) , у ко­
торой: I) t y - A y  ; 2) <ty>A ; 3) £*#■< А у  ; 4) .

12. Перечислите основные свойства дифференциалов.
13. Напишите формулы для вычисления производных первого 

и второго порядков функции, заданной параметрически.
Стандартные задачи и упражнения (А)

4 .1 . Найдите, исходя из определения, производную фуик-
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ий и: I) у*. х \ й ъ  ; 2) jU x )^ v rx  ; 3) /Л в) = —f j  - •

4 .2 . Напишите уравнение касательной, проведенной к кри 
вой y - x * + f x ,  в точке с абсциссой х =  I.

4 .3 . В какой точке угловой коэффициент касательной к
кривой y - f f i  равен I ? • i

4.4. Какая из функций: у - \ / х  , у  - 'Х '-ГГ
имеет большую скорость изменения в точке х  = I ?

4.5 . Точка движется по оси согласно закону х -
+ . В какой момент времени точка остановится?

4.6 . Наййи,те производную функции:
1) У -  х г- б х  + S~ .

д  Х - Ъ

2 ) % -  3 Sin. <2а? + Заг+ <2

3) 7/ ,  4 . . -Л+4М!
У = ( з с ~ 4 х  + і )Є  ; 

0  ^ = І Х 3 co i р 3 - •б'д:- •;

6) ^  — Sin, У — Д1‘) J

7) S -  г- ;

У 8) г =

ч 9)

,5) * -  - * £ _  •

--2 V’
( £ ) '=  ^ т - г '  У гг J v l

£ = С-&Гг4̂ ~

т0) Г іх  -1)) ;

g 12) ( е * х ў -  3 Л+ ^ “ 5 ; 
, *>—

т л \  у  олс С*Н' у  ^V и )  *  = —ттз— — ;

VT\ - t U C G O t l f x  £ -
11) у  -  2  -+ X  O n  -у

щ  }  =

І5) ^ * ) -

4.7 . Устно продифференцируйте функцию:
I) Г x rd+ ( Y £ ) Xj 2) У = L//x

3) Г ■ + t o 3 UsykJ. : 4)
І

•̂ гг
5) } - • ( J ж + () ; 6) у - : й)/г<-^.Зчг
7) г

- ЗГсіллх‘ ■ В) Г 1
У е'4

X t c c t y  J -

•lac + і



9) ?
vx

/ е х

i d  у  = з г *>

10) ^  =

- 1 4 -  ' ,

12) ^ = С я } ); -
13) 14) %■* sim.C-6% ж)+ & * & * , аг).

4 .8 . Найдите производную функции: ___________
I) и = ^ * ч - 6  ̂(зс + ^  ,' 2) ^ = JJ/W A>n./.x * + T x  ;

3) у  = \/х Т 7 х + Ш  • 4)
5) y-& > fz (&n.(€o<j^x$)-t 6) / ^ J ^ a e c w i Y A t V * ’));

7) r „ w r e I<+3^ ) ;  8) Г~*
9) ’£= £rl (& n-(  ̂ W c Ф e  3Je )j ■ 10  ̂ / ^ x ) = ^

./. л . ^ а г с ^ г — . тої Ґ4_ V /?... 1

СсЛ.Ъ ОС

ў *  4 4 * .  Л І Л І ;
ТГз,  ̂ О̂УЧХ .Є . Wn. j

ID £  = 12)
із) i4)

15) ^ ;Д л < в ^  ї 3-)^ Іб) eo<p I  |/X ~ 3 | j ;

17) ^ = S^.Y J ~ 1 3 -);  18) ^ - ^ ^ Т Т ї ) ;

19) Tf =■ - Ц 4 -  j ; 20) ^ * /0  * 21) ^ = £ ^ 3ї  • iin . <br3Jj

22) y . ^ e * s ^ x -c * S < r e V ;  23) g .?

24) ^ s  g  /У+^и.ГЛ* + 3)_ 25) у * Є п ( с л  (cu.<,<d% з * ) )  .

4.9 . £  » Cx-«jl ( x + i )  ;* y = ?

4.10. ? = 7 ^ ;  у ' - ? ;  * V - 0 = ?
4 .11.
4.12.
4.13.

Ээс -f .2 *4J
? = e

Г 7

у
> ^ ) =

4.14. Докажите, что функция y = e ^ i t  удовлетворяет 
уравнению у " ^

4.15. Докажите, что функция ^ - е  +Л е является реше­
нием уравнения 'у'"-', Ъ у ' - ^ у . = о -  '

4.16. Дана функция 4 ( з_)= в . Найдите корни
уравнения /V x ) =  О. х *£*/зе~Ч

4.17. Дана функция ^ ( х ) ~ — — -  ------- Найдите
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значения f f e )  в точках, В которых f i 'fe )  = 0.
4.18. Резите неравенство 4'{х)>о , если fi(x)-C3x*-x+ дё~*
4.19. Точка движется прямолинейно по закону SH)- -|3_ £? -$t* і 

В какой момент времени ускорение равно нулю?
4.20. Тело постоянной массы движется прямолинейно- по 

закону S = i l + 4 . Докажите, что сила, действующая на него, 
постоянна.

4.21. По прямой линии движутся две точки. Закон движе­
ния первой точки задан функцией у.= , второй точки -
функцией %=%№)• Определите, в какие моменты времени точки 
имеют одинаковое ускорение, если:
1) f i ( i ) -  1 * > * t*-!-
2) + i  ■

4.22. Найдите, исходя из определения, дифференциал функ
ции:

' І) f i M = X * + 3  ; 2) +
4.23. Найдите o t (  fife)), если:

I) f i C x ^ u n S z ' ; 2) / / k ’)=  t% j t  ;

4) f i (x) -OJwiinix4, 5) fiCx) = coi(ж.*)

; 3) = л:3.
DC

3) /Л с) = з" э + 1';
Os , <и>к.Э£; 6) f i f e )  = Є

4.24. I) cCCcvtctq. ? ; 2) ?

3) efifie * )  = ; 4) «я̂  ̂ ^ JT + 1 )  ~ 7

5) 6)

7) 8)

9) cfifiaJiecxrLf'u+ir))- ? 10)

4.25. (Устно) I) в Хс / х  = «V .7 ) j 2) =

3) - г 'Л  - У Л ' )  ; 4 ) j ^ r 7 

6) f c t a c . c / r )  ; ?)

8) ~г~г~ ;Wt'Зі1

-  с /  а ) 

c fe  - -с /(■>)■'

; 5) / V / =  «'V’j

- S ) c { X  ~ ) _9) ( x ~ x *
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Нестандартнне задачи и упражнения (Б)
4.26. ^ - J r * * * ;  * '* ?

 ̂ Ŝn. X
4.27. £  = С<хя.х) ; ^ ?

4.28. ^  Зле) ^ = ?
'■» ■
4.29. Докажите, что если & f x )  и v('x )  имеют проиэ-

водные в точке х  и nfx)>o, то функция ( к ґх)) также
имеет производную в точке х  , причем

( ІС г) ' = 2Г- и  г~1- х ' + U *  &г и  • гг'

4.30. Изобразите траекторию, точки (  х ,  у . ) , движение 
которой на плоскости Otfr задается уравнениями:

I) (х=  £
- СЮ < У С-+00 -г

2) ( х  - CoSi £
1 у. = Un.-16 , О^І^ЛХ-' ,

3)
W  ‘ і

(х  = CL COS. t
1 У- = в U-'YL Ь, О і  £ £: J.'jC

4) ( х  = а (  t  - с^гг ь )
W  = а а  -  ces. і ) ,  -°°<4<+оо±

5) = Є* 6) 1 сс -  &і £
, -°°< £<-*-°° ; \% ~  < ? < / < +  СО .

и  it & п и.
V. -  Є , и > 0

В каждом из этих случаев найдите скорость и ускорение 
точки в произвольный момент времени t  .

*4.31. Найдите уравнение ‘касательной к линии
в точке (0 ;0 ).

4.32. Найдите углы, под которыми пересекаются линии

Т х " \ х _ S COS. *

!Un. і  .

4.33. ое + %- = г ■X.
У*- ?

4.34. X X <г -
а г 6Л 1 ; У* » ?

4.35. 3 X і - '■*; х> = •

4.36. Найдите У х  , если:
D y - f -Л ж  ; 2) f , ± ( i - x ) 3 ; 3) У = З л - 3;



4 )  х К
іт

-1 7 -
. г . я.; 5) ас -8у .+ +=0\ 6) Л ў - р с  + і ^ о .  

4 г 37. Найдите , есл.;:
I) ^ + ^ - о г Н ^  ; 2) «Яг -  ■*■ 9  -  і  у .-£ 2,) J x * ( r%+3)'i \
4) Х л =г. ч ъ* sr --------г

* 4 .3 8 . Вычислите ч  Ус) для функции и  =у--—-———-—- — ■ .
 ̂ <Г I С х гч і ў

4.39. Докажите, что для малых значений х  справедливы 
следующие приближенные формулы: I) і * * ч г  зе ;
2.) У Т + . + 1 ; 3) ў і + х  ~ {a: t / ,

4.40. Является ли прямая ^  = 3 х - 4  касательной к ли­
нии у = х * + с 2 х в некоторой точке ?

4.41. Докажите, что функция

j Sex\,Х при X  о , £  / Z L
ї м = <  zI Х < при эе

не имеет производной в точке JC — 0.
У. ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ 

Контрольные вопросы и упражнения
I. Сформулируйте правило Лопиталя раскрытия неопреде­

ленностей ( 7Г ) ИЛИ ( 5 § ) .О > или ч я ь  ҐУх)
2. Пусть не существует Уит . Следует ли отсю-

. f Y x )
да, что не существует £ ~~) 1

хчх-„ 9-бжі •
Стандартные задачи и упражнения (А)

5 .Г. Найдите пределы:
I) Z x z- f x - 4  _ 2)

n-t-O'S- 3 + f x - i x *  ’
/ х  -  Z

де-» У / Z x T i -  З ’

3) : 4) I "  £ f L i f _  .
х->-9 Z + [Усе jc ~* о і  — ссу 5" ж

5) ^  I z i f * * -  : б) i f ? . 3*  .
( f - x f  W i ; c  ’

7) £.4. X

8 ) ^ і

,Для достаточно больших аз

если й > / ^ > 0 .
4- c jo  £

/
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9) ^
•3." —>

5
І )  Г -

r

ГГЬ -------
OC —» f  C O  & n  OC

10) & r r i ( x - e  ЛХ)
• +СЮ

5.2. Найдите асимптоты линий: ,_  ̂̂  _ Otz
ас- е  Х ; 2) у  -  Є ; 3) ~ е  ■>

; 6) у4)
JC = X  4- ^  * ; 6) ў  =че » <f че ’

Нестандартные задачи и упражнение (Б)
5 .3 . Найдите пределы: х

I) & т ( « - с а х у ; • 2)
Х — 0

^  t r 0 ( e ^ T ~  ^  :лч о  f
5) ^пг а:

%Е -» ♦ ©о

6) т̂>г jc
Х-УІ0 *

) &*УЪ ( Є \  jc)  Г; 
3?~> + сю

4)  ̂ др_
JE -* 1

si~i ас  ̂  ̂ CXJ у- V&nlC - 0
/7 СО /  ----- и  ~ Є  — О  оо_  оо

' 55

8) £csrri 0L. + Sin. X
-Х -+ + оо J.X

5.4 . Найдите асимптоты линий:
-  *I) д. ; 2) tf = J х  + Abcfy ■£ •

У1. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ 
Контрольные вопросы и упражнения

1. Дайте определение возрастающей (убывающей) функции на 
интервале (я., б ) .

2. Сформулируйте достаточное условие возрастания (.убыва­
ния) функции у- = //'=ч).

3. Дайте определение точек локального экстремума функции

4. Сформулируйте необходимое условие существования экстре­
мума функции. Покажите на примере, что это условие не является 
достаточным.

б. Сформулируйте достаточные условия (первое и второе) су­
ществования экстремума функции.

б. Дайте определения: выпуклости вверх (вниз) графика функ 
гои, точки перегиба.
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7. Сформулируйте достаточное условие: выпуклости ьверх 
(вниз) графика функции, перегиба графика функции.

8. Составьте план исследования и построения Графика

9. На рисунке изображен 
график функции 
Укажите: I) интервалы, 
на которых первая произ­
водная данной функции 
положительна (отрица­
тельна); 2) точки, в ко­
торых первая производ­
ная равна нулю; 3) точ­

ки, в которых первая производная не сущесгзует, равна ск>;
4) точки экстремума функции; 5) интервалы, на которых вторая 
производная положительна (отрицательна); б) точки перегиба

J0. На рисунке изображен 
график производной неко­
торой функции Ука­
жите: I) промежутки, на 
которых функция \Ы) пос­
тоянна; 2) промежутки,на 
которых функция /г*) -  ли­
нейная; 3) интервалы воз­
растания (убывания) функ­

ции //х )  ; 4) точки экстремума функции /Уж) ; 5) точки переги ­
ба графика функции //%).

11. Может ли возрастающая функция иметь точки перегиба?
12. Приведите пример функции, имеющей бесконечно много 

экстремумов.
13. Какое наибольшее число точек экстремума и точек пе­

региба может иметь многочлен 10-й степени?
14. Что можно сказати о поведении функции в точке л’0 ,

если: I) / гг-*) = О ; 2) О, iYx„)  > О ; 3
t"(x0)<U ; 4) /&,)-- О ,
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Стандартные задачи и упражнения (А)

6.1 . Определите промежутки монотонности и точки экстре­
мума функции:
1) = Зх*+1бх:3+ 18х*+  У;

2) I  х  ;
3) f f a 4) ( ( х )  = х * - 5 х - * \

5 ) ^ X ) = ^ L .

5) = а:* е ' х;
7) = X- й г лх +  Х+ У;

8) *'*> = тЙЙ ’
9) { & )  = Є п ґх * -  і ) ;

10) / ^ ) =  З ^  -  £  •
6 .2 . Исследуйте направление выпуклости и найдите точки 

перегиба графика функции:
I) f № =  J j s *-^ас4-  IS X  в * ;

з і / л о - з ^ Ь

4) +
5) /  ( x ) ^ e y p ( - ( x - i f ) ;  б} £<х) = Сх*+і)-Є
7) 8 ) / ^ Ж) = | ж 3-  4 г -

{ ' •  +  - -

/  : W  і ^

Г МАКсиига
^ ) - и е  существует

А  ...
Л

ff *f ' а Д. •*, *

І) /Г * )«
6 .3 . Исследуйте функцию и постройте её график: 

- * ж л:

2) fY - )=  -
/г

/1 _ ' а0х  + а , а- <-... *•
«„ * о

«* ^  а 0 х
п~* со

3)
X “■ + зе + 1 '

.г
х~ - оч?U x )  = - r - 4 — - ;1 ж*- і  д? + 6

х * + р х + у  ~ ( х - л \ ) ( x - x j  
д-Уу>о

4) h x ) , - ^ L L  ; 5 ) / Г * ) =

6) ^Ае) = ж- (■ 4  > і ( х У - ( х * + і ) е

л:  ̂1 
(X-  Ъ)*

8) f f a ) * x - e ~ x  ; W f f r ) =
ОС: ~ f  ос + 6

x*+px- + q аг"
г зс^со

ОС - /<?



Ю) f ( v ) , .  + ID ^ * )  = Ц г ~  + i  •

хйя /до4 + / )  ~  X і -  Л Snivel
______________________y  JC -+ O Q  _____________

12) i f c ) *  в п / х - і ) - ,  ІЗ) ";

I4> f '«> “ i T f j ^ r  і 151 / ' '* >  * ^ -з:> /5 Г .

6.4 . Выясните, существуют ли наибольшее и наименьшее 
.значения функции ^ = £(х) на указанном промежутке и, если су­
ществуют, найдите их:
I) /Г ^ )=  J** t 3 * * - « *  + W, [0;3j;z } f r x ) s _ _ t _ t [ £ . £ j  

3) ( ( х } ~  ас, L І ■ Є 1.

Нестандартные задачи и упражнения (Б)
6 .5 . При каких значениях а  функция Щ-+аж: + т

возрастает на Я. ?
6 .6 . При каком значении а  функция /тае) = а 0пзс f  а: -  Зчї 

имеет экстремум в точке -X' = I ?
6.7 . Сколько корней имеет уравнение а ’ - х  V 3*+ гГ= ^ ?
6 . 8 . При каких значениях я кривая ^  = ае*-Ылх3+ Єх*+ і

выпукла вниз на интервале (-ooj + oo)? _ бас-аз*
6 .9 . Найдите точки перегиба графика функции £(«-)- Є . ‘гя' г •
6.10. Постройте график функции:

D ; 2 ) y ^ T l  I 3 ) / f t ) =
6 .1 1. Постройте график какой-либо функции у= рх), задан­

ной на интервале (-«";too)) если известно, что:
1) точка М (Г;1) является точкой перегиба и f'(i)= o  ;
2) .точка М ( I ; I ) является точкой перегиба и l ' ( i ) ~  1.

6.12. Сколько корней имеет уравнение
^ г Г ^ х А)= # -* *  ?

Задачи с прикладным содержанием
Решто задачи (6.13 - 6 . 1 6 ) ,  предварительно построив ма­

тематические модели.
6 .■]. бревно длиной 20 м имеет форму усеченного конуйа,

Дй’і м е гс.т'-ваний которого равны соответственно 2  м и I м. 
Требуется ;- і убить ::л бревна байку с квадратным поперечным 
сечением, Н ' і" /  огвпадала бы с осью бревна и объем ко-
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торой был бы наибольшим. Каковы должны быть размеры бачки?
6.14. Требуется построить здание высотой j£ м и площадью 

Ь м с наименьшей затратой материала на наружные стены. Оп­
ределить длину и ширину стен.

6.15. Нужно огородить плитами цветник, прилегающий к 
стене. Имеется 400 плит длиной 0,5 м. Ограда делается в фор­
ме прямоугольника. Какими должны быть размеры цветника,что­
бы его площадь была .наибольшей?

6.16. Для ограждения клумбы, имеющей форму кругового 
сектора, имеется 20 м проволоки. Какой радиус круга следует 
взять, чтобы площадь была'наибольшей?

6.17. Высота подъёма Ц- тяжести ас человеком выражает­
ся соотношением ~ +■ 1 , где ос, 6 -  c v n ^ t . Найти, при
какой тяжести х  мускулы человека выполняют наибольшую ра­
боту.

6.18. Стоимость перевозки груза на расстояние I км по
железнодорожному пути -  Кт руб., по шоссе -  Кг,ру&, Кі < ,

Завод построен в поселке С, не имеющем подъездных путей. 
Ближайшее расстояние от посёлка до железной дороги AM рав­
но сс км. Груз прибывает на станцию А. Под каким углом к 
железной дороге и на каком расстоянии от проекции В точки 
С на AM надо начать строительство шоссе, чтобы стоимость 
доставки груза на завод была наименьшей, если АВ ~6?

УП. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМІ ЬК'Х
Контрольные вопросы И унрадьения

1. Сформулируйте определение функции двух (ні скольких) 
переменных.

2. Дайте определения частных производных функции двух 
переменных и полного дифференциала.

3. Сформулируйте определение точки локального окстре- 
мума функции двух переменных.

4. Сформулируйте необходимое условие существования ло­
кального экстремума функции двух■переменных.

5. Опишите достаточное условие существования локально­
го экстремума функции двух переменных.

6 . Дайте определения: скалярного поля, линии (поверх­
ности) уровня, производной по направлению, і радианта функ­
ции двух (трех) переменных.



Стандартные задачи и упражнения (А)
7.1 . Найдите и изобразите графически область определе­

ния функции: _______ _ j
І) ^  ; 2) ; 3) * = ^ Х Г ■

4) £= £ п ( х у . )  ; 5 ) f f x ,  ^ )= -_  з -  ; б) «  = ;

7) и = j4= t ^  + -j=r ; 8) Я = ./яГ V .?
7.2 . Найдите частные производные первого порядка:

I) -г- лЛ  3 * ^ 7  ; 2) £  = -3£- ; 3) •

4) г  = ў -

7) г<: = рл?Т<уі + .? 5

*  '
; 5) г  = йг^ау'г+ ar^J; б ) і =

t y ' * * 3 ; 8) %=.?
7.3. Докажите, что функция «f-Jt  ^ является решением

уравнения П>* у
—— И

Л

-  £  і .
ft П> X ёп. х  ~Ь f

7.4 . Пусть . Докажите, что

L ц;е
7.5. Найдите полные дифференциалы функций:

; 2 )* » > 'ж ^ у г ; з ) ^ й 4 с Д іг |;  4)K = f ' J>’'

7.6 . Найдите все частные производные второго порядка, 
функций:

» 1 .1 .
2) £ - х  - х% *■ у  -*■ 3v.~ є у  ijc>-
3 )  *  = £ ї х ~  у . * - x  + є у  ■
4) г  = ( х -  Лу' ) ,

7 .7 . Найдите частные производные третьего порядка 
функции ? = .r  V  і  д: *у г -  2 и \

7, I' /дите яокатьнне екстремуми Функции двух пер '
ме>жь»х:
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1) 2 = С х + з ) л+ (%-■*)*:
2) 2= Э л + 1S;
3) 2 -  ( і -  х  -  у )  ;
4) 2 = Л х Л-  + 6%*- З х  в 16$+ 9:
5 ) 2 = X і f  Ъ х ^ г- s i x  - 2  */%■■,

6) 2 =  е '* * '  * У х Л+ Я р * ) .
7.9. Найдите экстремум функции Лг=л?'4+ ^ , при усло­

вии, что х  и у- связаны соотношением х  - .2 у. - s  = о .
7.10. Найдите экстремум функции = 9 - 8 - л - в у .

при условии, что х  и у  связаны соотношением ос'1*- <#Л̂ Л$~.
7 .11. Найдите экстремум функции 2= В - Л  ж -  Ьу.

ГфИ условии, что х  и у  связаны соотношением жл + Лу-Я-  12 ■ 
. 7.12. Найдите линии уровня функции и определите их

вид:
I) 2 =
4 ) 2 -

J  ОС +

ас
г

ъ-
5)

; 2) 2  =
2 ==?*■*+ 3

; 3) 2  = і

; 6) 2 =  X і -  уЛ
7.13. Вычислите производную функции 2 -  

в точке МСI; I ) в направлении вектора £=
7.14. Вычислите производную функции іл - £-п('хг-*-ўг+ **) 

в точке М ( 1 ; 2 ; 1 ) в направлении вектора cl »ЛГ+ </J+ ♦
7.15. Вычислите производную функции 2 = ■ае-зх'^.+ з

в точке М (3; I) в направлении вектора м л  , где<.У(6;5).
7.16. Вычислите производную функции 

в точке ( I ; I ) в направлении биссектрисы первого координат­
ного угла.

7.17. Найдите градиент функции в точке
А (3; 2).

7.18. Найдите и постройте градиенты функций:
І) 2 - - 3.1 -, + і  хл ; 2) 2 -  ос*- осл в точке (0;С).

7.19. Найдите точки, в которых градиент функции 
2 = Є п (х* ^)  Равен Г -  ' f  f .

Нестандартные задачи л упражнения (IS)
7.20. = 0 і . Найдите , Лз .

/.2  і , Пусть J  и-п- ( х  + Ли - зу ) -  х  < ,2 у. -  з 2 . 
Покажите, что 2І + 2 ' =■ 1 ■



-  2 5 -

7.22. Покажите, что уравнению
р л ^ *  - 1• *  "» Чг

удовлетворяет неявная функция if , определяемая уравнением 
(цилиндрических поверхностей):

7.23. Пусть S= \/a.x+  S i  . Докажите, что

7.24. Найдите: D oi^jf , если J  = ьі-ы. х сні у  ;
2 ) ol'it , если £ -  л-* ft .

7.25. Исследуйте на экстремум функцию

= ( # - х ) л + ( у + * У  ■
7.26. Исследуйте функцию У = на экстремум, если

я**-#** х*-'я V. -  8 г  + а = о,
7.27. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

1) І  -  / + J- з--, * 3 в области

2) 2 - jk'V ч ^ -h  в области о {  і  ,< j. < і  .
7,2В. Найдите поверхности уровня функции и определите

ИХ вид: Л‘л+ а г
I ) -jf * а*( t  эел і--х л ; 2 ) гс*х.‘*4-у.*4 £*■ ; 3) U - - — -

7.29. Докажите, что функция и *  &п 
удовлетворяет соотношению И -  Я -  Єп rq tu iil  гсў,

7.30. Найдите точки, в которых модуль градиента функ­
ции 2-(■*.■*+%*) " равен 2 .

7.31. Докажите, что производная функции * ~ ;/) h
направлении ее градиента равна модулю градиента.

*,+ T j4  6;
х ,  >, о , хл >,о ;

Лщачи с прикладным содержанием
'.Ф.Г При деформации конуса радиус его основания увели 

пился о 30 до 30,1 см, а его высота уменьшилась с 60 до 59, 
см. Найди-'<• приближенно изменение объема по формуле д к г У с  

• ".35, Годовые расходы предприятия могут быть вираженії 
функцией {/*'■)) а < <• '• Ц  . где и, 6’,,
4 , с, , с ■ п -мединые. При. каких значениях t , у рае
ХОДЫ И) "Ц Ы . ■ •!.:■= ’ І. . 'І ЦНИМЙНЬїіШМИ?



7.3-1. К двум пунктам Р, и ^ , находящимся соответствен­
но на расстояниях <?, , к Кл , S± от двух пересекающихся 
под прямым углом магистралей, необходимо провести газопро­
вод. На магистралях надо построить два посёлка и так, 
чтобы стоимость газопровода, соединяющего пункты Р, о. 01 ,
О, к 0г , 0\ с Рл , была наймем!,щей.

7.35. Лесопитомник общей площадью 10 га обслуживают
15 рабочих. Разработаны две технологии производства: по пер­
вой технологии работает один человек и производит 200 тыс. 
сеяние» на I га ежегодно, по второй технологии работают два 
человека и производят 300 тыс.сеянцев на I га ежегодно. 
Требуется определить, сколько гектаров нужно обрабатывать 
по первой технологии и сколько - по второй, чтобы годичное 
производство сеянцев было максимальным.

7.36. Рельеф местности в пределах некоторого географи­
ческого района может быть описан приближенно функцией я -  д 4  
+ ёх + 6 ^--18 . Постройте линию уровня, проходящую через 
точку А (I? 2 ). Найдите: a.)<.yuxdz в точке А; б) скорость 
изменения рельефа данной местности е точке А в направлении, 
определяемом вектором & -4 с -  3j .

УГ11. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
Контрольные вопросы и упражнения

1. Дайте определение первообразной для функции $Ы) на 
промежутке ( а, & ) ,

2. Приведите примеры двух различных пер1 "'образных для 
функции 4 Лс) -

3. Найдите первообразную для функции * A ) : w .r  , ко­
торая в точке х  - •£ • принимает значение, равное ТО.

4. Сформулируйте определение неопределенного чнтегра-

- 2 6 -

да,
5. Для каких значений я СІЇр.їВСДЛив)' Формулы:

I) $ £ * * • * - > «  у г >
cCju _Tt в л 1 X 1+ с  ;

\  X ? -  . to х Ы С ; 4) s
X /

3 _ X I +.С ?Є,с 5
І. . lie |ІС чи СЛИТЫ псКПЯННе CBi м;СТ5П нс nrГ делеН)

". Най и т е : I ' 
j(u‘A )l)fO + Ult) СЇ-і))сІ.t;

2' і  i/x : .Vі ( S’Jx) : ; 1  ̂(и 'б*) f і



rv'j— с / -
U. Восстановите d памяти таблицу основных неопределен­

ных интегралов."
У. Палилиго формулу интегрирования но частям н неопре­

деленней интеграле. При каких условиях .эта формула справед­
лива?

10. Опишите метод замены переменной в неопределенном 
интеграле.

11. Запишите простейшие рациональные дроби в общем
миде.

12. Дайте комментарий следующему алгоритму:

13. На простейшие рациональные дроби какого типа рас­
кладывается дробь: Г) х. + і ___; 2) X I -2.  ;

, г (ж -О  V* 4 г и)3 ) ____t j  у '
( х ^ - ч ў ( х 1- 2 х )

Стандартные- ладами і упражнения ~СЛ >

6.1 . Найдите неопределенный интеграл:
I) Ъсоьх - 5  ¥ ~  -  ~  *'Т Т У * :

у ? . )   ̂Єх ч- 8 х ? х  ■* + з л. -  -Ьг
с/-Т

3) > *•t x ' e ' - л  '  , 4) \  £^K.~j2— сіх ;---------------«ж : J я* V х
• іч'- 

іб'п. гд;
8) < l U J ^ L f L < t x  ■ 6) S сіх • 7) * Є V *  ;

»> 9) Ь та Р 1^ 10’ s ^ r ^ ;
д;* _ Схг + і) -  І

ж1+ y #*+✓п) к \ т ^  ___________ _
12) ; .1 3 ) $ 14) $ с л }х ^ а > іа 0

6 .2 . Найдите неопределенный интеграл, применяя прием 
подведение функции под знак дифференциала (выделяя дифферен­
циал новой переменной):



28

4 ) ^ ( * ; t ±'1 <^c; \ ( x ) d x  -  d ( I fr - i)

3.)  ̂|/>r J x  d x  - 
r vcdc

5 ) J > --------

Or = ol(X-¥C)
_____  Or - fid(CVX)

Z x l +5 /  at c-c*>njsb

7 ) \ c. T / /  ^ O * = :0 0 r* = 4 0 /rW )---
, ___  /СЄІ- x d x  -  dfUnxi) - ld{3bn  *)-

9) r 7

Г 0:r
^  J (.?x ХЗ)’*" ’ 

у4)$<2іУ/+аГ^эе;, 
,6 )j0  aJ-V'x .

5 <**■ ; / * Ь * Ах = d ( - ^ x ) , - L c ( h ^ x  + 5)1 - s

10) 0 } cdx
І2) \ ш * х / 7 Т б р г

13) J c a . 3 x / r ;  14) \ - ~ ^ )  15) )

'5)  ̂ SU-n (Ox + 5~)0x ; 17) £  — c*4 ,2a;) 0:^ у

и » 5 « г * - л у » ;  «> J r g ^ ;
20) 5 <f ̂  и-гг (e*)<dx  ; 2D)  ̂/ з ^ Т и -n х  г л х  Оэе ^

Or

?5)5 J C^j З і  ifcc ; 26І) $ d e * x  ' 27), 5 І Г ^ І  + Ї )  '

_ - З т  + 6 , ___ r  і т ї А ;

Or _ _> r ОзС_

28)) $ e  V«>i * Ox ; ЯЩ [ e  4 t f Or J 30) 5

эт\\ f .. / „„4 f D * 3 , /ЗП) S e ' ^ x /
if

34)) I  3T лООх 

37)) $

40

d x
ti + 4

Л  f X і d x  ,

'7 J ж 6 + в ' 

r d xз )  4 - 7 = = = = - - ;
З ОІ  эсг + 1

32), J e

д а  J

«  J

41) J

■ !-dx ■ —  c

„г^ /
T f  ^

Ox

Zi-ASTx*
Ї d°CcLx. .

d x ^ —S  ’ ^ •), :3 x  * _  2

X Vat . ,„-t (• e.Xcde
OO - 0 4 2 ) )  J-

44)) f X Оде
3 4* SU'rî 0 x~ ; 45) Vэе j

l‘+ 1

d x
xZ & d x  -9

і



■16)

-2 9 -

49)
J J  x  - і 

52 • ^ CM.13 x  ot x

47) [ х - 1  J JR1 1,- X d  х  ■
J v ^ -  1

IOJ J ос t- і

50) \ e ^ d x  . 51) t с • *2- ОЧ/П. ОС: с/х  '
J e JX+ ^  ' '

СеXі x  - j  (1 f cal-?*) SM ^x =

53)  ̂CM 3x ■ Cci 7 x  d x  j

54) ^ W  5 x  ■ CM 6 x  d  x

j(cay('uxjb) t- c#x('c/~ft)') 

U n J S « i/: ± -(сА (и -/)-С Л & + )ії)  

£7>г >7 ■ Mi 0 - (аІ+ў)+ £*-*г -^/0)

8.3 . Методом интегрирования по. частям найдите интег­
рал» :
I) ^ x - 5 ) W W x ;  2) і (ї и ) 4 ї (/і ; 3) Jcc e"3^ ;

4) $ jc-3 X̂ c ; 5) ; 6)

7) ^ x  cuicxtyx cOxf, 8) ^(X'ccywx ~ .cl x , 9)С^т,^г cCx ;

10) [x . l e ^ c U -  1 1 ) ^ — = ^ ;  12) $ ( а Л і * - 3 ) l in .( x  + i)°tx:

13) 14)  ̂ £?г (4 + X* ) С̂ Є .

8 .4 . Найдите интегралы, применяя метод замены перемен-

&х
ной:

 ̂ л  + \/ ое. f ъ
2) Г---- .

•) (J+ х )  / х  J 
4) г

(советуем: t /xx)  - і  );
( х  -  е )  <̂ ос

з) Р т гj /  ?- 5 X

[ у ' х  + 1
( я  ^ 0 )

Вспомните, как разделить 
многочлен на многочлен.

5) f e * *  + i c U  6) i > , c )  ;
J 4 , (  -  ( ' -> v T- + ✓

7) r  <<4 r ' ^
/ЗГ +■

9) c
(' .v - l i ) '

f ___ i£2E__ (\ҐЄ*+1 = О )
J  і/ :X ■+• - V' ё' t- (

і

і A ч)\ '• ч ^ ^  ^ }
V / . \ Jr ... . с



1 l р> \  V <4 Л + P / і  »■ 't
' V - 3 0 -

8 .5 . Найдите интегралы, содержащие квадратный трехчлен:

х Ч р х '  + Ч = f -  + (х

5 г т
г/ X

лс4 f  і-З
з'ііх. 

Л.Х 4 + 6 л.h r  ‘ 3)

7) С — . - / 8 )  Г. * * *
+1  ге 6Л  ! /  J  і\/3~  ~ X "

(^8.6-. Найдите интегралы от рациональных функций: 
rN С ос-Ч зх+ З"  Г х</х , . ( л * ¥ х * - в  /
l )  J —Г 7 Т ------- ' Z) \ Т Ї Т * ) ( І х + і )  ’ 3) •> x J- * x  1

X + Л \Л г/х_ .
X *

7) С-* ^ -А -  ,<ъ:  8) ( ___ 9) г____________________
J  -Г  - х 4 j  Х ( а е .г +

Г ( f-X - і~> ) . гхо) С----- і — -------■ п )  \ _ J
J x  -  г х 4 •+ з X J ,

X
*  ' -  ■<• X. -г - -■ *  1  — : r  •

8.7. Найдите интегралы от тригонометрических выражений:
I)  ̂ S t  n \ t  'Т' х  ,

3) і  S<n х- сыі Ч  «*■*. ; 

5) $ соі*  > х * х  ;

7)  ̂ Sxя."*«/ х • W? I  х  ̂т „

9)  ̂ Sx-n Зх- SW j- сі-х ■

2) j) сх/і J4> х  <і 'х j

4) \  ^ . ± ~ с / л  :
 ̂ ІЛп 6Х

8) ^ W t "'х U х  ;

8) ’х Л х і

Ю) 5 xt'K Ь х  ■ txX х  х t-̂ х’

8.8 . Найдите интегралы (устно):
1) г х оС-.с 0ч С 3)о г. ‘ ^  0 / -  Э X *

4) $ W  £-< и; “ І Х 6) і ^
7) с Си X ct-v ,

J X 8) $ e '*V r.; 9) 5 fun f- -  c«i 3 x V r :

10) § $>хіг (  Ъ - Sx)dv  ; С dx  
^  J 'І Іх х і * 12) $ X- toi. x V *  ;

ІЗ) 1  + ^ Й+ ( f i t )  сіх ■ 14)
ґ gvyx^C . 
 ̂ \Tŝ n wT
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15) $ (? 5  f  Є ^ )с /х  ) 16) ^зг агс £j j  СІХ ; 17) ^ x-S T ir^ -r .

8.9 . Найдите интегралы, используя справочник "Таблицы 
интегралов и другие математические формулы" Г.Д.Двайта:
I) г Л

) Н и .  » f u l l .  ‘ 2) s
3) $ T V  X r '

4) s-
5)  ̂ Є 3 * !>№. Лх 4 x  j 6) $
7) J) ( x - l )  еиьс SXki Л X d% ; 8) і

Л с
;а .т ь Гьич х. ' 

сіх
тсЧ^)’

U> і   ̂if t̂ or

9) [ U>Yb Т  d x

II) [ Sn^x d x  •

10) \ \f9x* +1 ‘l * 1 
Лх  v. г t*x

12) 4 - 7 = = - .

Нестандартные задачи и упражнения (Б)
8.10. Найдите интегралы, выделяя дифференциал новой 

функции, результат проверьте дифференцированием:
d x

^  ^ ас '

3)  ̂(VmTx  + W x . ) V x  j

g)  ̂ Сх + 0  с̂ ае

2 ) $
ССІХ

ОЇ ■ <dxL ;

7)

9)
5

У ас1 + Л х
( ' + х ) 4

Х^'/ + Х 4)

\ :Х + ( IXXCCV.I ?> Х . ў г/
/Т Т уТ

I I)  г dy  ■
Г '

4)

6 )

8)

10)

- t u b  id) dx .  •

S- CU). L -cLnC

г ______d x .
J S<-n,/ x  + 7,

13) C _  
J f  x

d.x

15)
e V i *  e~ \V

C 7. Ї  f'< c
J ТПкУ^-

і / т т т ^
12) \ - ^ - g  ~ 4 - - ^

H) J T e^+T ~~ -
16) \  {U-n /3 )

-Г утр
17) ( __

о a : (  on.'4-;

19) f ' П/Ч ^  v
■' /ЗГ ( І і

- t  *  
- 3 - 4  

4

ip e
L -  1 ) ’

18) С _ . * Л . _ ;
*• ' -2 ■'■ or. 5 v X

*■ V . * >  T " '
<K )

S -  xyv
- . 7  d ' J ' f

I f
7 r ,

- % /
/ о

L y -
7 1
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8 .II. Найдите интегралы:
 ̂ зс О'ЪС-сю і ati U<c 2) S

СХу-ьС <U rc _x
.) / t - X * V Л - х

3) (  ** ^  j t&i. X- > 4) 5j ОС ’ и  н  ̂■

5) f ОС S-Ітт. X СІХ 6) {̂ iX-1 (</я. ас") ,т£.г; ;
о CM ’х

7) і  £' Л S і''і X- С̂ х’ і в) І) т * ал е t j x c i t

9) г -£-п. X: /
Г  X ^ 10) V а *+ X і d-x (можно интегриро-

no частям,полагая

II) г / л4- а "1 /
і ^ (можно так;; x: = a tin.

d v  =i/z) 
t );

*

С сік.
t  );12)

 ̂ ( / а * + х 1Ў
(хороша подстановка : oc - a

ІЗ) f d x ( х а v

14)
^1'С л*-а*У ОСІ t

r J/ x
^  C o l  / х  ; /х * 15) І Є  d x

16)  ̂ ll’CC с -о і  / х
J /5Г U'X 17) J Ш -

cl і 
1 -  X

IB) <е*.J <? / t h ■ 19)
г ,1

\  - 4 * ~J ІИ.П. X ( b
r

аз
<2 t  ) 5 

lCx.
20) J ^  X■ d x  , .21) J і о і ’ х. ' 22) і / *■ 3

0*4 ї г

241S ; 25) ^j X £ х п  X  - С о і. 1L + $ 9 tV ceix 4  + Citl T:

8.12. Найдите следующие интегралы, не применяя стандарт­
ных приемов интегрирования (придумайте что-нибудь оригиналь­
нее ):

Г г xi-Cx
2) J , і \ ' 3) J / a  '^  S X ( х 1 * 1) ’

4 ,

5) (f
і  Cx-tj'-'- •

Т )~ (
8) С ____‘J * ____ .

J O f t S i )  *

(можно, например, так: x ’*-f = л  ~x.*i 1 >

*> 5

9> s ; , o , b / i n  ^ .



8.13, Предложите не менее двух способов вычисления 
интегралов: *
I) d x  2) jo td 'a *  х  d се ;

. г d x  . f cede  . . „ч f c<*3*-
3) і  ~ём.1Г* 4) J'

- 3 3 -

c<?<
d a

(  X  - л у <u*iFx -doc :

6) \  \ l z J j U L d b ’ ■ 6) ( vyy. s — oix.J 1 4 Є* ' ■ J T ^ T t g a : ^ ’ J i + Wna:

IX. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ МАТЕРИАЛ 
Основные вопросы, упражнения и задачи

I. Определители
1) Дайте определения определителей второго и третьего 

порядков.
2) Дайте определения минора и алгебраического дополне­

ния элемента определителя.
3) Сформулируйте свойства определителей.
9 .1 . Вычислите определители:

I 2 2) -  I 2 3) 2 3 4) I 2 3
3 4 ї - 3 6 > 5 0 » 3 I 2 

2 3 I
I 4 3 6) I -1 2 7) I -I  20 8) 1 1 - 1
2 -5  I 
I -3  2 > 3 5 0 

-2 -3 I
* 3 5 0 

-2 -3  10
f 1 -I  I 

-I  I I
9) 2 8 0 10) I I I 2 II) 2 3 -3  4 12) I 0 0 I

0 0 -6 1 2 2 2 4 2 I -I  2 0 I I 0
I -4 2 I 0 2 5 < 6 2 I 0 ’ I 0 I 0

7 6 5 4 2 3 О сл 0 I 0 I

2. Метод Крамера решения систем линейных уравнений
9.2 . Решите по йормулам Крамера систему линейных уравне

ний:
1) Г х . ~ А $  -= 8 I 2 ) 

эх.  + 5 J. = f3 j .

4) Л>, + 3 яДО-А'з = - І
Лх і е ч хл +■ Зя = 3
3 * , тлд3- п

J x t +3 + f =ы) 3) 4 ас + 3^ -.?  = 4 
Л х , * 4 х л -и =0$: X + £-*31 = 3- .

з г  —4 ^ . t g - o y
5) =

з -  3 * -  м • с
I ' Т + ~  V
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3. Матрицы
1) Дайте определение матрицы.
2) Сформулируйте определения: транспонированной матри­

цы, единичной матрицы, невырожденной матрицы,
3) Дайте определение обратной матрицы.
9 .3 . Определите размерность матрицы:

I) / 1 5 О 
І 2  7 6 ) ;

2 ) 3 7 
8 9

3)

9 .4 ,-Даны матрицы:

-р
\1  1 ‘

Найдите 2А -  ЗВ + С.
9 .5 . Существует ли сумма А + В, если

2 \ /- 2 3 \
3 о и о

- 111 V і I

А =

9 .6 . Даны матрицы:

В 1 2  3 ) ?

( - 2  I s
= { 3 О ) ,' Ш

Выясните, существуют ли произведения АВ и ВА и, если суще­
ствуют, найдите их.

v 9 .7 .  Найдите произведения матриц:

I)

4) G -з
9.8 . Найдите матрицу, транспонированную матрице А, если

/ I  2 5 '
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у 9 .9 . Найдите матрицу, обратную данной, если она сущест­

вует :
I) (  I 2 

3 6
/ I  2 \  2) /  3 8 А 
І з  е р  [ і 7 ;;

^ 9.10. Определите ранг матрицы:

[\\у (I ?>3,( 4),( 1 2 з у
I 2 4 б )>

v .
7 ) /  I 5 6 3 

3 О I ) .

4. Метод Гаусса решения систем линейных уравнений 
v ^ 9 .II. Решите систему методом Гаусса:

І) X, ¥ + З х ,  = 6 1 2) J х -  3 ч. + 5" jf — 11 
Эх + у. -  S *  = -Ю  
X  + лу. -  4-д: = -}(

4) 3 ж, -   ̂ + х 3 -  Х\ = О
3 Ж ,  —  Л х л -  Ос, + x v *  О  

a 'i  ~  *.« + Ц 3Г3 t  Э х ,  -  D

2 x \  f 3** -  x b = Ч 
3 x , + х г -  у x 3 = о

3) 2  x, + x , -  3c3 і  s  
X, -  Зхл + З х , = Л 

Tx,  -  3*i + J*, = ft.
5. Комплексные числа

9 .I2 . Даны комплексные числа в алгебраической форме:
Sf,= b+2i , ^  = - і + і  . Вычислите 2, + 2 ,
?t 4 -?л , д, t и постройте их на комплексной плоскости. (На­
поминаем, что число ї - х - і ' у -  называется сопряженным числу

9. ІЗ. Даны: и .?* = .2 + •* »'jV . Вычислите:
I ) | i  ; 2)^* ; 3)г; + ^ - ;  4 ) - ^ = -  ; 5 )* ,■ £ ;  6 > £ ^ f-F ,J .

*3, *-Ь if, +

4)
9.14. Вычислите: I ) і—V ; 2 )— - f -Л-; 3)ў— тут ;. , . і , v • _ 1 + t ‘ І - t  С-Ч-l)/- + t + t + І 4 + І .
9.15. При каких действительных х и « верно равенство

( 2 - Г) х  г (1 + 1 ) ч. = Л~ - 1 ?
9.16. Решите уравнение ( A~-S't)-JF =«?-*• 5' .
9Д7. Решите уравнения:

I )  X *  + f t  = О ; 2 )  Л  ■ .<’ д  -t V i с? ; 1 V-j. * -  -Уд. t У - /" ;

4) .3 х  г і- -Vя + 3 - 0
V; о
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9.18., Решите систему уравнений: \
ъц. -  чтJ .

9.19. Представьте комплексное число в тригонометрической 
и показательной формах:
1 )-Г  ; 2) 3» ; 3 ) ^ +  * Я {  4 )/-* У з ; + Р ;6)-^4Л ‘.

9.20. Представьте в тригонометрической и алгебраической 
формах числа: -
1 ) е ‘ ; 2 )^ е г ‘ ; 3)е*”‘ ; 4 ) J e * ‘ ; 5 ) J e  .

9.21. Вычислите:
D 3 . Y Y - / / 3 - ;  ; 3 ) f  y j -  і ) 5 : 4 ) 3/ 7  ;

- ' 1 - t пь '

5) / Г  ; 6) ^ 7  ; 7)|%>/з .
9 .22 . Решите уравнения:

I ) . ? * - /  ; 2 ) j r U i  = p  ; 3) / ,  с? .
9.23. Постройте на комплексной плоскости область, опре­

деляемую следующими неравенствами:
I) 2) I J - 3 I 4  1 ; 3) ; 4)

/Л
 ̂'І j ’

0TBETU
“ }

. І . І .  3. 1.2. 0. 1.3. -  - і .  . 1.4. 0. 1.5. 3. 1 .6 .0 0 .
З

1.7. 2. 1.6. + о о  . 1.9. 0. І.ІО . +0 0 . (.Совет: вынести
за скобку X і  ). 1 .1 1 .0 °  . 1.12. + о о  . І , І З . 0. 1 .14. 0.
І .Ї5 . + о о . 1 .16. Го о  , если 1 .17. + оо .

О , если х
1 .18. 0. 1 ,19. I. 1.20. І. І .2 І . -  3. 1.22. - І - .  L23. -  9.
1.24. -4 - . 1.25. 2 .5 . 1.26. -5 - . 1.27. J L . 1.28. 0,75.
--  3 ---  8 --- 6 ---

1.29. - І - .  1.30. 0. 1 .3 1 .0 0  . 1.35. J L . 1.36. 1.37. 0.------ 2 ------ -------  -------  5 з

1.38. -1 - . 1.39. — . 1.40. . 1.41. 0. 1.42. оо .----------------- ^ ^ г , ------------------------------------------------

1.43. -  0.25. 1.44. - і - .  1.45. 12. 1.46. 0. 1.47. р ^ .-------  ------ 3 -------  -------

1.48. е *  • 1.49. I. 1.50. е3 . 1.51. е ■ 1-52. 0.
1. 53. 0 . 1. 54. I 0 , если х  -» f  m ; 1. 55. ( 2 , если т-> j  ну

1+00' если Х-* £ - с ,  I 0 , если х -+ § -с
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1.57. -  2. I . 68, I .

о при о < а  < і .
2, если зс-»+°°; 1.60. 1)*/-2р*$+0\2) ;3 )p = i: р=~2.

если г-»-°о,
-Ж, если х-*л-о; 1.62. -  I. 1.63. 0.

если ж-
ЄСЛИ х -
если х-

>л-ю. 
» 1-00 ;

ІД & .

1.65. I) я # 0 ;  :
1) а  = & - о :
3)а = о : 6=-6.

1.66. I) « = I; 2 ) ё ф 2 п Ч ,п .е 1  ; 3 )^ = с7. 1.67. 9.
1.66, е 3 . 1.69. . 1.70, >р"°гГ. I .7 I , е~£, если а=6,СФ0:

+00 > ЄСЛИ ( й . - 8 р С  > 0 ;
о  , если (а -  е>) с < о;
-) , если

1.72. Да. 1.73. « 4. 1.74. I) >■-» + «>, если l > O t
если 1 - 0  J

[ Л7-* 0  , ЄСЛИ г <• о  ■,

2) л А /t .если г > о ; 3) ’ лГ-* К. , если г >  о  ;

y S -J tfo  .если г  = о \ Л =  sJo » если г - о - ,

j f - + -  00,если г < 0  ; л Г -* 0  • если г < о  .

2.2 . I) Непрерывна на Я ;
2) х  = I -  точка разрыва II рода;
3) х  = 3 -  точка разрыва II рода;
4) непрерывна на Я  ;
б) х  = 2 -  точка разрыва II рода;
6) непрерывна на /Я ;
7) х  = 2, ас = 3 -  точки разрыва II рода;
8) X -  -  I, х  = I -  точки разрыва II рода:
9) х  = 0 -  точка разрыва I рода;

10) х - .О  -  точка разрыва II рода;
11) непрерывна на JR. ;
12) X = 2 -  точка разрыва I рода.

2.3. І) і  = I -  точка разрыва II рода;
2) х  = I -  точка разрыва II рода;
3) х  = 0 -  точка устранимого разрыва; х  = j  * ** 

-  течки разрыва II рода;
4) я: = 0 -  точка разрыва II рода;

/а f  і
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5) х  = -  I -  точка устранимого разрыва;
6) X = 0 -  точка устранимого разрыва;
7) х  -  0 -  точка разрыва I рода;
8) х  = 0 -  точка разрыва I рода;

X  = I -  точка разрыва II рода;
9) х  = 0 -  точка устранимого разрыва;

. ке1,кю- точки разрыва II рода;

10) X = 0 -  точка устранимого разрыва.
2 .4 , - і - .  2Л£ I. 2 /Л  Нет.
3 .1 . I) jC = I ;  у  = ж ;

2) ас = 3; у. - 0;
3) х
4) ж = -  1;х- = I, ў- = 0;

сл V II о

6) х  = 2 *  = 3 .оUг?

8) сс = 2 “  ЬОIIчь-*
3) I Й О

4) ос = I II О

б ) » 0 ;
6) а: ■= 0; = 0;

^ = т :
8) * •  ї ї

3 .3 . л: = _ і .
3 .4 , I ) £  > ' ^ = 2 Р’ если л * 0, в Ф о

2) ^ = 4 ., если Я * <7, .3 < о і
аг=х(» I У ~ ^  г если Я * С* £>

х  = -4 *  < всли [k * o , e ^ o J x)> o-
Х --%  . “Чг 4-Х -  > если Я * о, 6 *  о, е *  о ;6 О Ч> £*• jj л
где Jd ~ &1-  j ,a l  , зу, а-А~ корни многочлена + вя+е,

4.1 . I) 2 *  -в 2: 2) ^  ; 3) - ( х и ї л ■
4 .2 . ^ 4*  -  1 . U L  ( - L ;  - L ) .  4,4*.. . 4 .5 .f= 3.

4.6. 1 ) ( л ^ ^ н з ) 7 т - з Г г;
Z)  (у Слі. 2 х  +  s ]  fo V і *,



3)
4) £ - fx - * )  + * 0 x * S tn (a ~ r x * ) ) i
5) (х .г -*і) tnCcc1-- ^)-Л ос  ,

i. ( x l -*)е<я<'1 $- ^п.гґх -4 )  '
6) -  ?. % *„*(1-atye*i^-f- ж ) ;
г> \--—...... ...... Л.___________ •

£ < V  з *  • |/7 -  9  **" ■”

3) eat C'/jfe у)) .
WbY'^'rty

9) _______З__ _ ■
VУгг*+ 9 ) ў а л с Ь ^ ъ/ г г )  '

10) 6’ с-л^ (  3 яг -  У )  • ^  3 аг -  і).;

ї ї ) , ,  г  ^ _____ ****»-&у  -  ^ /Т-гт^г *

12) -
ІЗ) і Ґ  { - у) ( Совет: используйте свойства логариф-

( сс би/0 7' \ .МОВ̂  у г,----
у4 )___  -  і___________ б У О ^ с Щ  Уі-

О  іi * + t ?  ’
15)

- 3 9 -

4.8.
І)

%Zob *2 а: • ос • З

се^- Y
^  X l /J x +  tcj ( х  + і  )• СлУос + -5с ) 

2) аг -f •/
X*-£<Х')(Х.'Л + Я х)- ££lc іУп. /сс**-?;с

3 ) 1 + і/х. і- У / а :  С У + И£ У
4) ? v ^ T ^ T V x у  *• + vTTTf ’

(■2 +Xі ) /1+ ~cz ліс ft> уТТзс*
5) __________ і 9__________

■=С & 3 ^ -  Єк(Єс^хуЄг,4-Є-к 3 '  
6 ) -  €  х і а.гсе*>± С#п Са ’ t - x V )

СЛ 1* X і )  /T Z  en *(ra i (. x >) ’ 

?а-<-У)£Х ^ х - Л  c^t ( е7) + м  В е ^ + і г ~Л) -

8) 3 *• Л Ъ* Вп і  ■ вп 3 ;
„ Зт

9 )

Л ✓ /  Л Т(?^ Ате cij g

0  + е в * )У е -ъ й !< е"
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.-г- ___ __ въ о . •Ю) - з а  ■ еилГх ■ W  3d

11) е  *

12) -

’ С -
ос

\ ^ Т -  - М  '/ X I  J -

ЧОЛ-Ot ,
. л с4> J  я  -  О; э 4 V

13) * ( < -  *  '■іх-У ™  г  /г- °  3 .
4 х  і

14) 4  ( 6* г 4 х  +  tei. 4 о:) • е

15)

cvi.4г  .

16)
ж<^ + 4<г^ /ж |)  >

- -  •/ ^ f •» + a:
f-f-t-oc)// - Зі."1

17) f c x - г  r • rff-/—feiar.)----- ^ ------W -------- -=g--------
18)  ----_ = J --------- ----------

Г cc -f £  ac + *1 \ ф ъ с щ  —- ----
cr *-#- oc

TQ) -------- 2_________ •
' б1* -  Y

20) ( ф *  + . f o * ? *  £ * 4 0 : ^

21) 3 fc*i a j .v ^  Лг33 +  л * fo t  чс coi ( х ' ) ) ;

22) / і <п  ж 4 соі. сс '■+ S  сої* ҐЄХ) ‘ ( 'е 1 )) ;

23)

24)

25)

<Хл,с ЗС

I/ ( /+  ї г)5 
-  I cfij/7+ tmCi-yс* і)

( ' J - x  + і ' )  / /  + e ^ i  U x  + *) ■ t h Z i x г + з)
>̂г і

-/ -f З
4.9. 6 .с ~ 4. 4,10

35С+̂ .
4.12. 81 Є

4 ? 42. 4 .II. - 4SW2tr-
(2+3 ж)*

ІЗ. 120. 4.16. х  = 0; V  = -  0,5.
4 J £ .  f » ' ■ * ;  {У -* )— Л ■ і х Ж  Л<?
4.19.  ̂= 2. 4.21. I) ^ = -f+JTA, ;

2) ~ f 0.
4.22. I) 2*  d* ; 2) 2 4 *  ; 3) 3 * ^ *  .
&&L I ) І  СОХ  ̂3C Ô oi j

2) c^x.
* * * * *
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4) ----- ----------------- ;
у Т - й х 1

5) — £ х.' (  х ^ )  cLx ;
И0І.Х. .6) Ь-І'гг X

4.24. I) -  eOt
* * + 1 *

2 ) Ъ г  *■ JL * 3 £  Л *  ■

3)

і
л  *■ С*4*-

7С * '

4) -
t^Xi

te l X  -  S W  X — 1 '

5) £  Ы̂ іг
C £ t - О  On 3 '

6 ) 4' «я̂ аг
( і - х ў

7) і  х  d x  -  3 IL^cCtL J

8 ) £  ^  «  ( A .  +■ к 4 *2 ■ '

9)
у- в£гг  

/ i  — fa + ir)*

10)

4.26.
эе

lA J L  _  - L i L -  
/ F "  - * / ? 4

CtfXX / "  Сч?1 X
(  -=£

вуї х  3 ,

4.27.

4.28.
( с и > у х )  ( & П -  Ct)LX —

.  ; /Я * 7 7  ас + 3^**+ О ^  3 -t
( W  Зое)  . —- 7- /cp3f у

4.30. I) ir* 2 /,Я.« 2 ; 2) гг » _ і ,  <г « 0;
3) ;

4) v .  e*g ■} , а ча. s-Сь' £- ; 5) тг = 2 е  , а=  2;

6) V а 2 ^ ,  Я -  4 ^ .  4 .31. у = 0 , J .  - L j .  .
3

4 <-32. Кривые пересекаются в двух точках под углами ф V .
І . Ж  - f  . . 4 ^ ^ .  ; i>i
-L38-. І) ; 2 )^ £ Л ^ г Г ;  3) ; 4)-К% ;5) ™ Г ^ .;

* ‘ У- ~ -3 -
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6 )   ' —

4) U t L  
2 »

. 4.37. I) 2 ^ + 2 ;  2) -  0 ,4  {ў +  I); 3) ^  + 3;

4.38. -  (Совет: удобно предварительно про-
5 о о

логарифмировать). 4.40. Нет. 5.1, I) -  — ; 2) 3) -  2;

4) 5) 0 ,5; 6 ) ---- —; 7) 0; 8) 0; 9) +оо ; 10) 0.
25 2

5 .2 , I) -̂ = 0; 2) #- = 0; 3) ^ = 0; 4) *  = 0, #- = 0 ;5)ас = 0, # = зг;
6 )  Л: = 0, 0. 5 ^  I) 0; 2)+°о; 3 )- - ! - ;  4) - І - ;  5) I; 6) I;

т 2 _  2
7 )  е^ ; 8) 5 J .  1)% = 3; 2)
6 .1 . I) -Убывает для zc. & С-оо; - з )  и С- с )  
возрастает для ( -3; -  I) « ( 0; + 00 ), (-1) * б
'$W n(~3) = -  26, (0) = I; 2) монотонно возрастает

на ; 3) убывает для -г’<s ( -  со ; I ) , возрастает для 
осе ( I ,; :  + с ° ) ,  ^ -„^(1) = 1,25; 4) убывает для * (—I ; I ) , 
возрастает для осе- ( -  оо ; -  I) « (I; +оо)_, (I) =-rj,

” 0> 5) убывает длял-е (-1;0)« (0; I ) , возрастает 
для хс  ( _ро ;_Г)„ (I; + о о ) , % ^ ( ~ 1 )  = - 2 , £ ^ ( 1 )  = 2;
6) убывает дляябч -о о  ; 0)<* (2; + о о ), возрастает для 
т е  (0; 2 ) , 'faan(0)=Q, ^ ^ ,( 2 )  = 4 е '  ̂ ; 7) монотонно воз­
растает н а Я Щ ;  8) убывает для arc ( - о о  ; - I )  к (Р; + о о ) , 
возрастает для x e ( - I ;  D .^ .C - I )  » -І5 <I> = І!
9) убывает для л & { -  оо ; - і ) ,  возрастает для х е  ( І ; + «э);
10) монотонно возрастает на ■&({). 6 .2 . І) Выпукла вверх для 
т е  (-о о  ; і ) ,  выпукла вниз для х е  ( І; + с о ) , точка переги­
ба ( І; -  15); 2) выпукла вверх для г е  ( -оо ; -  {3) и (0; (3) 
выпукла вниз дл я х с(- f3 ;  0) ч ( f3; + ° ° ) ,  точки перегиба
( -  /"З; -— -), ( 0; 0 ), ( /З", - £ L ) ; 3) выпукла вверх для

т е  ( -  о о ; 0 ), выпукла вниз для х е  ( 0; + сю ) ; 4) выпукла, 
вверх для аг £.- ( - с о ;  -  І ) и (І; + о о ) ,  выпукла вниз для 
х е (  -І ; 1), точки перегиба ( -  І ,$ г 2 ) ,  ( |,& < 2);
5) выпукла вверх для х е (  1 - Й  , І + Ж ), выпукла вниз 
для х е  ( - о о  ; І  -  Щ- ) н ( І + §  ; + о о  ) ,  точки перегиба 
( І  -  -£ ", е х ).* ( І + !_|- ; е ’ т ); 6) выпукла вверх .для 
а -б (ї; 3 ) ,выпукла вниз для х е  ( —ао , І )« (3, + с о ) , точки 
перегиб? ( І; 2 е  ' ) ,  (3, 106і ) ( 7) выпукла вверх на -в (4 У,
0) выпукла вверх для х е (  -с о  • ~ і ) ч (0; І ), выіі;кла вниз



для,*б (-1; OK (I; + д а ) ,  точки перегиба ( -  I; - S - ) ,
-  4 3 -

(I; -  - - - ) .  1} /  найм. ^  ^  i0 > /наиб. ( 0) = 10,
3) /  найм. К). - 0, £ ниио. ( е  ) - е 4.

6.5 , |Я|«1. 6 .6 , Я = I . 6 ,7 . Один действительный корень.
6J3.. |а |£ 2 . 6 .9 . ( а - г ;  е -"* ) , ( а  + Г , е -'/4 ).
6,12. Два (Задачу можно решить графически). 6 .13. Сторона 
поперечного сечения равна (л ^  , длина балки-----—— м.

6.14. В основании- квадрат, сторона которого f s  . 6 .15. Дли­
на -  100 м, ширина -  ЬО м. 6,16. 5 м. 6.17. х  * .

6.18. 1 -^г . S =■ а  Я - 7 .1 . I) Плоскость х с>£;
2) ocz + у.1 ; 3) Вся плоскость, за исключением точек
окружности l ; 4) часть плоскости, лежшдая внут­
ри первого и третьего координатных углов ( без границ);
5) вея плоскость, за исключением прямой ^ = з х  5 6) часть 
пространства, лежащая внутри первого и третьего октантов 
(включая границы); 7) х > о ,  ^  ? с , £> о  ; 8) все пространст­
ва, за исключением плоскости г- = 0. 7 ,2 . I) J?* = З х 4+ б хи . ,

' -- эе?

«?:=■

; 2 )* i  = ^  , < =  4  ; 3) К

; 4) = ■
’ ** '  ?

^ ~ ч.ч+ж*

(■х-ЧТ 
л  т ,•£°<^h . с; \ ;v1 _ " '■* '

= . - £ 3 - ;  6) г '  = З, = -2; 7) *'«. - « =* ,
'7 + V  

9-
* /5 і» U - з г гі===~ ; в)* +у-**** ” * ■

7 .5 . І) І  ж %*<£*+ і  ****•% .

2) *' ^  * У - . з) -о сі у. -  ^ сОх.
/ зе 4 + у.4

4) 6  С  ̂ + -X Sf-dy. + x.£ciz) ; 7.6. І) .?Гї = б х  + Л у і  ^  -xy -

3̂3 = = 2 ’ ‘Kj. ~ ^3*
3) ^ » " - ♦ /

-і, =  2 ;

1 ^9} = ^
4 ) < ч  —  ’ -К', )

:й V *  =

*  л  . A, =  2.у г х - /<\
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7.8 . I)£n^n ( -  3; 2) = 0; 2 - I;  I) -  8;
3) **2~* = 2^” ’ 4)5F»,^(I; -  I) = -  3;

b )Z rn i^  4 ;I) = -  152,^ w * (-4 ; -  I) = 152; 6 ) ^ ( 0 ; 0 ) =  0; 
**«*< 0; -  I) = ^ ( 0 ;  I) = 2 e ‘( . 2 Д  W  I; -2) = 5̂  
(Совет : из уравнения связи х  = Zft + 5, тогда л?= (2^ + 5)+ ^ )  
7.10. А .; - (4; 3) = -41, 2 ,^ ( - 4 ;  -  3) = 59. Решение: Соста­
вим функцию Лагранжа 3~ ( д  , , /■ ) = 9 - 8 i - 6 j .  + i (  aĉ +
+ у .1- - і  5 )  . Найдем критические точки функции SFfoc, ^ Д ).
Для этого решим систему уравнений 

-  3 + ДЛ X. - о  '
—6  +л л  у  = о  ■ 

х*+ %.л- д у  -  о J .
Получены две критические точки Mj( -  4; —3;—I ) , ?Л^(4;3;1). 
Найдем d  * 3-.
d l J=- d x *  + A docdtj. + 5"^

= £ + о ■ doc -f- £ J  (dfi г =.
•=■ A 1 ( d x *  ■+■ ^ -2) .

Вычислим d i J  в точках Mj и Mg соответственно. 
d i Z ) = -A  ( d  x  *+ d^.-1) <

т .е . T. ( -  4; -  3) -  является точкой локального мак­
симума функции £ - = 9 - 8  Г - 6 ^ .

Аналогично,
U J- (ucd) = X ( d x l+ d y * )  > О  ̂ т .е . 

т. ( 4; 3) -  точка локального максимума функции і  * 9-8 х -6^.
7 .1 1 ./ _- (J і \= - 4  ‘-л) = .10 (См. решение задачи 7.10).

7.12. I) прямые j  JC- + Q = с  ; 2) прямые ў  - С х  ;
3) Окружности с , і 4) параболы х  = ;
5) эллипсы A x * - f  3 у*-С; с?  О і 8) гиперболы
7,13. 1,4. 7.14. 7/9. 7.15. 0. 7.16. - Ц -  . 7.17. 6 Г+ 4 Г-

7.18^ I) -  г ?  + 2 Г ; 2 > Г -  Г . 7 ,19. ( -  - L . ;

7.24. I) -  U m .x А с ^ Х  -U n у. rhtcly.-S+nx. coi.ftd)*',
2) 6 d x l oty. ; 7.25. Экстремума нот ( Совет: воспользуйтесь 
определением локального экстремума). 7.26. >  ( ! : - ! )  «= 7;



^ггй'п. ( I ;—I)= 1 (Задачу проще решить графически).
Ъ 2 Ь . (0,Р) = І, г наибі(0;6) = 19; 2) 3 5 ^  (4,4)»
3 І28! ^наим. 0;0  ̂ = " 4l 7 ‘28. I) Плоскости а?, + зсл + гг, = С 
2) сферы x*-t- + %*■- е ) с  » о  ; 3) параболоиды вращения

, за исключением точки (0;0;0). 7.30. Точки, 
лежащие на окружности х*+ у1= £ . 7.32. -  94,2смэ . 7,33. X  «
= (/£1 , у - | /5 ~  . 7.34. Расстояния от точки пересечения ма-

М* .. |а ,« 4 - в ,  « ,|гистралей до поселков соответственно равны ! . ------ ,
1 . 7.35. По 5 га. 7.36. a )sf+ <of ;'б ) 0 ,4 .

8 .1 . I) * 3 £*-и х  -  f  х 3+ $4с + 1х.\~ х  + с  ;
2) і  ос3-  ‘/ж }- + Ъ^ п ! х \  + ^ ;
3) +  Є70- / * / +  с  ; 4) a f x - 1  ^  + С ;
5) ^ ао± ос 4- С ; 6) ^ « - с с + С ;
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7)
9)

С +
С*е) ; 8) 3 ж1 +x&n.Z 

■3 яле s^n де — се + <? j
■ 4  С ;

И) СС+ + Cдс -f у !
ІЗ)
8 .2 . I) Є* + /)'*+ C • 
3 ) -  4- О ;
5) /■*■*+ з" + C

10) О! — Of 4  C  •

ге»
412) 

_ *
+ c

14) 7j coC oc + C .

2) -  з ( J *  +3) *+
4) 4 / п  + л г )3 + c ■

7) C %i-n.ex  + c
6 )

8)

^  ч ў  + с •
-  1 . ^ 0 ^  + с •

9) Іі &п. *St 4- С ;
II) 5= Л'ктйў *сс + С ;

ІЗ) з 5>*ог ї  х. + С ;
15) й х - г  )+ с  ■

17) х  а л  y  5 ос + с

I9) 7* % f * * * )  +’с :
21) -  з  |/? з  -  ̂ u-n -т Ў  + С. ; 
23) -  і  Єп Ц - ? Є ХІ ЬС ■
25) -у / S ^ n . 3 - х  I + С ; 

27) I -V + Л ) +  С •

J  йлс ^L*Cl X' + С <10)

12) -г + е ;
14) -ІСІ^ і -  +■ С;
16) " (V x  + f U  С;

18) -  j  t in
20) -  со ї ( Є * )  +  c ;

22) x  l J x - Ъ I + f  • 
24) — I x I + c ;
26) & t  I Cn x  I + c ■

. Ъ-in. x
28) <? + C  •
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8 .7 . I) C - & & X +  с*л*х- ^ro>і^аг (""Совет: t l v jx c b c -
-  -  t i n .  ''эс o l  ( c o m )  = ■ " ) !

2) ij- tin . ^  X. -  yy S ln J 4 x. +
3) C -  J- СО\ЪХ. +  у  W  r& ;
4) —̂— -- — ---- 1—— і  C •

i t l n ? X  S ' S l n . r X  J

5) 3 x  + c ’
6) I - *  -  V  w  ^oc +  +

7) i V  W * a: + C ;

8 ) С — C/tc^x -  1 S-ілі a: | j

9) j  f  as -  ТГ x  ^  + c  >

10) C - j f  <W X *  ~ J C A  Г  *  •

8 .9 . Номера формул взяты из справочника Г.Д.Двайта.
1) См. формулу 455.01; 2) См. формулу 456.1; 3) См. формулу 
165.01; 4) См.формулу 120.3; 5) См.формулу 577.1; 6)
l(i * J x ) t x l+5-clx- ̂ x M s d x  алее см.формулы 230.01,
231.01; 7) ^(х -іул 'іс  tin. Л х сіл — Цх ал*^Ип2хсЬс~ §аьсИп1х d x j 
далее см.формулы 517.1, 515, где а  = -^-} 8) Заметим, что

\ x . 4UA.2xchc -  ~   ̂ ( А х ) *  с в у Л х  с / ( Хж ) .
Далее удобно применить формулу 440.14, используя свойство ин­
вариантности неопределенного интеграла; 9) Решается аналогич­
но 8.96. применяя формулу 440.60; 10) \ ^ l s i± ±  ̂  = i-f^ іЬ ^ІЇ^ /3гл

J A x  л і b x  ■S
далее см.формулу 241,01, используя свойство инвариантности 
неопределенного интеграла; II) См. формулу 615; 12) См.форму­
лу 380.001.
8. II.  I) С -  эс-\/Тт *~аъсс*х. X- ;
2 )  М  / А  + х  ~  «Я V i - x  txn. +  С )

3) «с б-j ас +■ 0И- І СЛ. X I ■+• £ j

4) ij- (tC * . X і - эс^сеі. асО  +  ^.;

- 4 8 -



ас -
- 4 9 -  

»') + С ;5) i f  
. •

6) 3  ас ^S-с̂ т, £іг ■зе + с 9̂і £п. ж} + С ;
д»

^  ^Г-  ( f ^ i  -ж -  c-cu зс^)+ С ;

8) 2 | і  але tg х  -  э£- + і ^ 0 +  * 4) + с  ;

9) £>г х   ̂ <Г Аг О: З — 1 } + С ^

Ю) s ™ £ ± * * .+  * e r i l x + * £ b z * \  + c - t

i d

X12) ,.______
«•'Тй4-*- х г

13) с  _  *

+  С

сі4 / х  4 -  a  4
14) Л ^ ев і/х  + W ^ ) +  <? і

15) 3 ( f a  -£ Ў х  + і  ) + С ■,

16) $ (  fx. • &Л/СЛ>ОЛ. ІІС. -  ]/і~ X )  + С

16) £п. І е  * -  1 I -  х  ■+ С ;

19) х |  + С ;

+ с ;

20) % Jac
і -  tq X + X

21) Н ос + ^ £ + ,

22) Ь xt-ctg ( і  &j X )

23) 1
/5 3 vfj

24) 1
{Гг с^сіь Г*

^  Ль
25) 3  Coif- X — A co l  X

Ы ,  I) - 2; 2) 0; 3)
8) -■ 4; 9) 96; 10) 0;
2 )х 31 I = -  І; 3 )х

+ с

40_.Г _ J £  
39 ’ "* 39 ’ і 39-“ * * * к -
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5)ас = І ;ў  = 3; 2- = -  I. 9 .3. I) 2x3; 2) 2x2; 3) ЗхІ; 4) ІхЗ.

4) Нет. 9.10, I) 2; 2) I;

3) 2; 4) I; 5) 3; 6) 2; 7) 2. 9. II. I) = эеА = эс-3 = і ;
2 ) э с  = - < ; ^ - - г ; г = з ;  3) несовместна;
4 )  Of, = , А г^ -И л т  , Х ъ = ж ч  - *  • •
9л 12*. i f ,  i -  J .  1  +  ^  і  \

г, -  = 4 + і ;
V  \

г, + ^  = «г -  5 ‘ .
2 Л З , + ;2) 8 ; 3

4 ЪГ*
^  І з  * ~П ~  ‘ ’> 5)16 ; 6 )  і>%

9.14. І) -*  ; 2) I; 3) -  г ; 4) /  . 9.15. лт= 2; ^ = I.

2J & . if -  -  “  + -f§-<  ; 9X V  1 ) * ( . 4 < ; і ( . -  4 1 ;

2) Xf  -  I ♦ Z i  ; x  = J -  2<‘ ; 3 ) X  = 0,4 + I , 2 t  ;
X . .  0,4 -  1,2.- ; 4>*,. - - f i f i  , Ъ - -  -§ •  -  f  {■

9.18. Xf  ■= 3 + 6 і  ; = 3 -  6 і ; 3 -  6 і  ; *j4 = 3 + 6 /  .
tLJ.?,.1.. ^  S'^'eoi. if f  4 ііліУ)з: 3 ~ Є Г ‘ і

2 ) 3 / л ч  £  + г' і^->г і  )  = 3 е  г
 ̂ X *

3) C<?4 7 + г' £  5 Є 4 ‘

4) Л /с*х у  -  і  U n y ) =  1 е  ’ ;



-  5 [  -

5) e e i f .+  z w f  = 'e f £ ;

6) і  (teL % г+  і  £ г̂ I  г )  = -? \ f t e  V XL-

9.23. I) t ^ L  / + і  S-v-n / ;
2) J  f  + i W [ ) = i i ' ;

3) e Y f t i  f  " ^ 1 ) = ' е 'г‘' >

4) 3 (сві. J jt + і  s^n  л )  = 3

5) і  е  (tea зг + t аг') = -  а е  ,

9.21. І ) З/Т  + Зі ; 2) -  f ■+ /з  і

«г +  А г , " і  і 5) І; ~я ± X  1

3) -64; 4 ) £  + £ * ; .

6) { L ^ ' U . ' - Н л й .з — з 1 * 1 ~ л

7) С л-з -д ,/ X = іїл (&*■ Д-" * *•*»« jfe ):
('^»'5 - д /  )л -fe(< u> i Чж*іи п г  x f Y  

( ў л /з  - а Т \  = t/a ( o *  W  + 1 т г х );

(Г иЬ -  а ї  \  = ИГ (ед. + Y r  )  ■

9.22. I) ^ъ~~л /л

Г,\ •, _ »2 , Л? ■ -_2) а." + a. L ‘ /5 , /Т Д Л
г _ /X кі ■ ,
* д. д  6 >

3) * = T + - a

•
д 

/т

*ъ~ г д *

59 = - v'T
*; *.=

/т
X  ' ' ?Y

/Г . 
X  ' •

©
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