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ВВЕДЕНИЕ

Методические указания к теме "Теория поля" предназначе­
ны для самостоятельной работы студентов механических специ­
альностей и состоят из двух частей. В первой части приведе­
ны задания (вопросы, задачи, упражнения) трех уровней слож­
ности (А ,Б ,С ). Во второй части даны основные теоретические 
сведения и решения типовых задач уровней А и Б. На все зада­
чи даны ответы, приведен список литературы, которая может 
быть использована для более глубокого изучения темы.

На уровне А изложены основные понятия векторного анали­
за , не усложненные математическими выкладками. Они проиллю­
стрированы примерами, имеющими наглядную физическую и меха­
ническую интерпретацию. Уровень Б предполагает более глубо-* 
кое изучение тех понятий, с которыми студент познакомился 

, при изучении темы на уровне А, и освоение других, более слож­
ных понятий, уровень С предназначен, в основном, для УИРС.

В приложениях к указаниям приведены краткая характерис­
тика некоторых физических полей а приложение 2) и диаграмма 
основных характеристик векторного поля (приложение I ) .

Поясним некоторые понятия, используемые в дальнейшем.
Все линии и поверхности, рассматриваемые в настоящих 

указаниях, будем предполагать кусочно-гладкими.
Линия называется гладкой, если она обладает непрерывно 

изменяющейся касательной. Поверхность называется гладкой, 
если она обладает непрерывно изменяющейся нормалью.

Линия и поверх­
ность называются 
кусочно-гладкими, ес­
ли они составлены из 
конечного числа глад­
ких кусков.

Область Q  
(плоская или трех­
мерная) называется 
односвязной, если 
любой замкнутый кон­
тур в (я можно не­
прерывно деФормиро-Рис.1
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вать ("стянуть") в точку, оставаясь все время в области Q  .
На р ас .1  изображены односвязные области (а  и б) и много-, 

связные области (в и г ) .  В области г) пунктиром указан контур, 
который нельзя деформировать ("стянуть") в точку, оставаясь 
в этой области.

I .  ЗАДАНИЯ МЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

І . І .  Вопросы уровня А
1. Определение вектор-функции скалярного аргумента и ее 

годографа.
2 . Первая и вторая производные вектор-функции
3 . Механическая интерпретация вектор-функции £(£) (ра­

диуса-вектора точки), ее годографи и производных~2 '£к), Z " d )
4 . Определение скалярного поля, примеры скалярных полей.
5 . Определение поверхности (линии) равного уровня ска­

лярного поля. Примеры скалярных полей и их поверхностей (ли­
ний) равного уровня.

6 . Определение и формула для вычисления производной ска­
лярного поля и ( А 1)  в точке М0 по направлению £  .

7 . Определение и свойства градиента скалярного поля.
8 . Определение векторного поля, примеры векторных полей.
9 . Стационарные и нестационарные поля, примеры.
10. Определение плоского (плоскопараллельного) поля, при­

меры скалярных и векторных плоских полей.
11. Определение векторной линии векторного поля. Как на­

зываются векторные линии I )  полей тяготения, электрического
а магнитного, 2) поля скоростей текущей жидкости?
V 12. Характеристика особых точек векторного поля (источни­
ков, стоков, вихревых точек) на основе расположения векторных 
линий, примеры.

13. Определение потока векторного поля через поверхность 
S , гидродинамическая трактовка потока.

14. Вычисление дивергенции векторного поля.
15. Теорема Гаусса-Остроградского и ее применение для вы­

числения потока.
16. Определение и вычисление циркуляции векторного ПОЛЯ.
17. Вычисление ротора векторного поля.
18. Теорема Стокса. Формула Грина.
19. Определение и свойства потенциального векторного.
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поля. Вычисление потенциала векторного поля*.
20. Определение соленоидального векторного поля, уравне­

ние неразрывности несжимаемой жидкости.
1 .2 . Задачи уровня А

1 . Найти траекторию точки, движущейся по закону 
найти вектор скорости и вектор ускорения при t = ’t 0 :

1) Trt) =3t-T+ (Zb-tz)-j~+■ Те, 4  = - i ;
2) t ( t )  ~ Z c o i t ‘T+3J'+Sm t-~K ) -b0=J2*>
3) ~Z(t) =  ( 5 t - Z ) - T - t ^ t - J ± 0 = z-,

4) ~Z(t) =  t o i t - T + S i n  4 = f  ;

5) Zct) - (z-t*-з)Т-зі*р-(^±Я-5)Т> -ь=~і%
6) T c t )  = z T + f C o i t ’J r  4 - 7 7 ;

7) t b ~ 2 .
2 . Найти уравнения линий равного уровня скалярного поля 

U=UCM)% Записать уравнение линии уровня, проходящей через 
точку М0 (х0 $ 0) ; сделать рисунок і

1) t t = X - y )  М0(3 ;2 ) ;
2) U .=  Z x - y ,  М0(4 ;5 );
3) = y * + J C ,  М0(-3 ;2 ) ;

4) LL= ~ -  ,  М0(3 ;-9 ) ;

5) U  =  е х р ( о с - у 1) ) Мо(2 ;0 ) ;

6) i l  = • М0(2 ;1 ) ;
7) и = Х 3- + і у \  Мо ( -1 ;2 ) .

3 . Найти уравнения поверхностей равного уровня скалярного 
поля и = и ( х - ^ { £ ) :

I) 2) Со5
3) Ll= (Х гг у 1),/  £ ;  4) U *  4

5} L t=  f a ,  ( x f a u ^ Z * - ) ' ,  6) UL = j
7) ^  -  e x p  ( X  - *iu + 2 ) .

4 . Найта производную скалярного поля U -U (M )  в данной
точке М с) по заданному направлению t  :
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1) а) и,=х.г+ у г/% , Ч0{2 ; - 1 ) ,  где М^(6;2);
б) U=JClj*+2 3- s c u z  , M0( I ; I ; 2 ) , g~ составляет с

осью Ох угол о< =60°, с осью Оу -  угол р  =45°, острый угол 
с осью 0 2  ; ,  £

2) а) ^  , ІИ0(2;І), £  составляет с
осью Оу угол р  =135^; ____

б) U = j f e ± £ f a i '  M0(2 ;I;I)_ , l* M 0r t , t где M ,(3 ;I;3 )
3) a) u = x l y - y / x .  Мс ( 2 ; - І ) ,  Т^М ЇМ і  , где Мі (5 ;3 ) ;

б) И = 5 -З д 2 + з?  » Ме ( І ; 2 ; - І ) ,  составляет одинако­
вые острые углы со всеми координатными осями;

4) a) U - j f - x u - Z i f ,  Мо (1 ;2 ) , составляет с осью Ох 
угол о( =60°;

б) и = & * у в -% х и %  + 5 j c y Z Z  , Мо(1 ;1 ;1 ) , ~£=&?~

5) а) Ц= crLvX*+ yz  , M0 ( I ; I ) ,  t  составляет равные у г ­
лы с осями Ох и Оу; __

б) U = X zg - J & + .i ,  M0( I ; - 2 ; I ) . Є=Л7Мі ,где М,№,-6)2)1
6) а ) и = В п (Є + Є ^) t Мо( 0 ;0 ) ,^ ~  составляет с осью Оу

угол ^ 3  =60"; __________  ^
6 ) U = /z * + ! /* + 2 ?  . М с (1 ;Щ ), М#(3 ;2 ;1  ) ,7 = Н Ї м 1-,

7) a) LL^Cttcia х и  , Мв(1 ;1 ) , е  составляет с осью Ох
угол Ы =120 о ; °  ^

6) U = ac+ ty*+ x\ М0( - І ; 3 ; І ) ,  Є= 2 T i - 3 j ~ - .

5 . Найти направление и скорость наибыстрейшего возраста-
поля и=LUM) в точке Ш0 :
I) а) и ■■~ алс #  & /# ), М0 (- І ; - І ) ;

б) и М0 (2;-3;-2);
2) а) и -  1/ ч  1- ЭС*-г ц  , М0(2;І);

б) и -X x^-tJC jf-d yZ ) М0(-2;І;3 );
3) а) и -  л  +у i-jl/ jcc/'j М0 ІІ;4);

б) и ~ 6п  (Xі 1- у*  i-Z*), Мв(І ; І ; - І ) ;
4) а) и = (X ty).eZD (Zrt/), о о о

б) и і \ ( 4 ; І ; - 3 ) ;
5) а) и ~ ^ 'г (х+ у ), U0(V2iV2);

б) и _ ^ М0(-2 ;І;2 );
■ Ул * -t ІГ1* ' *



6) а) И - In. 
б)

7) a) ll = Х - З д  + УЗзс-у,

М01 2 ;- І ) ;  

М0 ( - 2 ; І ; - 2 ) ;  

M (3;4 );

б) LL= Є л і / л M0l-I;I{2).
6 . Найти векторные линви плоскопараллельного векторного 

поля W = P C x - ^ ) T ta O > c ^ ) f .  ^

D  - р ^ у . Г - Х ’Х ,; 2)
3) F ^ x T - ^  4) f= =  x T r j y , ^ .
5) F = X l- T  1- y l - T l  6) ? =  ;
7) x * +

7 . Вычислить поток вектора FCM) через поверхность .S’ 
в направлении нормали П к поверхности «S :

1) F-T-t- 3~Т ; поверхность S  имеет форму треугольни­
ка с вершинами в точках А (1;2;0), В (0;2;0), С (0;2;2); нор­
маль 7Г направлена в сторону, где расположено начало коорди­
нат;

2) F = ClTt &F с Х ; поверхность S  -  круг ;
/Tf f О}-, J 1 *

3) F~ ~НТ~j  + ; поверхность S -  часть плоскости 
Zx+Lj+Zi= 6 . лежащая в первом октанте; нормаль П. нап­
равлена в сторону, противоположную той, где расположено на­
чало координат;

4) Т3-~Г- $ / + ;  поверхность S представляет собой
треугольник с вершинами в точках А (4;0;0), В (4;0;6), 
C(4;5;0)j^ n~/  f ОХ\ ^

5) г?+ бТ  ; поверхность S -  круг x  -r 3t  -F a 2 ;

Л6) F-i~3j+Ljk "• поверхность S  -  часть плоскости 
2x+2ij+Z= i-j , лежащая в первом октанте; нормаль И направ­
лена. в сторону, где расположено начало координат;

7) ~Р=хТ+у ~J+£2JF; поверхность $  -  боковая поверхность
цилиндра iF ygF. g s., x - 0 , x = H l  ~П -  внешняя нормаль к 8

8 , Вычислить дивергенша векторного поля FCM)  в про­
извольной точке поля, Установить, являются ли заданные точки
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Му, Мг , М3 источниками или стоками.
X) F =  x * 7 -  ( ^ f ) J

MS( 3 ; I ; I ) ,  M3( I{ I ;2 ) ;

2
М ^ (-І;2 ;0 ), М3 ( 2 ;3 ; І ) ;

з) Р  = я £ Г - х ф Т +  ( z гЮ - Т }
М5( - 4 ; і ;2 ) , M ^(I$5;0)s

М ^(3;І;2), М3 (0 ;0 ;0 ) ;

5) Т
М (0 ;3 ;2 ) . М3 ( І ;0 ;4 ) ;  *

6) Т = У * T - C x + t / t) ] ~ P 3 jc z * 'T  
М £І;3 ;І), М3 ( 0 ; І ; І ) ;

7 ) т

1 J 2 ;I ;0 ) ,  M JI;3 ;I) .

М_£(0;2;0),

М,/(4;І;І), 

М^(1;-1;3), 

М̂ (-І;2;2), 

М (̂2;І;5),

М (0; —2; 4),
pL

М^(5;4;-І),

9 . Вычислить ноток векторного поля F(M) через замкну­
тую поверхность S  в направлении внешней нормали к поверх­
ности, используя теорему Гаусса-Остроградского:

1) P ^ Z x L + t y  - & к ,  S : x = / j c \ y K  ;

2) s  5 : *+%+&*, X=0J u=0 2 ^0 ;
3) Р ~ 0С§ і ~Х( / У І' (-Х Ч г̂ К  S :3 :~ -0) ^ = J > Х * й І 4 ў
4) F =  x l  2T + x y f + 3:-TFj S : Z = l? % o-}
5) ~ p ^ 3 : T ~ iy j - - 2 'J < y S :  Э і = ± ~ э £ - 2 = 0 ; ,

6) F j r 3  4 5 6 7* * ~ < /T + г ' S:  y=Oj Z--0,
7) ~ F = ( y + ^ J + L z t y J f c ,  S \ j c t y = l ,  z = y y o .

10. Вычислить вдркуляцию плоского векторного поля 
Р (М \ вдоль замкнутого контура Ц двумя способами: I )  непо­

средственно, 2) с помощью формулы Грина; Направление обхода 
контура U выбирается так, чтобы область 2 )  , ограниченная 
им, оставалась слева:

1 )  ( x - y lJ ‘T + Z x g - j ~ ^ $ ) :  .X і d  у  * а с ;

2) Z ( x \ f ) T + <D : /л Л Ь  С ,



А (І ; І ) ,  В (2 ;2 ), С ( І ;3 ) ;

4) F = ( X + y p T ~  С х - у ў ‘ўч  5Э: O ^ y ^ S m X j  О ^ Х ± 7 7  ;
5) F= (X* Ц)ТV £г-£) у 7  Я): X **  у  * he.-,
6 )~ F = -jc i'y-7'-t х у Х' Т  %): О * / а - х * '  ’>
7 t x + у Ў Т -  ( з * ч - у г) у ~ > Я ) :  л  А В С ,

А (0;0). В (I ;0 ) , С (0 ;1 ).
I I ,  Проверить, является ли данное векторное поле F(M) 

потенциальным. Для непотенциального поля вычислить работу по- 
лр при перемещении материальной точки вдоль заданной линии 
ВС. Для потенциального поля найти его потенциал U.-UCM)  ( 
проверить, что F =  c j/u u iU -t вычислить работу поля при переме­
щении материальной точки из В в С, используя потенциал поля:

1) a) ~ F = (y + z )T 4- ( x + z ) - J ~ + (_ х + у )- 1?у

<Я ~Р = ( у Х~ £ * -)Т +  Л , у Х ў - л Ў к ‘,

ВС: J C = t , i = t 5 , В (0 ;0 ;0 ), С ( І ; І ; І ) ;
2) a) F  = Z x y Z T V - J t l f y ’'-+ :Х *у'~К>

б) F ~  XLf'T-t-Z-yj*-hZ-X-F,
ВС: X = a * t ,  g = £ t n t ,  г = І ,  В ( І ;0 ; І ) ,  C ( 0 ; I ; I ) ;

3) a) ~F ^ y . r t X . ' J T і - Є * У ї ,
б) Xjt'T-rZXL/.J'-f- хуЗіЎ ',
ВС: отрезок прямой, В ( І ; І ; І ) ,  С (0 ;0 ;0 );

4) a) ~ F ^ 4 ’T i-  z - T + Х-~К ,
^  SC і  і,

б^ F ^ -Є Jhnij’T + e o iL j . j  t -к ,
ВС:JC*CtAt, U xfrrtt, Z = i ,  B ( I ;0 ;0 ) , C ( I ; 0 ; ^ ) ;

5) a) Т у  (ЗХі-у)ГгХўу't (JLy-Z)^,
6) F ~ (yZH)T-f- *■ Xy~K,
ВС: отрезок прямой, B (2 ;3 ;4 ), C (3 ;5 ;7 );

а) F -= C ? X  t-Q) T V  ( Л и tZ )y ~ t-  ( Z Z + X )  '~К,

б) T- -  у і ’Г  г С 7  ri/'TF ,

ВС: OCZZt, і/ і , І ~3tf Ё(2;1;3) , С (-2 ;І ;-3 ) ';
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6)



л 7) a) F =  ( f r y *  Ю 'Т -V f r - lg ) - J +  ' х ^  
б) ~F= ( х + у + * ) 'Т ,

ВС: отрезок прямой, В (2 ;3 ;4 ), С (3 ;4 ;5 ) .

1 .3 . Упражнения уровня А
> I .  Найти вид годографа векторной функции , если: 

изменяется только по модулю, 2 )ЖШ изменяется только 
по направлению.

2 . Найти дифференциал d d (t)  векторной функции a ( t ) * X ( №  
+y(t)j+3(tj7<  в произвольной точке і  . Каков геометрический 
смысл производной Ж '(£), дифференциала d x C t)  ?

3 . Поверхность S  задана уравнением ф (Х )у ,2 )-0 . Пока­
зать, что единичный вектор нормали к поверхности S  в точ­
ке М0 равен: =  + д ш с /  Ф ( х ; у ; 2)  /

t l ° ~ ± Іў Ь а с / Ф (* ;у ,  *>/ !м о  •

Чему равен вектор И0 , если поверхность S  задана уравне­
нием (или у = ф ( х ; г ) ))?

4 . Поток векторного поля F(M )  через замкнутую поверх­
ность S в направлении внешней нормали к «5 I)равен нулю, 2) 
больше нуля, 3)меньше нуля. Что можно сказать о наличии источ­
ников (стоков) в области У , ограниченной S  ?

5 . Векторное поле Т(М) соленоидально в <3 , S -  любая 
замкнутая поверхность в области <3 . Чему равен поток П5( г)?  
Ответ нужно обосновать.

6 . Показать, что j )  ( 7 - n ) d j  = ̂ ] /  , где V  -  объем 
области (3 , ограниченной замкнутой поверхностью S  , Z -  

, радиус-вектор точки М е 5 .
7 . Показать, что площадь S плоской области S) , ограни­

ченной кусочно-гладким контуром Ц , можно найти при помощи 
любого из следующих трех интегралов:

S ~ f x d y ,  S * i [ x y - y d x .

8 . Проверить, что ротор векторного поля T w y w a d u  
(U - ( ( (ХМ,2 ) )  тождественно равен нулю.

9 . Пусть и У-У(T/LI’d ) -  дифференцируемые функ­
ции. Показать, что

C j i a c U X u )  = ( А - с о п л і ) ,

- 10 - I
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ĉ ui-cL (и *i/)—cj/ixui. и *  frtcui. і/, '«
[ и . ' / ) =  v- ^ u u :Lu . - t - c t ' f r t a d ' / ,

^ U id -  [ £ ) =  і /  ( / щ

I  <4. Вопросы уровня Б

I .  Вывод формулы для вычисления производной по направле­
нию.

2 . Доказательство свойств градиента скалярного поля.
3 . Инвариантное определение дивергенции, ее свойства (с 

доказательством).
4 . Инвариантное определение ротора, его свойства (с до­

казательством) .
5 . Вычисление потока векторного поля путем проектирова- 

;ния поверхности на одну координатную плоскость.
6 . Вычисление потока векторного поля путем проектирова­

ния поверхности на все три координатные плоскости.
? . Доказательство свойств потенциального поля.
8 . Вывод формулы Грина.
9 . Оператор Гамильтона и правила его применения.
10. Гармоническое поле. Уравнение Лапласа. Оператор 

Лапласа,
11. Определение гармонической функции.
12. Формулировка теоремы о разложении произвольного 

векторного поля на сумму потенциального и соленоидального 
векторных полей.

1 .5 . Задачи уровня Б
I .  Найти годограф векторной функции Л(Ь)

1) T(t) = 4 c k t -T -J +  3s4 t .Т,
2) Ш  -  g f j r  ' Т+ ' Р  -ггт? ■ X •t * - z

t*+4.
2.  Точка, находящаяся на нарезе винта, завинчиваемого 

в балку, описывает винтовую линию: Lj=&£in(f>t
где V7 -  угол поворота винта, CL- радиус винта, S  -

высота подъема при повороте на один радиан. Вычислять вели­
чину скорости i i v ! )  движения точки.

3 . Найти линии уровня скалярного поля и,  , заданного
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неявно уравнением U ■ * - в п  U~-+y=£>.
4 . Найти поверхности уровня скалярного поля LL :

1) IL= CUU-SrtrL -7== р== , -
U ^  ’
2 ) U = « Т и  F -  постоянные векторы, Ъ- -

радиус-вектор точки М (х ;у ;г ) ,  С Ї <2*; ~Т~{6і ) Ь /  41 .
5 . Найти единичные векторы нормали к поверхности уров­

ня скалярного поля U-(M) в точке М0 , направленные в сторону 
возрастания (убывания) поля:

1) U ^ V x ^ ^ + Z 17 , М0(1;-2;2);
2) U = X ^ - t-J x y - ty z , М0(I;I; —I).

6 . Убедиться в ортогональности линий (поверхностей) 
уровня полей:

1) и=х*--ц\
2 ) и  = л Л  и )  У= у х/ х  )

3) и  =
7. Найти производную поля L i-  в точке

М (-1;0;3) в направлении нормали к поверхности X Zi-2xy~i+Z-Q^ 
образующей острый угол с положительным направлением оси 02  .

8 . Найти векторные линии поля F  СМ):
1) '? ( М ) = .£ * Т і - ў ў  + £ - T -

2) Тем) = (у-2)'Тт
9 . Вычислить дивергенцию вектора индукции D ~  z 3

электрического поля, образованного электрическим зарядом Q , 
помещенным в начало координат (см. прил.2). '

10. Вычислить циркуляцию векторного поля г  СМ) вдоль
кон„р» и  ■■ гх \ и \ г - 1,

1) FOi)-<?-xh+l*-$ >-r (y-»K,
2) F (М )-  Lji+ty+X'K, Ц -  линия пересечения части

сферы * + у?2, находящейся в 1-ом октанте, с координатны­
ми плоскостями. Направление обхода L  -  против часовой стрел- 
ки.

11. Вычислить поток векторного поля F  СМ) через поверх- 
ность S  •

I) Т(М )=№ у-*УТ+ C S x ^ y j t C ^ - ^ - %



-  ІЗ  -

$  : часть плоскости Х + у + % =  8  , лежащей в 1-ом окЦ 
таите; вектор нормали гь к поверхности S  составляет острый 
угол с осью 0 2 ;

2) ~F (М) ~ ~ /X 'T + y & f-*
S  : часть поверхности цилиндра £■= 4 х ,  вырезанная ко­

нусом вектор нормалиИ  направлен в сторону вы­
пуклости цилиндра;

3) ~Й (М )= Х3-Т+  У 3 х 7, ,
<7 (Z X JL Р XS : боковая поверхность конуса Х + у  = j p i ' £  , отсечен­

ного плоскостью 2 = #  ( Нхо)- ,  вектор нормали ~7$Г составляет с 
осью 0 2  тупой угол;

4) = - Л х - ~ к ,

S  : часть поверхности параболоида Z-=X *- , заключен­
ная внутри цилиндра вектор нормали 7Г составляет
с осью 0 2  острый угол;

5) Т ( М)  =  І г І ' %
5  Х> ~ Xj

: часть полусферы X + f y + Z = і  вырезанная
цилиндром х 1+ ^ =  у  ; вектор нормали 7 Г  составляет с осью 
О ?  острый угол.

12. Вычислить поток ротора векторного поля 
через поверхность параболоида S - Z f j - X - y 11) , отсеченную плос­
костью J £ - 0 , в направлении внешней нормали двумя способами:
IНепосредственно, 2) используя теорему Стокса. t  ^ ,

13. Вычислить циркуляцию векторного ПОЛЯ yfc-XTi-ZW  
вдоль линии пересечения части параболоида Х 1+ Х  =• 4- у  , на­
ходящейся в первом октанте, с координатными плоскостями в 
направлении от точки пересечения параболоида с осью Ох к точ­
ке пересечения его с осью Оу двумя способами: I )  непосредст­
венно, 2) используя теорему Стокса.

1 .6 . Упражнения уровня Б
I .  Пусть скалярное поле задано функцией и --р ( 'і) , где £  -  

.длина радиуса-вектора точки М поля. Найти уравнения поверх­
ностей уровня поля (или линий уровня для плоского поля). Та­
кие поля называют центрально-симметричными, Почему? Привести 
пример центрально-симметричного поля.

2 , Показать, что для поля из упр.1 имеем
. atcul и =^' Сг ) - ( * / г ) .
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3 . Показать, что циркуляция линейной скорости жидкости, 
вращающейся по окружности, пропорциональна угловой скорости 
вращения сС> и площади круга, охватываемого при этом враще­
нии.

4 . Напряженность электростатического поля, образованно­
го точечным зарядом величины помещенным в начало коорди­
нат, является векторным полем, определяемым формулой
-*• а.

*£з ('zfo). Показать, что это поле потенциально, и най­
ти его потенциал. ^

5 . Показать, что поле вектора В  из упр.4 является 
гармоническим.

6 . Показать, что потенциал поля сил тяготения, возника­
ющего в пространстве, окружающем некоторую точечную массу, 
равен ц ~  ( K -c o n it) и что поле сил тяготения гармони­
ческое.

7 . С помощью оператора Гамильтона доказать свойства 
градиента, дивергенции и ротора.

8 . С помощью оператора Гамильтона доказать следующие
тождества:

I ) cU</(rot~F)=rO, 2) (ўш с /и ) =о ,

3) d i ) / ( g i 0 d u ) - A l L  ( А  -  оператор Лапласа).
9 . Определить оператор Лапласа для векторной функции

F = P ( x ,p ; 2)-T-s- и показать, что
W T ( * # t  В ) ~  f - t o d

10. Доказать утверждение: для того, чтобы плоскопарал­
лельное векторное поле р  -  Р (х ф ~ Ґ і-  О.Сх,у)$~, определенное 
в некоторой односвязной области £0 , было потенциальным, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения

V l  , ( * ' # № ,  Т .е . выражение P c J x -tQ rJ y являлось
полным дифференциалом некоторой функции U d,p}. d u -P d x i& d y .  
Показать, что Ц(Х’ф -  потенциал данного векторного поля.

11. Доказать утверждение: для того, чтобы плоскопарал­
лельное векторное поле Т =  Р ( х ф - ? г а ( х ; у У Т ,  определен­
ное в некоторой односвязной области 2 )  , было соленоидаль- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соотношение

т .е .  выражение ~ U cfx t P d ^ j  являлось
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полным дифференциалом некоторой функции Ч (х,уу. d/=-Qdx+P<jy. 
Функция V (x;y) называется силовой функцией данного векторно­
го поля.

12, Д оказать, что если V{X,y)- силовая функция векторно­
го ноля F(M)= Р 'Т ^  (см. y n p .I I ) , то ^(X)L/)=C -  век­
торные линии этого поля.

1 .7 . Упражнения уровня С

1 . Пусть скалярное поле задано функцией U -4 -O z) ,  где 
Z -  радиус-вектор точки М поля. Показать, что

^  ~г-
2.  Найти вид векторных трубок поля F(M)=X-i  + ‘/ ,</+ ’%‘X‘ 

Примечание: векторной трубкой называется поверхность, обра­
зованная векторными линиями поля, проходящими через точки не­
которой (лежащей в поле) замкнутой кривой, не совпадающей 

•даже частично с какой-либо векторной линией.
3 . Поток векторного поля ~Е(М) ,М 6 <я через какое-ни­

будь сечение векторной трубки (см. упр.2) называется интенсив­
ностью этой трубка. Покізать, что если поле соленоидально, то 
интенсивность любой векторной трубки постоянна вдоль всей 
трубки.

4 . Доказать следующее утверждение: для того, чтобы век­
торное поле F  (М )  , А/6 G было соленоидальным, необходимо 
в достаточно,, чтобы оно было полем ротора некоторого вектора

~F(M) = М б  6 .
5 . Доказать, что во всюду непрерывном потенциальном век­

торном поле Г  СМ) , М б St векторные линии не могут быть 
замкнуты.

6. Если в плоском потенциальном векторном поле ^ ( М )  , 
Mt$) есть точки, в которых поле теряет свойство непрерывности
(особые точки), то циркуляция по замкнутому контуру L  , ок­
ружающему такую точку, может быть отлична от нуля (значение 

называется циклической постоянной поля относительно
данной точки) ,

Показать, что значение U f O")  не будет зависеть от фор­
мы контура L ; найти особую точку а ее циклическую постоян­
ную для поля магнитной напряженности И - a t e  ( - р + х р  
(см. прил.2).

7 . Показать, что ос-ч-кшюл плоского векторного поля,
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имеющего особые точки (см. упр.6), будет многозначной функ- 
цией.

8 . Пусть плоское векторное поле F -  P&ijf)'*- •
определенное в некоторой односвязной области $t> , является 
гармоническим, а Щ х;ф- потенциал поля, V(x;y)~ силовая функ­
ция поля (см.упр. 10,11 уровня Б ) . Показать, что функция 
<£(i)= U(X,у )+ Р  У (Х/ у )  (она называется комплексным потенциа­
лом поля) будет аналитической в области $5 .

9 . Пусть <Р(2) = U ( X , У ( Х ‘̂ )~ комплексный потенциал
плоского векторного поля FCM),  (см. уп р .8 ). Показать,
что семейства линий U(X,y)~C,  У(Хуу)=  С ортогональны в лю­
бой точке области Я) , которая не является особой для этих 
линий.

10. На проводе, длина которого /  , содержится ^  еди­
ниц электрического заряда, распределенного равномерно. Пока­
зать, что поле электрической напряженности Ж , создаваемое 
этими зарядами, является плоскопараллельным, найти векторные 
линии поля, линии и поверхности равного потенциала; показать, 
что комплексный потенциал поля равен

т
где с -  мнимая единица, Я  -  комплексная переменная, ^  -  

— JCj+ іУ] -  точка, через которую проходит ось провода, C=c.+ic^
-  постоянная.

11. Пусть плоские течение жидкости обусловлено наличи-» 
ем единственного точечного источника интенсивности Q- , рас­
положенного в начале координат, а вихри отсутствуют. Найти 
комплексный потенциал поля скоростей текущей жидкости.

12. Пусть плоское течение жидкости вызвано одиночным 
вихрем интенсивности LL, , расположенным в начале координат. 
Найти комплексный потенциал поля скоростей текущей жидкости.

13. В упр. I I  (12) рассмотреть случай, когда течение
жидкости вызвано несколькими источниками (вихрями) интенсив­
ности С?7 , бд , ,СЛ( Д ,, . . . . ,  U, п )> расположенными в
точках я ,  , 2 i, . . .  , н„ . i

14. Дан комплексный потенциал плоского электро­
статического поля. Найти вектор напряженности поля, его сило­
вые линии, линии равного потенциала.
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2 . ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ И РЕШЕНИЯ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ

2 .1 . Векторная функция действительной переменной (А)

Если каждому значению действительной переменной ~Ь из 
области допустимых значений Т с  Л? поставлен в соответствие 
вектор Ж(іг) , то говорят, что на множестве 7 1 задана вектор­
ная функция (вектор-функция) действительной переменной, и за­
писывают:

Если в пространстве задана декартова система координат 
O xyz, то вектор-функцию f T ( t )  можно задать в виде 

и  *  t j c t y j ч-? ( t ) • /Г  t  <l t , 
где х ,у , г  -  координаты вектора Т і .

Таким образом, задание вектор-функции C l(t) равносиль­
но заданию трех скалярных функций X ( t )  , y ( t )  , SrC t) .

Годографом вектор-функции 
7 ( t )  называется линия, описан­
ная концом вектора Ж  при из­

менении 1Ь , когда начало векто­
ра CL находится в фиксирован­
ной точке 0 пространства 
(рис.2 ) . Точка 0 называется по­
люсом годографа. Обычно полюс 

Phg.2 выбирают в начале координат, и
тогда параметрические уравнения годографа вектор-функции 
( I )  имеют вид:

t e T .  (2)

Производной вектор-функции C l(i)  по аргументу t  назы­
вается новая вектор-функция ^

( A t * C  A t  д -b -̂O A t
Если Z(t)=X(i)7"r то

£ ' ( t )  = X  '(і) т і  Же1)  :Т '  * '( t) (з>
Производная Ж1 it) (обозначается также -fpjy) является 

вектором, касательным к годографу функции Ж it )  , направлен­
ным в сторону, соответствупдую возрастанию параметра ~t 
(рис.2 ) .

Производная от О ’{ / )  называется второй дроизводной
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вектор-функции а  (О *  Она обозначается Л "(t) (или С

раша Т + у" (і)ў ''+ х 'в Э Я .

) И

(4)

Аналогично определяются и вычисляются производные более 
высоких порядков от вектор-функции .

С векторной функцией скалярного аргумента особенно часто 
приходится иметь дело в кинематике при изучении движения точ­
ки. Радиус-вектор движущейся точки является функцией времени: 
Ч,ж% c t)  (уравнение движения); годограф этой функции есть тра­
ектория, ^  -  вектор скорости, ‘(^7 -  вектор
ускорения движущейся точки.

З а д а ч и

I .  Найти траекторию, скорость и ускорение точки, движу­
щейся по закону ~£Г= Построить 1)траекто-
рию, 2)векторы скорости и ускорения при ■£ =3.

Решение. Запишем параметрические уравнения (2) траектории
движущейся точки (годог­
рафа данной вектор-функ­
ции) : <Х= t , у -  И -І? , ЛгЗ.

Исключив параметрі" 
из первых двух уравнений, 
получим уравнение парабо­
лического цилиндра 
и -
^  Следовательно, тра­
екторией движения являет­
ся парабола ( U ) -  линия 
пересечения поверхностей

ЗЕ =  3  И

(р и с .З ) .
Найдем скорость и ускорение в произвольный момент време­

ня t  . Они равны•.'v = £ '(£ )=  W =  В
момент t  =3 векторы скорости и ускорения равны: у~= T - X j ~,

Из параметрических уравнений траектории найдем коорди­
наты'движущейся точки в момент і  =3: -31=3, у = 3 ,г= 3 , т .е .  по­
лучим точку МЛ(3 ;3 ;3 ) .  На рис.З изображены траектория движущей­
ся точки и векторы скорости и ускорения при £ = 3 .



- 19 -

2 .2 . Скалярное поле. Поверхности и линии уровня (А)

Если в каждой точке М пространства или его части опреде­
лено значение некоторой величина, то говорят, что задано поле 
данной величины. Поле называется скалярным, если рассматривае­
мая величина скалярна, т .е .  вполне характеризуется своим чис­
ловым значением.

Примеры скалярных полей: поле температур, поле давлений, 
поле плотности зарядов, поле плотности масс и т .д .

Скалярное поле может быть задано скалярной функцией точ­
ки М и времени £  : и = и ( М , і ) ,  /*)£&  ; такое поле называется 
нестационарным. Если функция LL не зависит от времени, то по.- 
ле называется стационарным: M e  Q . В дальнейшем
мы будем рассматривать только стационарные поля.

Если в пространстве введена декартова система координат 
Оху г  , то скалярное поле может быть задано функцией u = U (X j^ i) .

Поверхность, на которой функция и (Х )Ц ,2 )  принимает посто­
янное значение, называется поверхностью (равного) уровня скаляр­
ного поля.

Уравнение поверхности уровня имеет вид И ( X ) у ,  %)= С,^-conit). 
Придавая С. различные значения, получим семейство поверхностей 
уровня данного скалярного поля.

Например, в случае поля температур, создаваемого в одно­
родной и изотропной среде точечным источником тепла, поверх­
ностями уровня являются сферы с центром в источнике.

Скалярное поле называется плоским (плоскопараллельным), 
если существует некоторая плоскость такая, что во всех плос­
костях, ей параллельных, скалярное поле будет одним и тем же.

Если указанную плоскость принять за плоскость Оху, то ска­
лярное поле определится функцией U= U

Примером плоского скалярного поля может служить поле тем­
ператур бесконечной равномерно нагретой нити.

Линия, в каждой точке которой функция U(Xif/) принимает од­
но и то же значение, называется лишей (равного) уровня скаляр­
ного поля U=U ( X , ў )  , (х ,у )б Я ) . Уравнение линии уровня имеет 
вид: и(Х,и)=С ( h-ctiU -t ) .

З а д а ч и
JL

I .  Найти уравнения линий урошя скалягнсго соля Ц .-Х+ Ч  ;
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записать уравнение линии уровня, проходящей через точку 
М0(2 ;1 ) . Сделать рисунок.

Решение, Уравнения линий равного уровня скалярного поля 
ц ,= и (х ;у )т ет  вид U(X,tJ)=C, Если 
линия уровня проходит через точку 
МрСх^Уд), то C -U C X o ty ) . Следова­
тельно, линиями уровня ПОЛЯ и=Х+Ц 
является оемейство парабол у - С - Х *  
(ри с .4 ) .  Так как ^ (2 ;1 )= 5 , то че­
рез точку М0(2;1) проходит линия 
уровня (рис.4 ) .

2 . Найти уравнения поверхностей равного уровня поля 
электростатического потенциала, созданного одним точечным за*- 
рядом у. .

Решение. Потенциал электростатического поля в точке М оп­
ределяется формулой U - ўІЧтГё-Ь (см. прилож. 2 ) , где Є -  
расстояние от точки М до точки в которой помещен заряд.

Если рассматривать это поле в системе прямоугольных коор­
динат 0ху2 , то

} 4ие-/(х-ОСсЎ+ (#-§„)*■+ (Z-2ef 7 1
и уравнения поверхностей равного уровня этого поля имеют вид:

2 -

или
£  ■ ' / ( Х 'Я о ў *  ( z - i o f

(х-х

=  с  С е г о ) ,

Л
Поверхности уровня представляют собой концентрические 

сферы с центром в точке М0(х0 ;ус, ;Лс) и радиусом I  = *j,fc , 
обратно пропорциональным значению потенциала U=c на соот­
ветствующей сфере.

2 .3 . Производная по направлению и градиент 
скалярного поля (А)

При изучении любого физического явления, характеризуемого 
скалярной функцией U-U.CM), важно знать скорость изменения 
функции Ц, при переходе от одной точки поля к другой.

Пусть заданы скалярное поле функцией IL-U.LM),  точка М0 
и некоторое направление £  . Возьмем в поле другую точку М так, 
втооы вектор f t f c  . Обозначим через AgU - = U ^ f 0)j
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л еи определяет среднюю скорость изменения
и л С = і М о М і .

Отношение , V ̂ Л. с:
скалярного поля на единицу длины по данному направлению. Бу- 
дем стремить точку М к точке М^так, чтобы и при
этом А£-*0 .

Определение. Если существует при АІ~*~о предел отноше­
ния , то его называют производной поля (функции) U ( M )
в точке М0 по направлению £. и обозначают :

hLL-. h tTL  Д е
ЄЄ A t-* 0  A t  •

Пусть в пространстве введена декартова система коорди­
нат Охузг и функция и ( х ^ ' £ )  дифференцируема в точке М<?. 
Тогда -- ,

r t  “ 9 ^  “ Х *  *  Щ 6* /  Г Ш  (5)^
где СМ с( , (М Jb  , С м у  -  направляющие косинусы вектора Є  , 
а  частные производные , 1 ^  вычислены в точке

Для плоского поля, заданного функцией CL-U.(x'^> произ­
водная по направлению t  в точке М^х^ ;у8 ) будет равна

I f  - <- Ц г м х і
где о( -  угол, образованный вектором ё  о осью Ох.
_■ Следует отметить, что сами частные производные ,
и tt. 71 иrjg- , iLp~- являются производными поля U. по направлению ког 
ординатных осей Ox, Оу, O'i соответственно.

С производной по направлению тесно связана такая харак- 
. теристяка скалярного поля, как градиент.

Определение. Градиентом скалярного поля ц= и(х ,ц ;£ )  в 
данной точке MgCx^jy^ ;2^,) называется вектор, обозначаемый 
символом М сіііт Ы а) и определяемый равенством

ЄU dU- . "ди. -гг (7)

(6)

ў а Ы  и( М оУ - і- ~  - кд х  Ъд j
(здесь частные производные вычислены в точке Ша ) .

В случае плоского поля, заданного функцией и ( х , у ) ,  
формула (7) преобразуется к виду

2Uс д и  'Cj.UZCl Li { Me) -  ‘ і Г  Ж/  у  ■ (8)
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Основные свойства fy ta d , U. : * j
1) производная поля u ( M )  в точке М0 по направлению с

равна скалярному произведению вектора ў і -owl и ( М 0)  на единич­
ный в е к т о р ^  этого направления, т .е .  f u i d  U /Мо) •

2) производная поля UCM)  в точке М 0 по направлению 
равна проекции вектора p u u iL U M о)на направление £  , т .е .

и (Мо) ■
3) вектор ^/UlcLU(Mo) задает направление, а его длина -  

величину максимального роста поля U ( M )  в точке Ые ;
4) вектор p ia d tiM o )  направлен по нормали к поверхности 

уровня U (М)=С, проходящей через точку М0 .

З а д а ч и

I .  Найти производную поля U-JCt/A в точке М^(5;1;2) 
в направлении *Г, если: I )  вектор мТм1. где Mi (9 ;4 ;I4 ) ,  
2) вектор Є составляет с осью Ох угол о< =60г, с осью 0 ^  
угол =45° и тупой угол с осью Оу. , .

Решение. I )  Найдем направляющие косинусы вектора €- :

, < ** /> = % , с л # = 1& .
Найдем частные производные функции U --X y £  и их зна­

чения в точке М (5 ;1 ;2 ) :

i d  !=  
LL.

& **1м Г«*
д аШ

д х ' сГ/но V
Подставив полученные значения частных производных и ■ 

направляющих косинусов в формулу (5 ) , найдем искомое зна­
чение производной':

Ш - з  j l  _ /л  J .  t  -г. £  -  а .  -  * 3 -7 Г ~ *  іJ  + f0 м ° /з ~ :їз~  ТІЗ.
б) Найдем направляющие косинусы вектора £. . Имеем

Ш с і-  С*Лбо= £ , № Д-СеіЦ5°- ̂ .  Используя свойство направ­
ляющих косинусов и условие, что р  -  ту­
пой угол, найдем U d g  : _

М у б  =■ - / / -  Ш 1«1 -
Подставляя в формулу (5) полученные значения направля­

ющих косинусов и вычисленные в п. а) значения частных произ­
водных, найдем требуемое значение производной :
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2 . Найти направление и скорость наибыстрейшего возраі^- 
тания поля U=Vxl+4y*%r- в точке 2; I ; - I ) .

Решение. Направление наибыстрейшего возрастания поля 
ІІІИ) в точке М0 дает вектор а скорость роста -
его длина. Используя формулу (7 ) , найдем y u zd u ..  Имеем

'д и  *  I _ Л .  ~ди 4 у  _ и  ,
^  Т л Щ ^ І М о  3 > 1>ц ~ 3>
Т>ег__ X .
0 ^  ~ № + 4 у **■£*■' 'Мо 3 >

следовательно, < puui и =  } I f y b a a u l -  j  .
Таким образом, поле Ц - ZscL+yу г+гг ' в точке М0(2 ;3 ;-1 )  

растет с наибольшей скоростью, равной /59/3 . в  направле­
нии вектора £ F ) .

2 . 4 . Векторное поле, векторные линии (А)

Векторным полем называется все пространство (или его 
часть), в каждой точке М которого в момент времени /  опре­
делена векторная функция F= F

Как и скалярное поле, векторное поле может быть стацио­
нарным (не зависеть от времени) и нестационарным.

Физические примеры векторных полей: поле скоростей под­
тока жидкости, описываемое вектором ~sF ; поле тяготения, 
характеризующееся вектором силы тяготения в  ; электричес­

к о е  поле системы электрических зарядов, характеризующееся 
вектором напряженности В  и т .д .

Если в пространстве задана прямоугольная система коор­
динат Оху г  , то векторное поле Р(И) описывается вектор-функ­
цией трех переменных F  [о с ^ 'ї 'у  или тремя скалярными 
функциями F  = p(ocJ Li)2 ) T +■ Щ а с у і ф Х

Удобной геометрической характеристикой векторного поля 
F  СИ) ...являются векторные линии -  кривые, в каждой точке 
М которой вектор FiM) направлен по касательной к этой кри­
вой.

Векторные линии поля тяготения, электрического и магнит­
ного полей называются силовыми линиями, а поля скоростей -  
линиями тока.

На ри с.5 а) показаны векторные линии электростатичес­
кого поля, создаваемого двумя точечная! зарядами противо-
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На рис.5 б) изо­
бражены векторные ли­
нии напряженности 7F 
магнитного поля, соз­
даваемого прямолиней­
ным проводником с то­
ком. Это концентри­
ческие окружности с 
центром на оси провод­

ника, лежащие в плоскостях, перпендикулярных проводнику.
Точки векторного поля, в которых начинаются (оканчива­

ются) векторные линии, называются источниками (стоками) 
поля (р и с .5 а).

Точки векторного поля, которые окружены замкнутыми век­
торными линиями и через которые не проходит ни одна, вектор­
ная линия, называются вихревыми точками поля (рис.5 б ).

Линия, каждая точка которой является вихревой, называ­
ется вихревой линией поля.

Пусть векторная линия, проходящая через точку М, описы­
вается уравнением Запишем условие коллинеарности век­
тора поля F={PJ QIR] и вектора cCV={dJc;dy;di}, касательного 
к векторний линии:

d x  _  с/ у  = d z
w

Проинтегрировав систему дифференциальных уравнений (9 ) , 
получим уравнение векторной линии в координатной форме.

Если в области <£ поля~R-P(x/y / i )T +  G fr ,y , i ) p  
функции Р (х% &  непрерывны вместе со своими
частными производными первого порядка по координатам и не об­
ращаются в ноль одновременно, то для системы (9) выполнены в 
(д  условия существования и единственности решения, т .е .  

через каждую точку поля проходит единственная векторная ли­
ния. Точки поля, в которых нарушаются указанные условия, яв­
ляются особыми точками системы (и поля). Это, как указыва­
лось раньше, источники, стоки и вихревые точки поля.

З а д а ч и
I . Найти векторные линии и особые точки поля линейных

положных знаков.
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скоростей точек твердого тела, вращающегося с постоянной 
угловой скоростью ей .

Решение. Выберем декартову систему координат в прост­
ранстве таким образом, чтобы ось 02 совпадала с направле-

Обозначим через о) вектор 
угловой скорости, величина ко­
торого равна ££> , а направление 
совпадает с направлением оси 
ог : ~а5= сйТё'- {о; О) ей}.

Тогда линейная скорость 
в точке M (x ;y ,z )  будет равна: 
7 =  , где
радиус-вектор точки М, т .е .

— ~ и )уТ +  ейос
4 У

Поле вектора у  является плоскопараллельным. Для 
данного поля Р(Х'ф 2)= ОІХЩ З()= Рйзс , 
и система (9) для нахождения уравнений векторных линий име- 
ет вид: d jL  c jу  d 2

~ьй у  сд зс 
Решая эту систему, получим 
І х с 1 э с  = -Ц < іу

\ d s ^ o 1 2 - С

Таким образом, векторные линии поля линейных скоростей 
^--(.ЬуГ+сохў~-  это концентрические окружности, лежащие в 
плоскостях, перпендикулярных оси вращения (оси 0 2 ) ,  с цен­
тром на оси вращения (р и с .6 ) .

Найдем особые точка данного поля. Так как функции 
P ( x y , fy - U ) y ,  0.{х-,у,1 )* сд х , R [X ,y;ipC  непрерывны и имеют 
непрерывные частные производные при любых х , у , 2  , то осо­
быми точками будут лишь те, где Р  , 6> и р. одновремен­
но обращаются в ноль. Это возможно, когда х= 0 ,у= 0 , а 2 -  
люоое, т .е .  особые точки поля -  это точки, лежащие на оси
0 2 .  Векторные линии не проходят через особые точки, а ок-



рукаю т ИХ, Т . Є .  ЭТО вихревы е ТОЧКИ ПОЛЯ. J
Часть оси 0 2-, принадлежащая полю, является вихревой л и ­

нией этого поля.
2 . Найти векторную линию поля F=-dT~-t-*Xj+Sl&  проходя­

щую через точку Мо(1 ;0 ;0 ) .
Решение. Система (9) дифференциальных уравнений для век­

торных линий данного поля имеет вид: 
d x  _ d g  _ сіх

^ f ~ l t ~  X *
Решаем эту систему:

Введем параметр ~t следующим образом: X -{c^Cebt, d-JCfSirit 
Тогда второе уравнение системы преобразуется к виду:

[/с1, c a t  d t  d x
-x  6  f t  e a s t -  *  6  ,

<H>
[x d x = -g d u

W -  4  J

& ° )cUrL dx 
2 Г "  6

или CtX-Sdb, т .е .  Х=№*-Сл.
Окончательно получаем, что параметрические уравнения 

векторных линий будут иметь вид: Х= /E,Cx6t ,  Ц =щ £ш І
Нетрудно убедиться в том, что точке ( I ;0 ;0 )  соответст­

вует значение параметра i t  =0. Полагая в параметрических урав­
нениях линии =0, х = 1 ,2 = 0 , найдем ^  и Q , .  Получим <^=1,
^ = о .

Таким образом, параметрические уравнения векторной ли­
нии, проходящей через точку (1 ;0 ;0 ) , будут иметь вид: X -C r t t ,  

3.=&t(винтовая линия).

2 .5 . Поток и дивергенция векторного поля. Теорема 
Гаусса-Остроградского (А)

Пусть векторное поле задано вектор-функцией

Т с м у р ( х ^ ; и ) T i - Q ( х ; у ; ї ) ^ г R f a y f l t  ...... (*0)

и функции Р [х,у , Э) , О. (x ,ij;2), И (х ,у ;г)  и их частные производ­
ные 1-го порядка по координатам непрерывны в области (2( .

Пусть S -  некоторая гладкая или кусочно-гладкая дву­
сторонняя поверхность, у которой выбрана определенная сто­
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рона (ориентированная поверхность).
Обозначим через п  единичный вектор нормали к выбранной 

стороне поверхности S  в произвольной ее точке, пусть
СОІ#}«

Определение. Потоком n s ( F )  векторного поля FCM) че­
рез ориентированную поверхность 5  называется поверхностный 
интеграл первого рода от скалярного произведения вектора 
на единичный вектор нормали к поверхности:

/7$ ( F )~ff(Fn)dS--Jj(P£CidtОШАі-Re a c ts . (ID
S  £  -  y

В случае замкнутой поверхности о обычно выбирают
внешнюю нормаль /г , которая направлена вовне области, огра­
ниченной поверхностью S  .

Поверхностный интеграл ( I I )  можно вычислить путем про­
ектирования $  на координатные плоскости и сведения ( I I )  к 
двойному интегралу (см. п .п .2 .9 , 2 ,1 0 ).

В случае, когда F , /T ’* К  ( C w s t ) ,  вычисление ( I I )  сво­
дится к вычислению площади поверхности S  (см. задачу I 
этого пункта).

Если 3  замкнутая поверхность, ограничивающая некото­
рую область V  , интеграл ( I I )  можно вычислить, используя 
формулу Гаусса-Остроградского (1 4 ).

Основные свойства потока:
1 . С изменением ориентации поверхности S  поток меняет 

знак на противоположный: П$+ С F  ) ~  П$-СF ))
2 . ns (a -T )= a ‘/7s (? ) i  ^
3 • П 5 сТ,  - К )  * n s ( F i )  t  R s  ( 6l)>
4 . n St USj, c F )  = n S/ ( F j  f  R s J  ? ) .
Если (МУ' аоле скоростей текущей несжимаемой жидкос­

ти, то интеграл ( I I )  равен количеству жидкости, протекающей 
за единицу времени через поверхность S  .

Если S  замкнутая поверхность, то величина П$ ( F )  да­
ет разность между количеством жидкости, вытекающей из облас­
ти V  , ограниченной S  , и количеством жидкости, втекающей 
в эту область. Если П $ ( р ) - 0 ,  то в область I/ жидкости вте­
кает столько же, сколько и вытекает. Если FIs Cf ) > 0  , то из 
области V жидкости вытекает больше, чем_втекает, т .е .  в об­
ласти V имеются источники. Если же П з М ' - О ,  то из V
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жидкости вытекает меньше, чем втекает, т .е .  в области V име­
ются стоки.

Таким образом, поток /^  (Я,) характеризует источники и сто­
ки в V суммарно. По величине потока мы не можем судить о коли­
честве в V источников (стоков), а иногда даже о их наличии. 
Например, если П с(р )= о  , то это может означать, что в |/  нет 
источников и стоков, а возможно, их несколько, но мощность ис­
точников равна мощности стоков.

В произвольном векторном поле поток вектора через замкну­
тую поверхность S  также характеризует суммарную мощность ис­
точников и стоков в области I/ , ограниченной 3  .

Вопрос о наличии источника (стока) в отдельной точке по­
ля позволяет решить такая характеристика поля, как диверген­
ция.

Дивергенция векторного поля F  СМ) обозначается d i F F  
й характеризует мощность источника (cji'b'F > 0  ) или стока 
(£U C F ^O  ) ,  находящегося в точке М.

Если d i V F ^ O ,  то в точке М нет ни источника, ни стока.
Инвариантное определение дивергенции дано в п .2 .1 1 .
Если векторное поле задано векторной функцией (10), то 

дивергенция поля равна:

c U V ~ F =  ? §  . (12)
Дивергенция векторного поля есть скалярная функция точек 

поля. Приведенная ниже теорема устанавливает связь между по­
током векторного поля и его дивергенцией.

Теорема Гаусса-Остроградского. Поток векторного поля 
f = ( M )  через замкнутую поверхность 5* . лежащую в этом поле, 
в направлении ее внешней нормали, равен тройному интегралу по 
области \ /  , ограниченной S ,  от дивергенции этого векторного

поля, т .е .  $ ( ? . 7[ ) d S - J S 5 d u /F cJC ,
& ^  (13)

S v’ 0 (14)
З а д а ч и

if 'Z'
I .  Вычислить поток вектора напряженности z A

точечного заряда О через сферу радиуса t-CL  с центром в точ­
ке заряда.
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Решение. Единичный вектор 
внешней нормали к сфере и вектор

коллинеарны (р и с .7),
следовательно,
-у-ТГ- ? г  ...^ -

'/ле ї?  4 /гє  сі*' •
Так как площадь поверхности 

Рис.7 сферы равна S =i'ifCL*", то по форму­
ле ( I I )  получаем

Пі ( Ю  - f  С і : . X j d s  y ^ f f ’d a ■%- .
-S’

Следовательно, поток вектора напряженности Е  через по­
верхность сферы равен ^ /< £  и не зависит от величины радиусА 
сферы.

2 . Проверить, являются ли источниками или стоками точки 
М ( I ; I ; I ) ,  М ( I ; 2 ; I ) ,  М, (0 ;3 ;1 ) векторного поля
-t (Х-у)у. -  JccsPk  . 3

Решение. Имеем: Р -AJCty, <Я~Х~у, Rf=~X2r. По формуле 
(12) найдем d i i /T :  г

* & ’ *</, d iv F - X g - < - 3 x * .
Найдем значения дивергенции в заданных точках:

d iW 'F C M ,) e U v  ~ F (A U )=  О , d i \ /
Таким образом, в точне Mf данное векторное поле имеет 

СТОК МОЩНОСТЬЮ в 2 единицы, в точке M.J- источник мощностью 
в 5 единиц, в точке МАполе не имеет ни стока, ни источника.

3 . Вычислить поток векторного поля
через поверхность >5' : Х-0\ lj=0 , Х~0 , , в на­
правлении внешней нормали к S  .

Решение. Данная по­
верхность S  ограничивает 
замкнутую область V  
(рис.8 ) , следовательно, 
для вычисления потока 
можно применить формулу 
Гаусса-Остроградского.

Найдем дивергенцию 
поля: p - - a . t r *  (Л - X ^



Й = 2 ,  следовательно, = Ц1, ^ j f  = 3L', $ £ * 1 , oU V F =  К+у+Х.
Применяя формулу (14 ), получим:

П * С Г ) =  ў С Я / T j d s *  S S J C x i-у  i - - t ) d x d g d z .

Для вычисления тройного интеграла перейдем к цилиндри­
ческим координатам: щ

n s  ( р ) = Л К  1 -+1 )  I c U d i p d a ^ d y К  ̂  t ) c te . fo =  3 s.
V о о  о

2 .6 .  Соленоидальное векторное поле (А)

Векторное поле РОИ) называется соленоидальным в области 
Gt , если в "любой точке этой области дивергенция векторного 
поля равна нулю: C U * / F (/Ч)= О ,  Y  М  є  G >

Таким образом, соленоидальное поле не имеет ни источни­
ков, ш  стоков; векторные линии не могут ни начинаться, ни 
оканчиваться; они могут быть либо замкнутыми кривыми, либо 
иметь концы на границе поля.

Примерами соленоидальных полей являются: напряжённость 
магнитного поля, создаваемого электрическим током, текущем по 
бесконечно длинному прямолинейному проводу; поле линейных 
скоростей тела, вращающегося вокруг оси;

Из теоремы Гаусса-Остроградского следует, что в соленои- 
дальном поле поток вектора Р~(М) через любую замкнутую поверх­
ность S  , лежащую в этом поле, равен нулю.

В гидродинамике уравнение
d i V О  (15)

называется уравнением неразрывности несжимаемой жидкости.
В этом случае количество жидкости, выходящей через какую- 

нибудь замкнутую поверхность S  , всегда равняется количеству 
..входящей жидкости, и полный поток равен нулю.

З а д а ч и

I .  Показать, что поле магнитной напряженности, создавае­
мое постоянным током, текущим по бесконечному прямолинейному 
проводнику, является соленоидальным.

Решение. Выберем направление оси 0?  вдоль направления 
XQKB, тогда напряженность Н  магнитного поля будет зависеть 
ЛИШЬ от х и у и определяется формулой (см. прилож.2)

- зо -



- ЗІ -

где ї  -  сила тока, 
Имеем

a t ■ = / х *  f  LJ
J3L

Р — Л п  Сос*-+цЧ >
Найдем дивергенщю поля:

Г J ос

З Р _  Л осу 
дос її (ct'Pf-ff*)*' ®<Г

- J -Х Ц

An/x*-+<f*-) >

TSCL,

f c o .

7Г(О С *+ ўк) * '  З

г  о  ( х + у  і - о ) .
. , -=^_ J осе/

c P - V Н -  rr (c c * -ty Ai)JL T tC o P + y V і  r
Т'аким образом, поле магнитной напряженности / /  

является соленоидальным в любой области пространства, не со­
держащей оси 0 Z .

2 .7 . Циркуляция и ротор векторного поля. Теорема 
Стокса. Формула Грина (А)

Пусть векторное поле задано функцией

П М )=  Р ( щ $ * ) ?+
и функции Р ( х ’,^ ; г ) ,  GL(X',y,-t)> И их частные произ­
водные 1-го порядка по координатам непрерывны в области ( §  .

Пусть U -  кусочно-гладкая кривая, на которой выбрано по­
ложительное направление (ориентированная кривая). Если А -  
замкнутая кривая, то положительным направлением ее обхода 
считается то, при котором область, ограниченная этой кривой, 
остается слева.

Циркуляцией U  lCF) векторного поля т С М )  вдоль замкну-* 
той ориентированной кривой L называется следующий криволиней­
ный интеграл 2-го рода:

UlC F )-фіроОР) -  Ф P d a  + GLdy-hRdJb '. (I6)
В силовом поле интеграл (16) выражает работу поля при пе­

ремещении материальной точки вдоль линии L  .
В произвольном векторном поле циркуляция есть некоторое 

число, зависящее от формы и ориентации контура А . Пусть в 
поле имеются замкнутые векторные линии (см. п .2 .4 ) .  Найдем 
циркуляцию вдоль замкнутой векторной линии. Если L  -  вектор­
ная линия, то векторы 'F(M)  и сіг  сонаправлены, т .е .  F

Ц (.F)~ Ф(/~сІ г )-<р t F I  PC > 0 ,
L І-
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Отсюда следует, что, если в векторном Ьоле F  ґ м \  циркуля­
ция до любому замкнутому контуру равна нулю, то в этом ноле 
нет замкнутых векторных линий, т .е .  нет вихревых точек. Таким 
образом, циркуляция характеризует вращательную способность 
поля.

Ротором (или вихрем) векторного поля F (/M )-P T -rQ T f г £ к  
называется вектор, обозначаемый символом Z r itp  и определяемый

Этот определитель раскрывается по элементам первой стро­
ки, при этом операции умножения элементов второй строки на 
элементы третьей строки понимаются как операции дифференциро­
вания, например, £̂2 .

Если для точек М«£<э имеем t c ' t f -  СЫ)=0 , то поле векто­
ра ~Р(.М) в области /S' называется безвихревым (см. п .2 .8 ) .

Следующая теорема устанавливает связь между циркуляцией 
и ротором векторного поля.

Теорема Стокса. Циркуляция векторного поля F СМ) по 
замкнутому контуру Ц равна потоку ротора этого поля через 
любую поверхность S  , натянутую на контур L :

ф C F dT)~^>  ( ta iF ’>77’) d S  . (I9*
L S

Предполагается, что вектор нормали к поверхности S  на­
правлен в ту сторону, откуда обход U виден совершающимся 
против часовой стрелки.

В случае плоского векторного поля F ( M ) =  P ~ t+  C l-j 
формула (19) имеет вид

Ф  P a x *  a c i t j  • - - / / ( % %  -  (зо)

в называется Формулой Грина. Здесь *2) -  область в плоскости 
Оху, ограниченная контуром L  .

' З а д а ч и

I .  Вычислить циркуляцию векторного поля F (М )~(л-гО )р-
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~(Рс~ а )^ ’ вдоль замкнутого контура/, двумя способами: I )  ritf- 
посредственно, 2) с помощью формулы Грина. Контур U изобра-

Решение. I )  Вычислш цирку­
ляцию непосредственно, используя 
формулу (1 6 ). Имеем

C X T i f fd x -  ( x - y f y .  
Разобьем контур интегрирова­

ния на три части так, чтобы каж­
дая составляющая описывалась од­

ним уравнением: ОА (у=0), ЛЕГ (х=1), 'БЙ (у=х4 ) ,  и вычислим» 
интеграл вдоль каждой из этих линий. Получим:

1 = 0 , d q = o \

жен на рис.9 .

L :
ОА&О

щ /
л У 1 

J y %

В Ш )

а  а  і о)
О Г  ь  1

Рис. 9

ОА: у - О ,  dcj*  
х ( Г ° /  Х А = ±

'1 = 1
ОА

Ґ  L, Х 31 1 _  1. .
=  - j  І 0 - з >

ld x - °

до О >
0 г О ^

= f (х-і ХрсЫ- J (х-х*У (х-+ lxiOc)dx~
1 і  1

- 1  j  ( л  -  Л х ч+ x r) d x = - l .

і
Следовательно, д  Cf )  -  У  * Ух т Уз ~ ~ Л

2) Вычислим циркуляцию, используя формулу Грина (2 0 ). 
Имеем: р ( Х ' ў __ ( х . ' . } 4 Q  ( : С /о )  =  -  ( х - % ) *
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По формуле (20) получим:  ̂ ^

ц ў ь  Sl(-4x)dxdy= - 4 jjcciajdtf= - ± .
g) о

2 .8 .  Потенциальное векторное поле (A)

Векторное поле F С М )~ Р ( х ^ ^ jT -r  
заданное в пространственной области ^  , называется потенци­
альным, если существует такая скалярная функция i t  ( f t )  , что 
во всех точках области & выполнено равенство

Р (М )  = ў й ь - с і  i l  С М ). (21)

Функция LL=LL (М) (или и = К ( Х ,у ; г ) ) , удовлетворяицая в 
области (я условию (21) называется потенциалом (или потенци­
альной функцией) векторного поля FCMX

Соотношение (21) равносильно следующим скалярным равен­
ствам: > -ч -

Ъх~Р(*'</'
т,в' du »■ Pda-t Qc/(ft R.dz,

Основные свойства потенциальных полей.
1 . Безвихревое векторное поле Р с М ) ,  заданное в одно­

связной области (я , является потенциальным в (я .
2 . Если векторное поле Р  СМ \ заданное в односвязной 

(см. введение) области <2 , потенциально, то оно безвихревое, 
т .е .  t o t p ~ 0  всюду в <а

3 . Если векторное поле F  СМ) , заданное в односвязной
* области (3 , потенциально, то циркуляция поля по любому замк­

нутому контуру U , лежащему в <я , равна нулю:
4 . Если векторное поле РСМ), заданное в односвязной 

области Q  , потенциально, и СІ(Х,Ц)і)- потенциал поля, то ра­
бота поля по перемещению материальной частицы из точки
В( ; у0 ; Л^) В точку С(х., ;у , ;Д ,) не зависит от формы пути и 
равна: г

А= J Pdzr-GdytR.dz=u(cy<j(e>\ (23)
5с
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Т.е . А “ И (Хії Уі 3Zl) ~ 44. (34о j tyo/ Ho) •
5 . Потенциал li(N )  векторного поля вычисляется неодно­

значно, а с точностью до постоянного слагаемого.
Из формул (22) следует, что потенциал U(.X',y,2) вектор­

ного поля ~р(М )^Р(Х‘/У іг) ^  £ (& # /$£  можно вычислить
по формуле /_

U f r M Z ) *  f  Р ^ з с -r G c /C ft  g c / z ,  (24)
°  (xo,y'v;2-e)

где Ш0 ( x0 ;y0 ; Z D) -  некоторая фиксированная точка поля, а 
М (х;у ;2  ) -  произвольная точка поля.

В потенциальном поле зна­
чение интеграла (24) не зави­
сит от того, по какому пути мы 
будем двигаться из М 0 в М 
(свойство 4 ) .

Выберем в качестве линии 
интегрирования ломаную, звенья 
которой параллельны координат­
ным осям (р и с .1 0 ). Тогда фор­

мула (24) примет вид: 

L f ( x ^ ; X } = [ p ( x  •ф ,їо)< & + і
(25)

где Х . у . г -  координаты текущей точки на звеньях ломаной, 
вдоль которой ведется интегрирование.

З а д а ч и

I .  Установить, являются ли заданные векторные поля потен­
циальными: л, , J Л

Ь  = £ x y T - t

~fx  -  ( £ f - 2 )  ' f - ( * # ; * )  *  в » ;

( области и (ал односвязны). ^
Решение. Найдем ротор поля г ,(М )  . Имеем: P=$XU') Q .-X -  

Я~~У' Но формуле (18) получим:
Г  /  к  _

Hot ~Р,= %  ъ *
l y  x - y - f
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Векторное поле Ft СМ) является безвихревым в односвязной 
области Q 1 , следовательно, р С М ) -  потенциальное поле. 

Найдем ротор поля f^ C M ) . Получим:

• U r t 'b r &  Щ 
Ц 3 г г

И
2 ^

-зс*

— _ і  
— с r ^ :x'(j  -  З з с -у  к  t o .

Следовательно, поле ( Л7_) , МЄ&& не является потен­
циальным.

2 . Найти потенциал векторного поля Pj(M ) из задачи I .
Решение. В задаче I  было установлено, что поле

+(х~Я^ ) ^ ~ я в л я е т с я  потенциальным. Найдем его потенци­
ал по формуле (2 5 ), взяв Мо(0 ;0 ;0 ) .  Получим:

PC*,у ; 2) - Ах% , Q(jc,yjZ)=x.-J.yz> Я(х)у;іу-у
О, (эс,у; oj - Р  (згу о ; о)= О,

U- 1 х , у ; 2 ) = -г J i x * t y + j f 6 - y V c f x = x j - y * s *
Так как потенциал векторного поля вычисляется неодноз­

начно, а с точностью до постоянного слагаемого, то потенциа­
лом поля Ъ С М ) будет любая функция вида: U. С ., где
С, -  произвольная постоянная.

3 . Вычислить работу векторных полей Р,СМ) и р[(М) из за­
дачи I при перемещении материальной частицы из точки В (1;2 ;4) 
в точку С (1 ;1 ;1 ) вдоль линий: а) 1ц , параметричёские уравне­
ния которой имеют вид: х=І, у = С ,£ = £ ° ,  б) вдоль прямой, про­
ходящей через точки В и С. -у- —

Решение. I )  Векторное поле F ’ F,(M), МЄ&т является по­
тенциальным и его потенциал равен (см. задачи I ,
2 ) . Работа потенциального поля не зависит от того, по какой 
линии будет перемещаться материальная частица, и может быть 
вычислена по формуле (2 3 ) . Получим:&(1;1;1)= С ,& .(1 ;2 ;4 )=  

гС -1 4 . т . е .  А =С -(С -Х 4)х14.
2) Векторное поле Р ~Р (М ), М€&у, не является потенциаль­

ный (см. задачу I ) .  Чтобы найти работу поля, нужно вычислить 
криволинейный интеграл 2-го  рода:
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Найдем сначала работу А,поля при перемещении материаль­
ной частицы вдоль линии L, . Воспользуемся параметрическими 
уравнениями кривой Л,: х=І, у = ^ , г = ^ ”г' и от криволинейного 
интеграла перейдем к определенному интегралу с переменной 
интегрирования ~ t . Так как для точек кривой Л, имеем у= ir , 
то точке В (1 ;2 ;4) соответствует значение параметра t=2, а 
точке С (1 ;1 ;1) -  значение параметра t = l . Материальная точка 
перемещается из В в С, следовательно, нижний предел интегри­
рования равен 2 , а верхний -  I .  Получим:

С і  x= i u=i
/ \  = J s ty  СІХ * ( и - я )  ( іif - x d l L =

=j '( t l'0 + (i-t*Jdt ~.AШ  = Ў

d x 'D  cb f^d t = 
V - X td t

Вычислим теперь работу A % поля при перемещении матери­
альной частицы вдоль прямой ВС. Нам известны координаты двух 
точек (В и С), лежащих на прямой ВС, поэтому ее уравнение 
имеет вид: х  - У _ у - У У

-
1 - І  Л - 1  4 - 1

или в параметрической форме: х=І, у =~t +1, Я  =3~£+1, 
Так как для точек прямой ВС имеем у=тЬ+1, то точке 

В (1 ;2 ;4) соответствует значение параметра /= 1 , а  точке 
С (1;1;1) -  значение параметра У=0.

Вычислим работу А^ аналогично предыдущему. Получим:

F -  і X, ,3

ее
о

c tx . г ( у -  Х)с іч  -  X  с іл  —С '  с cU f=di ClX^Sdt

= ttif 0 1 (-At)cLt - З с И У,

Таким образом, работа векторного поля Fx ( М ) , &
при перемещеши материальной частицы из точки ВСI;2;4) в точ­
ку С (1 ;1 ;1 ) вдоль линии Л, равна 23/5 , а вдоль прямой ВС рав­
на 4 .

2 .9 . Вычисление потока векторного поля путем проектиро­
вания поверхности на одну из координатных плоскостей (Б)

Пусть требуется вычислить поток векторного поля



- 38 -

n s ( F )  = S f C F - n ) d S
через незамкнутую поверхность .£ , которая проектируется вза­
имно однозначно на плоскость Оху в область 2 ) л у

В этом случае поверхность 5  можно задать уравнением 
Я  — <р(л, и ) , а единичный вектор нормали 7Г= {fvsdj W t fh  
к поверхности S может быть найден по формуле (см. упр.З(А))

Ц - ±  — ----- ,
г  К (26)

“ / Я

Знак (+) перед выражением (26) соответствует выбору 
верхней стороны поверхности, когда нормаль"^ образует с 
осью О? острый угол (коэффициент при /Г больше нуля); знак 
( - )  соответствует выбору нижней стороны поверхности 5  .

, Так как элемент площади d s  поверхности 2 =4& i% ) ра­
вен

d s ~
ч х - а ^  =

и т - '• ci scІШ # І
то вычисление потока сводится к вычислению двойного интегра­
ла по формуле ^

/7 , ( Я -  ,  < « )

іГ - Я І /  ' .... \  '  (?.„*■’ ■
где символ

вместо ' г  нужно подставить П * 'У ) .
Если оказывается удобным проектировать поверхность S  

на координатные плоскости Охг или 0у2-, то для вычисления 
потока пользуются соответственно формулами:

означает, что в выражении. ICMjfl

или
ш ? ) = ї ї Ш г !  -d x d (28)

(29)/ 7  f p \ «  t f & j O  І • d g d 2

где '/=  V (X ,г ) и -  ) -  уравнение поверхности S  , 2 ^
) -  область, в которую проектируется 5 ,  а вектор нор-
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мали t t  равен:
_  'Ь Ч '-

п = *
< / -  д ў к ( п = .

+  с> < р^ д¥>гг
Т - э #  ■ < /-& *

У  ■

З а м е ч а н и е .  В случае, когда поверхность S  зада­
на уравнением Ф (Х /^ і0 ~ О ,  единичный вектор нормали л ~ { CH J' 
C s iA 'j  C M }  можно найти no формуле:

-* ~ _ ±  9 Ш с / P C * /# ; * )  + 'Я л e * ’W J
(30)

где знак в правой части определяется выбором нормали к по­
верхности S  .

З а д а ч и
I . Вычислить поток векторного ПОЛЯ (ЛЛ <-2]l +(3g~J^f+

i~ (Sxt2yji( через часть плоскости =  / ,  лежащуюд пер­
вом октанте (ри с.I I )  при условии, что вектор нормали А к 
плоскости составляет с осью ОН острый угол.

Решение. Поверхность 
3  (треугольник АВС) про­
ектируется взаимно одноз­
начно на плоскость Оху в 
область , которой
является треугольник ОАВ 
( р и с . I I ) .

Уравнение поверхнос­
ти S  можно записать в ви- 

Р ис.И  де 5 £ - { - - Х ~ у *
. По формуле (26) найдем координаты вектора 'Уг . Так как 

ҐІ  образует с осью 0 2  острый угол, то в формуле (2S) нужно 
взять знак (+ ) . Получим: /

Следовательно,

Л . 
г 3 ■ о .

F - а  = U *  Г*> < &  ( * * * % ) ■ & -
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d £  =  t S C ? ' ~  & c /x - d t f .
По формуле (27) найдем поток данного векторного поля:

= IJ  ( # х 6% -i)dxdg= jdx
°  - t

2 . Найти поток векторного поля F - X t - г З ■/< через 
часть поверхности Х ~у% -3^, отсеченной плоскостью х=2 (рис. 
12) в направлении нормали ї ї  -  внешней к области, ограничен­
ной параболоидом.

Решение. Данная поверхность (параболоид вращения) про­
ектируется взаимно однозначно только на плоскость ОиВ в 
круг2)^-г (рис.1 2 ). ^

Найдем единичный вектов нормали к поверхности 5  ;

п  ~ ±  «
/  р і н е / ( э с - д - х 0 /

По условию задачи нормаль И  образует тупой угол бС с
осью Ох (р и с .12), поэтому 
перед дробью нужно взять 

ГЧ знак минус. Получим: ■

-Г _
^  у / З.*- >

. . ,  /  ______

Следовательно,
Л з 3 - х

р * . Е  d S * M y < f J l / d z .

Подставив в формулу (29) выражения для ( F < n  ) и ( і 5  , 
получим .

п л 7 ) =  y C ? o ) d & - 5 f ( l i - X )  ■ d y d z -
5 « с7\.  ̂ 'Ос*д+л*'Я  ч ї

О
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^ у 1 ^  d< f ■
^Областью интегрирования 2 ^ г  является круг с центром 

в начале координат и радиусом g .- \/z  (р и с .1 2 ). Вводя-поляр­
ные координаты будем иметь

П5 ( F ) = f f  ( * r t i n 34>-
Jin fz яр*

« J* d<f j W & v is f -  t  )  cti = -Л Т ,
о о

2 .1 0 . Вычисление потока векторного поля путем проектиро­
вания поверхности на все три координатные плоскости (Б)

Пусть требуется вычислить поток векторного поля

6
и поверхность $  взаимно однозначно проектируется на все три 
координатные плоскости в области ^ э й г . '& у г  • '& х г  .

В этом случае уравнение <р(х,у;2)%0 поверхности S  одно­
значно разрешимо относительно каждого из аргументов х . у , ^  :

^ 6 x ; g ) .  (З І)

Тогда поток векторного поля

ТшР(х)уі*)** є &
через поверхность S  С (cj , единичный вектор нормали к кото­
рой равен ^ С Ш L tCti^ргС м д 'к  , можно записать так:

П&( р у = i f ( p t y i г ) ї )Се*, р+ c is  (32)

(координаты вектора /г  можно найти по формуле (3 0 )) . 
Известно ( с м .п .2 .9 . ) ,  что

d $ ‘& i j L = ± d y d * . j  d s - c e i f i ^ - i d x d Z j  33)

причем знак в каждой из формул (33) выбирается таким, каков 
знак CsSd. , СоіЛ  на поверхности 5  . Подставляя (31) 
и (33) в (32), получим формулу для вычисления потока:

І/ Х )с1< -гс(л±-
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t i f Q . ( x ;  УС* , 2) ;  * ) d x c t i  x j j / l ( x ) t f j ^ ( x ) y ) d x d u , (34)
Я)ліі 2 Ц у

3 а  д a ч “и

I .  Найти поток векторного поля j u / c i -  
3 ч а с ть  внешней стороны СфеОЫ 5

ной в первом октанте (р и с .13 ).
заключен-через часть внешней стороны сферы cc*-t-g*t£>

Решение. По формуле (30) найдем единичный вектор норма­
ли ТГ К поверхности сх*-+у1-с х ‘-=Л-. Получим

7 Г -  z r j c . T t  Ц -7 +
*■ = *  1 * 3 < t

В формуле (ЗО) 
берем -знак (+ ), так 
как вектор нормали 
к внешней стороне по­
верхности S  образу­
ет с осью 02  (или Ох, 
или Оу) острый угол 
(р и с .13).

Так как С-Pi Л -Х>0]

то в формуле (34) бе-

'3  , R . - X Z ,  подучим:

Рис.13
рем перед всеми интегралами знак плюс, 

Полагая, что в (34) P - s c y  , Q -  -

Из (f x ffyzdxdz +j[x3dxdu.(35)
Я > «  %

и * , 1 1 л J 3Из уравнения сферы находим:

*  -  W y ;  * )  -- Л : у * - з ^  \ у  -  <ҐСх;Є) -  

* -  { ( X s y ) - v ' / - * r - ^ V .
Подставляя эти выражения для х, у , & соответственно в 

первый, второй и третий интегралы правой части (35 ), получим:

И$(Т) -  JSУ / /-4 * -X^cUfdZі- J jz / i - л  - 3z 'ctxd£ +
« у *  _________ f  я>х1

і~ / /  X - / І-Х -Ч ^ сіх січ.
<
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Вычислим третий интеграл, переходя к полярным координа­
там: гс=  '2- Lj ̂  t S t o  Lf>  ̂ 0 - (̂ >~ ТГ! г . ) 0  4  Ч.4± (р и с .13)

У = JJх /у - x - 4 i'dx.<Jy= J J t c t i d c f = ~
•&JC4 . * ’Я я у

я/г у
=  t * A -

//
16

с  о
Аналогично вычисляются интегралы:

Х =  / / м - г ' - г ^ ы *  = й ,
®Уг  __________ _

г *  / / ^ / / - х - ^ А t f x  c f e -  m .
**• ^ /7

Искомый поток равен /1 ^ ( р  ) = У /тУи.тУ з~  16 •
2 . I I .  Инвариантные определения и свойства 

дивергенции и ротора (Б)

Пусть векторное поле F  ( Ґ ! )определено в пространствен­
ной области б  . В области & выберем какую-нибудь замкну­
тую поверхность S ,  ограничивающую область V  о б ъ е м а ^ , и 
в области V (можно и на поверхности S ) возьмем произвольную 
точку М.

Вычислим ПОТОК П s (/-) и отнесем его к  единице объема 
области У : „  и  , z ? -*>. w г

Чs ( F ) _  t i F n ) d S  ( 3S)
Г  ‘ гг •

Перейдем к пределу, стягивая область V  в точку М.
Определение. Если отношение (36) имеет конечный предел, 

когда область у  стягивается в точку М, то этот предел назы­
вают дивергенцией (расходимостью) векторного поля F( M)  в 
точке М:

/ , /  & ( F r f ) d S
c U z  F ( [М )=  h r n  ^ ----- (37)

Если считать векторное поле F U N ) стационарным полем 
скоростей несжимаемой текущей жидкости, то отношение (36) 
является тогда средней плотностью мощности источников в об­
ласти У , а его предел (37) -  плотностью мощности источни­
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ков (стоков) в точке М. Таким образом, в гидродинамической 
интерпретации дивергенция векторного поля F ( М )  в точке М -  
это плотность мощности источников жидкости в этой точке.

В электростатическом векторном поле напряженности, соз­
данном электрическими зарядами, распределенными в простран­
стве, дивергенция является плотностью распределения электри­
ческих зарядов в данной точке поля.

Доказано, что если координаты вектора F СМ) (функции 
р  , (X, fi, ) непрерывны вместе со своими частными производны­
ми 1-го  порядка в области <а , то в любой точке М « G  сущест­
вует конечный предел (3 7 ) . Непрерывность частных производных 
функций Р, Q, Я гарантирует дифференцируемость этих функций -  
условие, при котором векторное поле Р(М) будем называть диф­
ференцируемым.

Таким образом, в каждой точке дифференцируемого вектор­
ного поля определено число -  дивергенция поля в этой точке, 
т .е .  векторное пол\eW(Ai) порождает скалярное поле -г поле ди­
вергенции U - d i  V F (M ).

Свойства дивергенции:
1 . с іі\/(а іТ і +/>'%)■= o (d tv "% y °> q c v 'Ы, -сон& і) •,
2 . d iV  (<f>F)- (f>di\/ Р+ Р-ўШ сі(-і> ( f -  скалярная функция);
3 . d tV  ( T ’f j - T -  f i n d  c f  ( F -  постоянный вектор).
Пусть M -некоторая точка в области (а , а произволь­

ный единичный вектор, выходящий из точки М. Через точку М 
Проведем. ПЛОСКОСТЬ перпендикулярно К Я-о , и в этой плоскости 
выберем какой-нибудь замкнутый контур U , окружающий точку 
М. Ориентируем L таким образом, чтобы из конца вектора По 
обход U был виден совершающимся против часовой стрелки.
Пусть площадь плоской фигуры, ограниченной контуром U » рав­
на 5 .

-

Вычислим циркуляцию поля F  (М) вдоль контура U я раз­
делим ее на илощадь S  : ( JL F c V c .) / s  • Ьудем теперь стяги ­
вать контур в точку М (в этом случае S  О і , Предел

Рс’/П , —  (38).
S-* О

называют плотностью циркуляция поля FCM) в точке М по данно- 
му направлению ґіс .
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Если циркуляция вектора F  по контуру U характеризует 
вращательную способность вектора У  на контуре А , то плот­
ность циркуляции (38) характеризует вращательную способность 
вектора ^  в данной точке М по данному направлению .

В общем случае по разным направлениям, выходящим из М, 
плотность циркуляции вектора F  будет различна. Возникает 
вопрос: по какому направлению она будет наибольшей?

Определение. Ротором (или вихрем) вектора F  (векторного 
го поля 1= )  в точке М называется такой вектор, проекция кото­
рого на любое направление /г£, , выходящее из точки М, равна 
плотности циркуляции поля в точке М по направлению /зР :

F C M )  =  & /П . F  —  (39)
S^o

Величина f o . M f  будет наибольшей, когда угол между 
векторами -їо ір  °и гГ0 равен нулю, т .е .  t o t  F  дает направ­
ление. по которому плотность циркуляции в точке М будет на­
ибольшей. .

Доказано, что если векторное поле F t M )  дифференциру­
емо в (я , то конечный предел (39) существует для любой точ­
ки М 4<е\ и любого направления Но . В этом случае векторное 
поле F  СМ) порождает новое векторное поле -  поле t o t F СМ), 
причем вектор t o t  СМ) в каждой точке М б й  векторного по­
ля рС М )  характеризует тенденцию к вращению, или завихрен­
ность поля СМ ) в точке М.

Свойства ротора векторного поля:
1 . t o t  с  -  О  ( С -  постоянный вектор);
2. lot (*F,tjbFi)-oCrot tot
3. lot 1  = 0 ( r >
4 . l o t  (ўІОСІ( f = О ( У - скалярная функция);
5. lot (Т' М )=  (f'lot F t p .a d c fo
Приведенные здесь определения дивергенции и ротора не 

зависят от выбора системы координат в пространстве и поэтому 
называются инвариантными. '

2 .1 2 . Оператор Гамильтона (Р;)

Оператором Гамильтона ( набла-одератором) ~  называет­
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ся символический вектор, определяемый в декартовой прямоу­
гольной системе координат выражением

Ъ -у- ~ъ -Т-. Ъ (40)к
При помощи оператора Гамильтона удобно записывать все 

три основные операции векторного анализа: взятие градиента 
скалярного поля, дивергенции и ротора векторного поля.

Рассмотрим, например, произведение V L L  , где u=UQc;(f;£)- 
скалярная функция. Если под прои зведени ем ^,1̂ ,
ПОНИМаТЬ ВЗЯТИе ЧаСТНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ОТ ФУНКЦИИ по
соответствующим переменным, то ^

V f u i d c L .  , Т .е . V U = $u?duM D  
Если рассмотреть скалярное произведение набла-вектора 

на вектор Q j ' t / L F , то получим

, т .е .  V F = d tV £ . (42)„~р~ Э /°  , е><2 "д Я, , . . ^  ■ V‘F~ + ^W~ dtb F
Найдем теперь векторное произведение набла-вектора на

v * F =
к4Ш  У/ 

р  CL R
-- Ї М  F

р.е. VхF ~ (43)
Сформулируем основные правила обращения с оператором 

набла:
1) V  -  линейный оператор, т .е .  результат действия его 

на сумму двух однотипных величин, есть сумма результатов дей­
ствия на каждое слагаемое в отдельности, и постоянные число­
вые множители можно выносить за знак V  ;

2) у  действует по обычным правилам дифференцирования;
3) у  как оператор действует на все величины, стоящие 

после него, и не действует на величины, стоящие перед ним;
4) при использовании оператора v  в сложных выражениях 

необходимо пользоваться правилами векторной алгебры для пе­
рестановки сомножителей.

З а д а ч и
I .  Используя оп ератору  , доказать, что dc'/(Zoi р )~ 0 . 
Решение. Имеем: cftV (LoiF )~ 7 -(V»F)• Применяя свойства 

смешанного произведения, получим: , .
d  LV ( t e t  F )  =■ ?■(>* lh) - F  (V  * V )  ~ F- o



2 . Используя о п ер ато р у  , найти div(<fF)<  где р  -  ска­
лярная функция. .

Решение. Имеем: d l \ ' ( • F )  — У '( (Р ’ F ) ~ ( у Р )  'F i~  ,
+ i f .  f t e I d  i f  >~F -t- <f- d tV 'F .

2 .1 3 . Гармоническое поле. Оператор Лапласа (Б)

Векторное поле М бі£ называется гармоническим
(или лапласовым), если to tF (M )~0, dev ~£(ММО, VN^-<a  .

Таким образом, если 0  -  односвязная область, гармони­
ческое поле является одновременно потенциальным и соленои- 
дальным (см. п .2 .6 , п .2 .8 ) .

Пусть U -  2)-потенциал гармонического поля, т .е .
р  = ў іа с Ш  . Используя второе условие гармоничности поля, по­
лучим: d t V  ~F~ d i V ў Ы с ( U -  d t  v' ( І 5- t r  Щ р+ - % £ Ю Х °>

т ‘е ’ °  л и ~  о .  (44)
Уравнение (44) называется уравнением Лапласа, а Л  -  опе­

ратором Лапласа, или лапласианом:
и ^  ^
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І-' ty*- ' 7> х 4- •
Таким образом, гармоническое (лапласово) поле Полностью 

определяется скалярной функцией U-U(p,if$ 4которая является ре­
шением уравнения (4 4 ).

Функция называется гармонической, если она
имеет непрерывные частные производные до 2 -го  порядка вклю­
чительно и является решением уравнения Лапласа (4 4 ).

В заключение сформулируем основную теорему векторного 
анализа, показывающую важность понятий потенциального и соле- 
ноидального полей.

Теорема. Любое непрерывно дифференцируемое векторное но­
ле ~?Е(м), заданное на всем пространстве и исчезающее на бес­
конечности вместе со своими дивергенцией и ротором, может 
быть единственным образом (с точностью до векторной постоян­
ной) представлено в виде, суммы потенциального р ( М )  и соле- 
ноидального Fa (M) полей, т .е .  ^ (М р р (М )т Р )(м ) , где 
t o t  / f ( М ) ~  о j  d i v  CM) -  б?-
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ПРИЛОЖЕНИЕ I

Диаграмма основных характеристик векторного поля



ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Примеры физических полей

1 . Поле сил тяготения. Если в пространстве имеется не­
которое распределение масс, то по закону Ньютона на единич­
ную массу, помещенную в точку М, будет действовать некоторая 
сила притяжения ~F(M).

Векторы F (N )  , рассматриваемые во всех точках некото­
рой пространственной области, определяют векторное поле, на­
зываемое полем тяготения данной системы масс. Сама сила ?<М) 
называется напряженностью поля тяготения в точке М.

Если поле тяготения создается одной точечной массой /%, 
расположенной в точке М0 , то напряженность поля Р (М )  опре­
деляется формулой

(45)

где (я -  гравитационная постоянная, ~Т=ММо , 2 - / ? 7 .
Поле сил тяготения является потенциальным. Функция

U ( М )  -  (а ■ / | г > (46)

называется точечным потенциалом тяготения (или ньютоновским 
потенциалом). Она определяет скалярное поле, называемое по­
лем потенциала тяготения.

Функции РС*)ж U(N) связаны соотношением р(М )-~ ф Ш сіи .
2 . Электростатическое поле. Электрическое поле, неизмен­

ное во времени, называется электростатическим.
Основными величинами, характеризующими электростатичес­

кое поле, является: {F. -  вектор напряженности электростати­
ческого поля, D  -  вектор электрической индукции, скалярная 
функция (J- -  потенциал поля.г

Если поле создано одним точечным зарядом ^  , помещен­
ным В точку Мд , то

(М ) — j L - - q t a d  U ( 'М ) ,  (47)
V // к~ С- V

DCM)- e -F ,
где ёг -  абсолютная диэлектрическая проницаемость среды, =

Электростатическое поле может быть создано также систе-
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мой точечных зарядов ^  ^ ..........., расположенных в точ­
ках М , Мг , . . . .  , или сплошным объемным распределением
электрических зарядов с п л о т н о с т ь ю ^ '^  в заданной области.
В этих случаях формулы для , ~[) и 6L имеют более слож­
ный вид (см .[ 2 ] ) .

Независимо от того, какой системой электрических заря­
дов создано электростатическое поле, для него справедливы 
следующие соотношения:

t W W - = 0 9 с і й  'D  - / > ,  D

- Ф Т й Т = 0 ) ф р  С О 'іТ ) с І 5 ^ Є > >
(48)

где Q  -  суммарный заряд в области, ограниченной поверхностью 
S  , J J -  объемная плотность заряда.

3 . Электромагнитное поле постоянного тока. Движение эле­
ктрических зарядов сопровождается другим физическим полем -  
магнитным.

Основными характеристиками магнитного поля в каждой его 
точке являются: Н -  напряженность магнитного поля, -  маг­
нитная индукция. ■ .

В изотропной среде между векторами И  и б  существует за­
висимость, выражаемая формулой &>=/{•/ і  , где y lc  -  абсолют­
ная магнитная проницаемость среды.

В основе теории электромагнитного поля постоянного тока 
лежит закон Био-Савара. В дифференциальной форме этот закон 
имеет вид: - г -  _  У ? ” к Т і

V V // t r '  >

где 1  -  сила тока, d S  -  элемент провода, по которому течет 
* ток, 2  -  расстояние от элемента до точки М, единич­

ный вектор направления от a s  к М.
В частности, если электрический ток силой 1  течет по 

прямолинейному проводу бесконечно большой длины, то векторное 
поле магнитной напряженности будет плоско-параллельным и оп­
ределится формулой

7 f ( M )  (49)с

При изучении магнитного поля важное значение имеет прин-
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цип непрерывности магнитного потока, утверждающий, что линий 
магнитной индукции не имеют ни начала, ни конца. В природе 
не существует магнитных масс, являющихся источниками линий 
магнитной индукции. Магнитное поле порождается только элек­
трическими токами, и линии магнитной индукции, окружающие 
токи, всегда непрерывны и замкнуты. Математическим выражени­
ем этого факта являются следующие соотношения: diV,&  = О , 
&(Ь n)dS ~ О.
^  Около провода, по которому течет ток, возникает также и 
электрическое поле, которое характеризуется уравнениями (4 8 ) .

Таким образом, для электромагнитного поля постоянного 
тока имеют место следующие соотношения:

to i  Е =  О, dtV 5 = Є Е ,

tot Ї Ї  =7, dtv Е ~  о,
ф Є с і Т ^ О ,  #  ( D  f l J d S ^ O ,
t- s

ФФ(6-її)сі о ,

(50)

где 6  -  вектор плотности тока проводимости, ^  -  удельная 
проводимость.

Формула Ф  Н  d  ї ~ ~  d  называется законом полного тока.
L

ОТВЕТЫ

Задачи уровня А

1 . I )  Парабола у=(6х-х'г' ) / 9 , 2 = 1 1 V =3Г*+4J'*, ^  =-Z~j~;
2) эллипс ха/4+^Я=1 , y='i;'V=2~T, W - K \  3) прямая Z-p? —

У  =3t+4^+ к , W=Q; 4) винтовая линия Л - Cat , ifв tint t ;
V=-TrJj 5) прямая : Т=-2П-3/”-4а;
-e j'+ Q fc;  6) эллипс yz/25  + j?V l6=I, x = 2 ;/ = - 4 #  , & = 5 j';  7) 
парабола у= (І2х-хй ) /9 ,x = o ;  '^=3Г, .

2 . I )  Семейство гипербол y=c/x; y=3/x; 2) семейство пря­
мых 2x-y=c; 2x-y=3; 3) семейство парабол x=c-yA ; х= І-уг  ;
4) семейство парабол у=сха  ; у= -х2 ; 5) семейство гипербол 
Xі  - у 4 =с; х*4 -у*4 =4; б) семейство окружносте::: (х+1)г +у*=С 
(с 7 0 ) ; (х+ І)Л +уг -=10; 7) семейство эллипсов x * + y * /2 = c  
( с > 0 ) ;  х ^  +у-^/2=3.
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3 . I )  Семейство параллельных плоскостей х+Зу-5/-=с; 2) 
семейство параболических цилиндров х ^ +  у=с; 3) семейство па­
раболоидов х ^ + у  ^= c2 -; 4) семейство эллиптических цилиндров 
2 у Л + 92= с  (с-гО ); 5) семейство сфер с центром в начале коор­
динат х ^+ у  Л +,£А=с (с ?  0 ) ;  6) семейство эллипсоидов х л/4+ 
+у*/9 +Я^16  =с ( с 7 0 ); 7) семейство параллельных плоскостей 
х -4у+ г =с.

4 . І )  а )2 ,6 ; б) I ;  2) а) - /2 ;  б) 4 / /б ;  3) a) - I I / 4 ;  б) 
- /3 /3 ;  4) а) -9 /5 /2 ; б) 12; 5) а ) /2 /2 ;б )  - І 6 / / 2 І ;  6) а) (/3+ 
+ D /4 ; б) / Ї 5 /5 ;  7) а) (/3~-І)/4 ; б) 3 0 //2 9 .

5 . I )  а) - 0 .5 7 4 0 .5 J * ;  /О /Г; б) б7-4?-бМ;і[№; 2) а )(2 /+  
ф / 3 ;  /5 /3 ; б ) Г - / - І 5 И ;  /257*; 3) а) 3?+1. ь Т ;  3 /5 /2 ; б) (22+ 
+ 2?-2к)/3 ; 2 /3 /3 ; 4) a ) T + f ; f 2 ;  б)Й-8у6/?; |ТоГ; 5) а) -7 - /;  
/ 2 ;б) (2 ? -^ -  2 ? )/2 7 ; 1 /9 ; 6) а) 0 .5 / - / ; / 5 / 2 ;  б) 3 /-8 /-2 )? ;
ГЖ  7) а) 2 7 -2 ,2Sf;  /Ї45 /4 ; б) (-7+ /+ 2*)/6 ; I / / 6 .

6 . х) х4+ у 4 С/ ( c 7 0 ) ,? = C a ; 2) у ^ г х + с ,,з ? = с А; 3)ху=С,; 
^ = c ^ ,  при Qj=0 -  координатные оси; 4) хА= с^у ,£= сЛ; 5) 1 /х - 
-1 /у= с1 , г = с А; 6 ) х -Ч у ^ с , ( с р  0 ) , 2=Сд,; 7) yA=Cjx, 2=сА .

7 . I )  -3 ;  2 )6 * 7 ^  ; 3) -189/2 ; 4) 15; 5) -бЙЛ4'; 6) 0;

8 . I )  2х-2у** ; М у сток, М у источник; 2) І -2 у 2 + х ; М у 
и сточн ик , М у сток; 3) гх -З х у 'Ч і; Му источник, Му сток;
4) 2у-2+Х А - у А ; М у сток, М у источник; 5) 2 у -2 у 2 +JCJ  ;М у 
сток, М у источник; 6) -2 у + 6 х г ; М у источник, М у сток; 7') 
2x-2y+4Z ; М у сток, МА-  источник.

9 . 1)77; 2) -1 /6 ; 3) 877; 4) -2 /3 ; 5) -Т  ; 6) 16; 7) 2 ,
10. I )  4 /15 ; 2) -4 /3 ;  3) 4 ^ / 3 ;  4) -477; 5) 0; 6)77-2%; 

7) - I .
11. I )  а) 3;б) 1/35; 2) а) 0; б) 1 /6 ; 3) а) - Є ;  б )-5 /4 ; 

,4 )  а) -7 / ;  б) 277 ; 5> а) 155/6; б) 82; 6) а) -1 6 /3 ; б) 0;
7) а) 24; б) 33 /2 .

Упражнения уровня А
I . I ) прямая; 2) окружность; 2 . d (X (t) ~ doc (і) > ?

( T - *  № d ( x -  
(Z ~ 4(x ‘P l  ^ Ц їа іШ -
равна мощности стоков; 2) мощность 

источников больше мощности стоков; 3) мощность стоков больше

t  d m r t ) з .  я «  % 2 й і
t j t a d

4) I )  мощность источников
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мощности источников; 5 . П s С Ж J -  О- 
Задачи уровня Б

І .  I )  Правая ветвь гиперболы x*/I6  -_yV®=I> 2)
окружность х Л+уА+31 =0, х-у=0; 2 . І\Ж і~(0/ал-*А^, £ 0 = ^  -  уг­
ловая скорость вращения винта; 3 . Семейство прямых у -  Л б/ с-С 
( с я О ) ;  4 . Семейство конусов ;£”=(Xі  +у& )‘£іп^С  , кроме точки 
0 (0 ;0 ;0 ) ; 2) пучок плоскостей
5. I )  Ж -.-±(Т-2/+2к)/3; 2 )7Г = ±(2Й З/^2^/Г Г 7; 7 . -4 ; 8 . I )  с е ­
мейство линий пересечений гиперболических цилиндров y^-X b=Cf , 
Э:*'-хі'  =с±; 2) семейство окружностей х*+уЛ+£=с4 , х+у+2' С*; 9 . 
d iv D  (Н)=0, кроме 0 (0 ;0 ;0 ) ,  где d a l) { 0 )= <*>; 10. 1)0; 2 ) -  ^-7/Я^ 
И .  I )  1194j - ;  2)77У2; 3 - 1 6 Г/; 5) П - 
-2 ;  1 2 . - f f  ; ІЗ . -41 /30 .
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