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ВВЕДЕНИЕ

Цель методических указаний - оказание помощи студен­
там в овладевании методами и приемами решения типовых при­
меров и задач по теме "Производная функции одной перемен­
ной" курса "Высшая математика".

В работе приводится теоретический материал на уровне 
А, решение типовых примеров уровня А, задачи и упражнения 
для самостоятельной работы (уровни А,Б,С). Для усвоения 
материала на уровне А достаточно данного пособия, для реше­
ния задач и упражнений на уровнях Б и С требуется дополни­
тельная литература.

Методические указания могут быть использованы на прак­
тических занятиях, а также для самостоятельной работы.

I. ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ

Пусть функция определена и непрерывна в окрест­
ности точки Хс , а X  - некоторая точка из этой окрестнос­
ти.

Обозначим через Ист - Z-JC0 , через 
и будем называть А х  -  приращением аргумента, 4/ - прира­
щением функции в точке Х0 .

I.I. Определение. Производной функции J /jc ) в точке 
jfcv называется число,, которое обозначается/^ и’равно 
конечному пределу отношения приращения функции к прираще­
нию аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю.

По определению

Если предел (I) не существует или равен бесконечнос­
ти, то функция J f x )  не имеет производной в точке ̂  .

1.2. Определение. Пусть функция J (x ) определена на 
некотором интервале ( ct \ S  ) и имеет производную в каждой 
точке этого интервала, функция / (х) , определенная в каж­
дой точке х  интервала ( Л ; 4  ) формулой
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называется производной функцией ( или просто производной, 
или производной первого порядка) от у/.гЛ

Кроме f '/x ) , для производной функции у -  f / x j  исполь­
зуют также следующие обозначения: y 'f-* ), ^  ^

Операция нахождения производной называется дифферен­
цированием Фу н к ц и и. /

1.3. Геометрический смысл производной. Производная J U 7  
равна угловому коэффициенту 
касательной к кривой у ~ У М  в 
точке МЛ#* 5 у а \  где у с 
т.е. /Ска<, =
(рис.I).

Уравнение касательной к 
кривой у * у /я )в точке

имеет вид х  /  7 * с )  { -Х -*<.).
( 3 )

1.4. Механический смысл производной. Пусть материаль­
ная точка движется по прямой так, что в каждый момент вре­
мени i  она находится на расстоянии S(i-) от некоторой на­
чальной точки Oj . Функция SH) называется законом движе­
ния. Производная функции S(-i) в точке t  равна мгновенной* 
скорости движения в момент времени ■£ , т.е. Pt~0.

1.5. Пример. Найти по определению производную функции
* в точке Я'а •

Решение. Найдем приращение функции А у  в точке зСв ■, 
отвечающее приращению аргумента а  я  : УТ.Хе) * ;
j-(XotA-X) -г (аь s-AjcJ *  /  3 ( Х 0УАяг)>

A y  - (oCetл я ) \ 3 (X o tA ■*) -  я /  - 3JCV =JtXcA-M t # A j (

По формуле (I) производная / / W  будет равна 
1  ' ш - м  = t o *  J j k * * £ *± * + * -* J * r  JJTC у J .

АЯ-*С АЯ-*С
Так как у 'г я 0)  ПРИ любом , то (х7 уЗл ) rJ x * J
1.6.Пример. Найти по определению производную Функции
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Решение. Имеем f ( x ) -  £  ; f f o c t - A x )  - .

A! / ~ Х У А Х
/_ _ __~ A x

■X ~ X  ( X  f  A X )

По формуле (2) находим
л £

A X &'jn. 
A Х-УО

- y
J C fX + A x )

1.7. Пример. Найти по определению производную функции
с / -  J fa  ЗС,

Решение. Имеем J ( x j -  J t / t  X  J / ( X A axJ^J/W/xtAif). Ис­
пользуя формулу (2) и первый замечательный предел, нахо- * 
дим /Л Ь  х ) '~  fa r t J**l*£4X>- * '**= & ;п

АХХО А Х  ДХ*с А Х
= faVu - fam . cod (X Iе ) —  с м х .

ЛХ-*0 AX-+D J
1.8. Пример. Найти по определению производную функции

у *  f a  х ,
Решение. Имеем Н * )=  f a x  , S ( x fA x ) * f a ( x / A x ) . Ис­

пользуя формулу (2) и второй замечательный предел, получим

( fa  х )  4
АХ-*0 А Х  АЛ-+С X  У -

~ г п  & /7ь и  / * & ) &  Ог е ^  •
ДХ-Ю  АС

1.9. Пример. Найти касательную к кривой х - l f a x  в
точк e j / l e ; / ) .  ,

Решение. Воспользуемся уравнением касательной (3). В 
нашем случае Хо ~ е  ,0 О~ 4  • Найдем А(Хс) . Имеем / ( x j  =

f t  /  , С/

= ( ( s i x ) ± f e ) - 4 -  • Следовательно, искомое уравнение имеет

ви£ - /  = -*л- у  / -  £ -

I.10. Пример. Зависимость пути от времени при прямоли­
нейном движении точки задана уравнением 5 - /"> - в
сек, 5 -  в м). Найти скорость движения в конце пятой секун­
ды.
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Решение. Скорость в произвольный момент времени £  бу­
дет равна (см. 1.4 ): t r (■£■) =S ' / / ) -  Л З + З  . В конце 5-й 
секунды эта скорость равна

i r ( f ) *  £ 'S + 3  = < 3 ( * и / с е с ) .

2. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДШЕРЕНЩРОВАНИЯ

Если С - постоянная величина и функции и - и ( х )и 
-  irfst) имеют производные, то:

I. ( с ) ' = о  2. ( и  и ± г г '

з. (U 'ir)'= и  ' у  + и  г г 4. ( с и ) ' - - е  и '
5. № \ ' _  u i r - u t r '  6> /j l ) L

( г г )  ~ у  г  ( i r )  v *
• Рассмотрим примеры на нахождение производных с ис­

пользованием правил I-7.
2.I. Пример. Найти производную функции л? .
Решение. Воспользуемся формулой перехода к логарифму 

по новому основанию, формулой (I.8)(3хис)-г^ > и  найдем 
производную, применяя правило 4. Получим

- X -( ^ х) Ч Ч 5 ) ^ - Ь (епх
2.2. Пример. Найти производную функции у  =3 4 th  Л —

-  f ) f .  v  *
Решение. Имеем (1. /) f j t / i х )  -
Для нахождения производной данной функций последова­

тельно применяем правила 2,4,1. Получим / /
( З З г п х  - t f i ) ' -  х )  -* )  + (? & ]*

* J r * * * / - j & i  * * * * * -  ■

2.3. Пример. Найти производную функции и ~  ( е х  .ве­
ли ( oojх ) ' ~  - * г п  X  ■

Решение. Выразим черва Axt X  и С & Х  } восполь­
зуемся правилом 5 нахождения производной частного двух Функ­
ций. 8 нашем примере {Л а о З Х  • Получим



)L0 „ ) L /*'**)i (**'«*) -■** ■*((&*/. CM/ic /-лк /
( v x / - ( & * / -  CA/*X  o r b —

2.4. Пример, Найти производную функции u -(x ^ 3 x )-S oa 
Рещаща- Имеем U .S, Л З  ) ( x i/ 3 x ) /_ - J x / 3 , ' ( ^ x J - - ĉ r  

Воспользуемся правилом 3 нахождения производной произведе-1̂ 
ния двух функций. Положив и  =ж2у, см~ t y x ,  получим 

( ( v V j x )  Л у х )  ^ (о С ^ З х У ^ у  х  /- ( х л/ - 3 х ) ( t y x )  '=  £ ? x /3 J

лг
■£<[JC 3  w - Zx  • з~

2.5. Пример. Найти производную функции ^
Решение. Найдем производную данной функции, применяя 

последовательно правила 6.2,1 и формулу ( е л х )  . По­

/ б~ . )/ _ ? 1 з - е *  х )  ж _ * ’ ( - £ )  ^  — ±—
\ 3 - f a x )  ~ ( 3 - е , г х Г  ( З - б г х У  JZ {3 - f o x J r

3. ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ 
Установим правило, позволяющее найти производную слож­

ной функции y = y / a { x ) J в точке эС при условии, что извест­
ны производные составляющих ее функций у и и  ~ и /х )  
в точках х  и й  ~ и { х ) соответственно.

3.1. Теорема. Пусть функция u - u f x )  имеет производ­
ную в точке х  , а функция у ~ у { и )  имеет производную в со­
ответствующей точке U . Тогда сложная функция 
имеет производную в точке х  и эта производная может быть 
найдена по формуле

/ . / /
А  - - < £ /  ■ " .х (4)

3.2. Замечание. Если в формуле (4) функция и ( х ) ъ  
свою очередь являете» сложной функцией, то к ней применяет­
ся правило дифференцирования сложной функции (4).

Для удобства применения правила дифференцирования слож­
ной функции ниже приводится таблица производных функций 

у [ и ( х \], где у / ч )  - основная элементарная Функция, а а /х ) -  
любая функция, имеющая производную.

Таблица I

(и J ~ оС- !и ! = 6. (-̂ср и) '  и



2. ( a  ti)  /- a ' u 6 t  а  ■ и

2а. (е , и)  '=  z  U- и  '

/

- 8 - . , /

4 %  *9 Sift' t t

8 .(c tA -t^ 'T . i t j  — /7 -7 7 2  U' - / f - l l

3. f l o # J  и ! )  u . ) i/ -  /

3a. ( i b l u l )  -  ~ i T ' u  io.(a>c-c-6p u ) ~

il .(c x * c -e d p  a )  - -4. u )  — &CJ U ’ ̂

5. ( c o - i  u )  -  -  J e n  и  ■ U e

В частности, / |/77~ 7 - — ^---- и  ; / 7  J -  —
1 y -Z ( 7 7 7  и  •*•

Рассмотрим примеры на нахождение производных сложных 
функций.

3.3.Пример. Найти производную функции U —Sc/Z S/t ЗС _

Решение. Данная функция является суперпозицией двух 
функций: у - J h./ г U ; U^SncC.

Обе эти функции имеют производные: ^  - fc i/i  и )  = /XXUJ 
f - -IС / ____________  ________xf-ff____/х\ ____/ / . * и ~ & л  а) /=

U, r - ( tn  следовательно, применяя формулу (4), полу^

У х -  с м  а  • u j f  -  с м  S/г зс  - £  -  £  с м  .
JC
чим

3.4.Пример. Найти производную функции /з с * - //  
Решение. Имеем V£7 , гг-зг^ /У - Обе функции имеют 
водные j / ' =  — £=- , u'x *(x *4-/)'=Jjc,

с1 ,и  ■ '  ЗС
производные у а  = j y u  ’ Ujc следовательно,

- ( \ / х /7 Т ) - J y f i  и х  ~' ■ ' '' „ "  л \ с л лм  V3C-/1 .
3.5.Пример. Найти производную функции ^ -  ехъ*e&j
Решение. Имеем L/-a>t<xrtU% и.*? 4r- » следовательно,-atccc/u, и  -  £ -

У х / Т ^ й ?  *
_ _ / L _  . L / L  L
f H t j *  U j J  J

/
зс / y t i

З.б.Пример. Найти производную функции' /si с м  з / *  
Решение. Здесь у = /£ п и ,  и -С М з с 'г . Имеем

/  =■■ - ' л £ зСМ X



Чтобы найти производную (c.0Jjc 4J  , нужно второй раз приме­
нить правило дифференцирования сложной функции (4). Получим 

(tCJ Х * ) ' -  - S t Л X  - ( x V ' -  - А п  ■ J x  
Окончательно:
=(£п CCJX * )'- — i ; / - А / г х У - Л х  = - J x  f o x 4’.
1 с & х 4 ,

3.7. Пример. Найти производную функции у ~  ^
Решение. Данная функция является суперпозицией трех 

ф у н к ц и й е и , и  = i r \  v ~ t y x .
Дважды применяя правило дифференцирования сложной функции, 
получим j

(г ¥*)’* е е1г3* ^ . ^ л^£*2рк

- 9  —

'JT
.С Х У Х

3.8. Пример. Найти производную функции
Решение. И м е е м у ^ ^ Т ” ,U -C M ^^r, tA~Jx , следов&ель-

( * /а л с #  3 * )  - 4 - * * )  J J * )

_______ f .  У.

- ±

Ьхи ’&  *)= 4fatty ■/фму u{jxr
• jVn J

4. ЛОГ АРИТМИЧЕСКОЕ даФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

Логарифмическое дифференцирование удобно применять в 
тех случаях, когда требуется найти проиЗбОДную произведе-^ 
ния нескольких функций или дроби, числитель и знаменатель 
которой содержат произведения, а также П р  Нахождений Произ­
водных степенно показательных функций, т.ё. фикций вида 
У s f i t  ( x ) J  .

Метод логарифмического дифференцирования заключается 
в следующем:

1) исходную функцию логарифмируем: Ь
2) полученное равенство дифференцируем по х  , приме­

няя правило нахождения производной сложной функции (4 ):

У* -■ № \ ,
3) из последнего равенства находим производную ^ .х, :

W.x ~ £ М \  f t *  М * 1 ) х .
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Рассмотрим примеры на применение метода логарифми­
ческого дифференцирования.

4.1. Пример. Найти производную функции 

м  - ( х  > е
°  iM -x )*

Решение. Применяя правила логарифмирования частного, 
произведения, степени, найдем f a J /  . Получим

f a # - f a  f a  -  x L f a f a - x r \

Полученное равенство продифференцируем по я: :
V  и '. =г J —  + - 4 ^ ~

&
J  1>-х ■Ы).

Умножив обе части последнего равенства на у  , найдем
искомую производную: 

, 1 х
У х  -- С / У  +.

__ ) f r / з )  f t x f a T е '

*+ 3  'Г ( х лН )  ' ~ 3 ( ( - * ) )
4.2. Пример. Найти производную степенно показательной 

функции л )  ,
Решение. Имеем -4л. ^  -  tYx fa- ( J f a  х )  1

t
/ _

4.3. Замечание. Метод логарифмического дифференцирова­
ния можно применять и в том случае, когда j-(x ) принимает* 
отрицательные значения. Нужно только брать f a  / J - /x ) / и 
иметь в виду, что ( f a  / и / ) ' ~  ^ ~ ,и> о

5. ВОПРХЫ, ЗАДАЧИ ~  '

I (Л). Дайте определение производной функции t^~3YxJb 
точке Х0 , в точке X  } на интервале (Л, 6 ).

2(a). Укажите геометрический и механический смысл произ-
водной.

3(А). Сформулируйте основные правила дифференцирования.
4(A). Запишите производные основных элементарных функ­

ций.
Пусть функции и  =и/х) и у - /Y u ) дифференцируемы. 

Нависать формулу нахождения производной функции у -
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в точке jc •
6(Л В чем заключается метод логарифмического диффе­

ренцирования? Когда он применяется?
7(EL В какой точке нельзя провести касательную к гра- . 

фику функции -/?
8{Б1 Верно ли утверждение: если / ( jc) непрерывна на 

отрезке [я, ё  ) , то / / х )  имеет производную в каждой точке 
*

9lEjl. Верно ли утверждение: если f / x )  имеет произвол- 
ную в каждой точке отрезка Си, О) , то / ( х )  непрерывна На

ia ,Q  ■
Задачи

5.1(A). Используя определение, найти производные функ­
ции

I. у - Л х 1 + x + d  , Xo - 3 '
2. у  -  Л х  * -t f x  +5) Xo «■ - 1 )

3. g  - /- x  f- 3 x  * x .  - л :

4. у  ^  Л м ? x  , х 0 ^ - л ;
5. #  -  P *  * f 4 t Xo ' ~ 3 1

6. у  = Y ~ X r  Л х * , x «  = l ;
7. #  - x Xo -  o,

5.2(A). Используя таблицу производных И еенмнда прави­
ла дифференцирования, найти производные функций.

I. а) < Г
УМ V&шТ  + X  г  % fa

+ / е ;  в) у -  s - x t & t t / x * f i t *  ; “

' ^ Г >  ^ # * №) * * - ^ ; Ж ) - & *
- f n  a  -Ufa X )  з) r * h  ж e&JT}

Y A~3  '  h) * f *******

> * \ r
л ш х
T- Sr*Jf



гг
2. a) —  --JL-

б) & + * * ' &
г) //-- у  + -4=- -  ,°£*. л) г ?-- --,, _ 1 , _U,______

f a *  з г ^ с  J W
^ J. */>- И JTе) у _ A' f -  3 jl j е; Г - - j —  ^ ^ 7 7  ^

3 ) $  = s * . x s  и 

и>

•^Г--- «i-^  ж.*~ - .

—  *> 5 --

ж) у  ̂  £

3. в .)у=  --£■ - £

Y.)у  ~ я  сг/teUi'nX +(1гег&{^

. ’ J+ ca/X
и) и -  -~~~z— т~̂<г JSc я х

д) У -  -</ ". u ) i J - -------
<7 Л М п х  У xa 't'C tyx

б) v -  J * L  - j —  + £ -S-  -£ т
? и лг-8 л  и х 3

& - 5Г & *Л
в)^ - ' ^ г  f  j k

*'*?&* -^ e)5=i ^  ж) *
э) 4  * ~ { п х ;  у  'fa)= F и) у - х а х г л ' п  х  *-м*4'*£

X  /„ .

к) У *  Л & Щ ф  

tj=  d ^ l
<7 ,,

м) j ■£ * # ‘3  ; ?
"1 ^

4# Й) У  Ж
-

У
J’jr .fj* ** X  - J .

, ^  _ Л х Л _ _£ . .ж J  SJ
»> У  ' J 7 -  ' —  . i "  ' Г  Е )  * * * ?  -  

3 ) ^ * * е х + - £ т

м) #  -■*

<7 ^  г?^Г

ж) ̂  _/_ . Zfc)-
Л* ./у •* //-у ^

и) .Ж

д) 1 / ' Х гл ы £ р Х  + - £ —

Н) a w c o u j t  г  6 , ^ 4 -
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5. a ) t  З л  U 6 *  б)

в) «Г
3 3 г) */_- •r‘i/^r , 

^  ИхJlt'X
. з- t t i  

3-
+ /5=
+ T+T* е) * - Г 5  /-/*'

s - з  +
i *  + J -

f  3a 3
/0

з) •/*>

и) у =  t J f X C O j X

л) y lx  t y x  >■ а л ы  Иг х

ч . 3t'a л  / £
н) у ^  ---- ------л  са з  х

к) $  = 

м )

в) Л/- _£:---  у- - £ - ---1
*  j r j f i T  ! &  & Г) у -

Л -V»?
у м - - 9

_ а л с З у х + 4 -
а г ы З у х c t y x

л  vJL + JL
X 3 х л * л

J 3  V- 3 3 ^  и ч

»'/■' - # 1  •» "  у #  ■ » *  -

и) у  л- -ЯГ JT к) у *  jX^ Jtз ) ( п х  3  
? «  яг

л) у,- % т * ± 1 ; и 'Ш * ?  м) # * £ “ * * * * - + a # f
* З т  X  *  1 •г -/  "  а * л с о З х ,. •*

и) y = f *  ^ СУ Х  *  ^  *

, 7. .) <> ̂  ' j S  / <

b ) y - - x * & - £ g  ^  г \ # 4 * - * * ) б Н * + Л * Ш *

д) $  '~ -** 'е ‘ * + -  ^  **_ ■*■

У Ф = 9?.
x J  * ) , y -  е х а л ^ х а  х  

н) ,,

Зе'/г X  + сслх '

/ t i n * .
1  £■

# = * $ > * + £ > ? ■

к \y = t& £ / ix  + 3 x x J  $ , у * е * а * с * 'м 'л г  м) ̂

“ г8* *  # т Л **Ул л +**<Гл.г
5.3{А).Написать урявнение касательной к кривой y - jL /X J

■Ь
К 

-
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» точке М с (Же, l/ o).

I. у -  Л - х  - я * ;  М о(л;-* /) 2 . у = ( з н ) р ^  ; М с U s )

ъ. д = - х * + ч я + 1  ■, М с ( - у - ч ) 4. у - £ ;  М ' ( - £ - л )

5- у = Х  - £  ; М о (1 ;о ) 6. у ~ х 6 г Ж ; J / c ( € ,  е )

7-у - З У х  t J x , M c (-J y -s )
5,4(А).Найти производные следующих функций, используя 

правило дифференцирования сложной функции.
1. а) у . а ь с с о з  ( х + £ )

в) ( Л х * - ¥ х )  г) у = с -О Г * # Ж

д)у = Х  • 3 0 ЛГГ*‘'г ’*~Гъ )'У '3 (П  JT ■ JtX-ZJЖ.) у  =■ J  J —

з ) 5-Л^<"'4> х 1 и) 5r tn  и п  /У У - + Л .
</ -£ г * ч  ( з - з * + з } 3 '

к) tzi( СЬ V * * *#<<**)*> -
2. & ) y - j c f t z x E  vjc ъ ) у - 3 п  апе-оуЛл

ж)y ^ jc c v tc J tn . J f-З х - ^ ) t= d tn JU -U y ^ -

и) --̂ — - к)g - f c o j x ) *  л)у ~ ( х * н ) *

л х * ф ^ +**<*?**) ■■ .
3 * а > </Л л п £  v У  = <** • * *

в) Л  - — = = = = =  / - Д Л М Д У — Л  ^ У ' ^  v ^ - J x 3
уст- ггл а  ^

д)у - h u m  3/ т с % / * ъ ) у - л - 3  S‘n *) x = / J 7 f c 4

з) зс-ал 'С .'П п  - у -

к) y ~ (c 3 } J S c ) п)$ -~
-  /

Л г

'f(1 -3<c4x f  J{3-JIjc) *  s f i j f f i



м) м) лг/'5 '

4. а) у  - — X * _  б) Л - в) X

/' г)М*6>£3 {**Ух)*-х/6

- 1 6  -

т )у; a t t ] и г * j£ - д > ^  ̂ J / / 2 е

*>/’ 'зГ а м О  ^  з)̂  ̂ a v c ^ i n  / 3 x s J i )

и) г - /<? к) л Y g x j r .

4 х  j

Лп X

м) <y - ' i

5. а)^ -/aicJ/'/j х  ■&Л'1 (^'*Ьс б ) х - ^ 6 ~ - Л  c<v*

, b )Z ;S w 3% ■<<**£ r ) j , i n  a z c f y j f r  +

i  p y ^ j r  » ) j f - * ( 4 t A l J < n jr ) &  ж Ъ ф - ? ) / & - } ? +

i J t a t c з) i f z  x e  x  и) x - j t y }4-+ c t y //+■£*
ТЛ

к) £ x( / x ) x  * ) £ * ( £  + £ ) x  viid ts/efii^ a  ^

“• 1УкА ifjt_ •>**»'■
r ) j L - / y a * u a д) z-.£ ** * *  e) у - ^= 2 = = .

*)д  ~ in  ( х -t )  ъ) x =g /z  смп*e "^и )v^ — —  i - a i t t y j 3*

*зФ*‘г у *  ‘'лЩx l
м)

~JL
r x

'* .* • * / } &  O f*  j j t j j g s .,.

* )y = (jin  З х ) * 1̂ * ^ -
/ i n  MX

f  *) 2 *  j t y t t y j ' .ypCfoPO
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5.5(A).Показать, что функция 
ет уравнениях) х у ' ’= (S-xJ# . у

5.6(B).Пользуясь определением, найти ^  f о)̂  если
I .  у  = / х /  ; Z . g r - x / j c J .

-Я удовлетвори

5.7(В).Найти производные следующих функций

I .  а х с х х И

Z'

/ х /

3 .

4.

- л *

- X

.&• м * };  х и -  0 и -4):..... (х -/орр) ; у4у_- ?
5.0 (ЙЬ По ОСИ: ОХ движутся две точки, имеющие законы дви­

жения x,;/0 (//-s4  ' X  -  i f  ПРИ • С какой скоростью уда­
ляются эти точки друг да друга в момент встречи ( х  дается 
в см, т£ в сек)*..

5.Я)3).Покааать, что если }(я ) имеет производную при х -а
”  Л *  - г т  ■«/'■*> .

Х - а
5.10(Бинормалью к к р и в о й в  точке J2/c f x 0/̂ o )  

называется прямая, проходящая через Л/с перпендикулярно ка-* 
сательной к кривой в этой точке. Выведите уравнение нормали 
к к р и в о й в  точке } /ь

5.11(E). Можно ли утверждать, что сумма f} fx )- 
не имеет производной в точке Ха » если: а) Функция 
имеет производную в точке ,, а функция не имеет произ 
водной в этой точке? б) обе функции / /а }  и^ / x J  не имеют про 
изводной в точнее ?

5.12(B). Можно ли утверждать, что f fx )= W x}‘ не 
имеет производной в точке х-Х „ .если:а) функция } /х )  
имеет производную в точке Хв , а функция не имеет про­
изводной в этой точке? б) обе функции и^ /х }  не имеют
производной в точке Хо . Рассмотреть примеры:а) J / x J - X  

^ x ) = / x j 5 б) /х / ;  £ ( * ) ф /  при х - 0 >



5.I3(E)L Доказать, что производная четной дифференци­
руемой функции есть функция нечетная, а производная нечет­
ной функции есть функция четная.

5.141Й. Доказать, что производная дифференцируемой 
периодической функции есть функция снова периодическая с 
тем же периодом.

- 1 7 -

Приближенно построить график ее производной.
5.16 IBJl Равенство лр/ имеет место при х -

- £ . Будет ли при том же значении X  иметь место равенст­
во, полученное дифференцированием данного9 Пояснить ответ 
геометрическими соображениями.

5.171Б1 Пусть <f(x) и -£(зс) - дифференцируемые функ­
ции от х  . Найти у '  , если

* й У f ̂
5Л81Б1 Провести касательную к Рййёрволе 

так, чтобы он прошла через начало координат.
5.19УЗ. Пользуясь определением, найти у  '(в) *если 

х ф о  , *

. Найти у
( М х ) у о ;  о  I
/  у У

а)

б)

Л{*М'П
# х )  - {

т)--

JL
х

х  -  о

X  £ 0
ХУ  о

5.20 (Cl Найти U  и JSj при которых функцияу/4Увсюду 
дифференцируема. Построить j f ' f x )

а) - {
Л Х yjS ,  х

Х у л

б)

<У
f  и  +J i x * ,  / x ) * i  

I  , - i7 у > * /* +  .
5.2110. При кйК0М условии функгия £ (х )=  X J M £



и £{о)*-0 а) непрерывна при л  -О ; б) дифференцируема 
при х - о  ; в) имеет непрерывную производную при Х - о  ?

6. производные высших порядков

Пусть функция g = jfx ) определена на некотором интерва­
ла (c t, ) и имеет производную в каждой точке этого ин­
тервала; f 'c x ) является функцией от х  , определенной на 
интервале ( а , 4 ), и можно говорить о- её производной на 
этом интервале.

6.1. Определение. Производной второго порядка (или 
второй производной) функции называется, если она
существует, производная от Функции у  '(х)-

Обозначается вторая производная символами

S ' ,  f U ,  ' • £ ,

-  18 ~

о /х *  С/Л *  '  

По определению d ' ' ~ >
Производную от производной второго порядка называют 

производной третьего порядка и т.д.
6.2. Определение. Производной /г- -го порядка функции 

tf- fix )называется,если она существует, производная от произ­
водной { f l- t )-го порядка этой функции.

Обозначается производная П -го порядка
Ш)

V ,
. {*) . 

/  ( * ) /
d V  d

> -— 7—1Г •
с / х *  ’ е / х ‘

По определению

(5)

6.3. Механический смысл производной второго порядка. 
Если функция S' S H ) описывает закон движения мате­

риальной точки, то,как известно (1.4), первая производная 
дает мгновенную скорость в момент времени i  ;
В таком случае вторая производная S  'Y"i) равна скорости 
изменения скорости irf-б) , т.е. равна ускорению движущейся 
точки в момент времени i  ;

s " w  -- ir 'f+ ) -= Л и ) .
6.4. Пример. Найти производную третьего порядка функ-
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. i

Вий y~t>% .
Решение. Находим нерву® Производную и затем, применяя 

формулу (б), последовательно находим вторую и третью произ­
водные. Имеем ф  *; у  (£0-х ' =  №■%*;

У  "** ( U’X V  t  Ш х
6.5, Пример. Найти производные до четвертого порядка

включительно функции t< n ix ,
Решение. Имеем

у  - (J in  х )  - ЛМ'п х  есУХ ~ U n  л и  .

Применяя формулу (5), находим последующие производные 
у"?  ( Jen Лх)  7- Л еспЛх ; у  '"-(Л eat JxJ^ - ̂ s/k Лх;

У  ^  а (- 1/ 4(П Л х )  1- - Л cot Л х  z
6 .6 . Пример. Показать, что функция у =  е Х  удовлетво­

ряет уравнению у  -  Л Х у ' — Л у  -  О .
Решение. Найдем первую и вторую производные данной

функции: у ' а  Л х  е ; у  ''~(Лх С * V  '  = Л е **+
,r t  >?*■■*

+Лхе. -Лх -- (Л  t f * J e  .
Подставим у  ' У '' у  " в заданное уравнение. Получим

у " - Л х у ' - Л у  J x t *

* У х * - Л ) г  * * & о } i ,
т.е.функция е* удовлетворяет данному уравнению (является 
эго решением). ^

6.7. Пример. Показать, что функция у ~  X  Лег х  +Х е Л х  
'довлетворяет уравнению х у  у " ~  / Л х  /  Jj •

Решение■ Найдем первые три производные данной функции:

/  = ( х  Лег х  + х 3+ Л х * )  ; х  £п X  J - x - £  f j x * - t 4 xУ
= / е г х  t  J x j t ' /х  и ;  у  ' X t J x  * /  У х Н )  t t x -еУ 

у  ~(х * б *  ч у ) ' # 3  4 f .
** Подставив у "  и Л'" в левую часть уравнения, получим
у у у **X У / i  +t) t e x t *  - f j * f t  , 

т .е . функция у ?  x & x + х3+Лх'г удовлетворяет уравнению



/0 fj
x y  у  * / J -Х f  4  (является его решением).

6.8. Пример. При прямолинейном движении точки эависи 
мость пути от времени задана уравнением S-t'lF~( ^ - в сек, 
5  - в м ). Найти ускорение в конце четвертой секунды.

Решение. Ускорение в произвольный момент времени -6 
равно ( см.7.3): a U )  -  S '7 ^ ) Имеем

S'M  - < * > '*str; * 'U -tir)  - & *  V ф
В конце четвертой секунды ускорение будет равно

- 20 -

~ j j T  ^ ' “/***%  •

(6)

7. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИ

Иногда зависимость между X  неудобно задавать двумя 
уравнениями

\ Л  = V
где -6 - вспомогательная переменная, параметр.

Часто этим пользуются в механике, где параметр £ обоз­
начает время:, а уравнения (6) представляют собой параметр 
ческие уравнения траектории движущейся точки Ш ( х ,  у  ).

Исключая из уравнений (6) параметр t  ,.если это можно, 
получим у  как функцию от X  : y - f ( ^ f x ) )  ,. где i M  - •
Функция обратная к y / i )  • На практике исключение параметра 

бывает затруднительным, а иногда и невозможным.
Приведенное ниже правило.дифференцирования функции,за­

данной параметрически, не требует исключения параметра
7.1. Теорема. Пусть функция У от аргумента х  задана 

п а р а м е т р и ч е с к и : / Е с л и  в точке ^существуют

А  #;*<*>-,
производные , у+ и х± ф- О , то существует производная у ^  
в точке и^она равна

( у '  -) в х  ~ XT' '

I x . f M .  ?
Применяя формулу (7), мы получим производную у х как
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функцию от £  : - -̂ jr- = , т.е. зависимость^
от Л' также будет определяться двумя уравнениями (парамет­
рически): / , ■

/ / г  " ^
\ Х  = У  It) .  (8)

7.2. Замечание. Для нахождения второй производной 
нужно применить формулу <7) к функции ^  , заданной па­
раметрически уравнениями (8).^Получим

I  х  - ) ***
Чтобы найти производную тпе

(9)

найти производную третьего порядка >
нужно применить правило 7.1 к функций у ))х  и т.д.

7.3. Пример. Найти производные 'первого и второго по- 
, рядка функции, заданной параметрически

у = М п 34  , X - !  -  £  Л/» Л !
Решение. Применяя формулу (7), найдем производную 

первого порядка: / ,
,/ (J in  i )  J j t n  V  COJ t . Jsi'n

З а в и с и м о с т ь о т  jc определяется двумя уравнениями:

i / x  f ' /  ̂  r  ̂  * *  ^  1
Применяя формулу (9), найдем производную второго по- 

/  ,>РЯДКа: / ./ / ' . I

•

--̂ 3? Л /Z -tr
J , J i n J i

Имеем

- % S i ’n t

( ~ t ~ 4 - j t n J t H '  ~ J t - м и Jtd

X  ' /- J * " i  (

7.4. Пример. Найти уравнение касательной к эллипсу 

X  ~ ( co j  ir f  X J in . -£
” точке J (v , соответстчующей значению параметра -- Т
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Решение. найдем координаты точки»^: .
—= G ' 3(£ j ' ? = * • £

Найдем угловой коэффициент касательной. Имеем

Кеос. -  У  (%о)у ос}. ~ - 6 л / г £  J  *
Так как точке Ж  ~Ы'Ь соответствует значение параметр

И -- ”  у '(Ф -£ < У $ — г \
Подставим в уравнение касательной (3) координаты точ- 

к v J lo  и значение углового коэффициента:

следовательно, уравнение касательной к данному эллип­
су в точкеа/^£> имеет вид: ;Х  6 t & ~ 0 .  щ

8. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ 

Если независимая переменная ОС и функция^ связаны 
уравнением вида /- О , которое не разрешено относи­
тельно U , то это уравнение определяет Ч как неявную функ 
цию от ОС-. ^

Несмотря на то,что у р а в н е н и е — О  не разре­
шено относительноЧ , оказывается возможным найти произ­
водную от Ц  поОс:.

Правило дисМюренцирования неяйной функции заключает­
ся в следующем: если зависимость между аргументом и 
функцией этого аргумента^ задана уравнением F f a y / ~  С? , 
не разрешенным относительно У , то для отыскания произ- * 
водной от U по ОС надо продифференцировать это уравнение 
по ОС , считая при этом У как функцию Л- . Разрешая получен­
ное таким путем уравнение, содержащее Д 8 , У ̂ относи- 1 
тельно<И найдем выражение ДляJJ  ' через Jc и у  , т.е.^= 

^ CjC/j J  . Для нахождения^ Необходимо продифферен­
цировать левую и правую часть равенства ,
считая^/ как функцию т Х  , ч
полученное ранее выражение.

а затем вместе^ подставить

6.Д. 'Пример. Найти <4 1 , еели ОС? Л =  ^  
Дифференцируем по X ■: /&OJ' ~ ®

ФУ 7  ? Q
л



У З С Щ  - i - V  _ с у /  - х *

8.2. Шатен, Йуеть (?& + у  -  А
'J

C & e KУ + У ‘
Найти 

й ! /

(•
- £

Дифферёйцифуё# Ш  £

( * t 9+ * ) 2 ' = - e J  ; /  * - Щ 9 Т Г ' '

8.3. Пример. Пусть 3 h n J t  ~ -> _ Найти
Дифференцируем поX :  & *•»% ] « 5 '

£ С в Л * -  “  ^

3 ^1 0 1

У
у/

/-~ У &in'У
Z&/X

(*)

Дифференцируем (к) еще раз по Л:

Г ’ /
JL
У

- 5м Х  • J-"’ У  -  _

°  „ Я W * -  
in t jc . / / #  -f W X ' <щ у * V  -J ^ y :

16
ЦJinx, ■ S i f y  ч-Зш Ъ ? ■ u s# - 

ж » I f f
9. ВОПРОСЫ, ЗАДАЧИ
1. Дайте определение второй производной функции у  ' f t * ), 

третьей производной, производной П. -го порядка. *
2. Каков механический смысл второй Производной?
3. Как находятся первая и вторая производная функций, 

заданных параметрически?
4. Сформулируйте правило дифференцирования неявной 

функции.
Задачи

9.1 (А)Найти данных функций, 
зУ'+У*' - Ч  ЭСМ —  О

оси я i t  я  с/ J r о
& +  f - < r a - ( * y j  = °
%.*Л Я М - у Ь  » З х

1.
2.
3.
4.
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о. *Z  t £  - i
в У

6 . X - - i - ' Г у у -

7. X g* + X ' y  ~Л
9.2(л).Найти тангенс угла наклона касательной к кривой 

в точке М с (Я о , £/*')•
I. у е .* =  I х " ■
2 . ( x f g ) ^ J ¥ f x ~ y J

3. Л *  + Л * - . Л * * *
4. ( е ^ з с ) г  = х* + У
5. # * = - - х . г { п  £

6. Я у  - 1 т х < / г
7. У /х  i  х у  -  Я

9.3 (а). Найти
о ( х

I. а)

2. а)

6 a t

. /V ^  "*
6 . а ) ( м  j  ,

} * -  e ^ c ' o J - l  

l i f ^ e  4 с а Ч

гу
~*V> - У
х о -  я ;  у 0 - у  

■*> - - У/^. = *
' У  f  Jfo -У  

^ «’ ^  /* ^  •' /
- /  / “ «/

б ) (  я  -  l y  £  t  е£.у £

c /f  *

б ) / лг - a  (c-cj i  - t s m - i )  

a  (jin 't- 'teoHJ

6) / t

\ # S *T
6) / x  = a cod *-£

1 y -  a  den*Я

(  jc = e ^coj £

6)

j у  -  e  S( ci.£

Г JO - f f

i r  i t
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7. а) ( X  - Ы )

' 9
9.4 (а). Ня?ти

б) (  X  = cte-oj^

у  - a c c j i j i n i r

a V л: -a fx>336 6) Jx±6if*tf)

\ 4 = a Jin3i 
( ̂ ’ \ # ~ * *

в точке,где У

' А /У A-/? jK
fa ^ J

д).£ в точке (<̂ 'У )

*)(** at*

U * f * J
* # = & * * * * ?

)

/ Z
х

\ 4f~ *9 * '

г) 9 * № - )  ’

д)х — ̂ яс+Яу — Л — О в точке •Mfi/ i) .

^- - - м б ) ( х  -аъЫо1-& ' в ) у . - . ’>

\У = * Т -U  ’

тО х * +V*~ Л х  ■- С в точке Я/fa'/'f).

3- а) [ х  - й<яу Л

г)У
\$ / - & 4'

6 - Л х У
4. а)/ £ _ £  а  ̂ в точке М ( Ц  /) ; б) J х  = 3t^

t x i 3 ,

в) # ~ Г v --*4 а ч ы / 'л  X  ) ? ) j / " fn ( 4 i / f r x - i )  ) x t t i i y ,

5. а) /" i

Ui- e- Jin L

6 ) / a - .-- rt r<rwif 

j  у  ~ a Jin /
в точке J//kje>)t

Ъ)у= in d y  l/х  ; r)//r4 4g A -WJX. in ty  JC ;
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- j ? - 4 # ¥оч8© М  ( о ; i ) .

&. «У

V ’
= <?

.гД-

б) j  t
- ^ ^
^  в точке A l(~ £  >■$)',

ь ) у * х е  ) r ) f  * x.a>USHfi*x +ЛД-х*. е&1*#Ня-~4.г

$ У - & в точке M f £ i  ✓ /

7 - $ L &  * & M J m  i б) [ л  =<г
л  /

(«У' ̂  в точке JU /! ; -{ ) ',

Ъ )у  ZX  /Т+ X  ) г) у  -  х  ( J in  ( { f l - t j  J)'j

д) - 4  S Точке j k f - J / ' - j l ) .

9.5 (aIНайти производную указанного порядка

«• ; / V  / " i f
X

г . / > L ?  у
" /

b.f^cLiixW. ь,

У " ' * *

у 9.^ АЛ. Точка движется ПрйМоли'НеЙно Пс закону S (i)~
= ̂ —  J- /-i* ^ , .где 5  - коордйнйта точкй (й М), f: -
время. НайТй ее скорость и ускорений в Момент / =  Jd.

Определить момент времени, когда ускорение равно нулю.
2. По прямой движутся две точки. ЗаКЬН ДвШЙНйй первой

точки 5 * закон движения второй точки
S ^ /i) яг 1£ -У’1 • В какой момент времени точки имеют одинако­
вые ускорения? (5, и ^  - в и, £  ~ в с).

3. Точка движется по прямой так, что ее расстояние
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г $ -t

от начального пункта через t  сек равно 6  - -т—  Ш + f6 1  (~и
а) В какие моменты точка была в начальном пункте?
б) В какие моменты ее скорость равна нулю?
4. Точка движется прямолинейно, причем S - i ' i /'^".Най­

ти скорость и ускорение в момент i  = & с.
5. Точка движется прямолинейно с переменной скоростью 

I f :Г^тГ~-^=-(м/с). Найти скорость и ускорение в конце пер­
вой секунда.

6. Скорость точки, движущейся прямолинейно, определяет­
ся Формулой (м/с). Какое ускорение будет
иметь точка через 4 с после начала движения?

7. Материальная точка массы т. движется прямолинейно
по закону Л t - 3 t -гA t *  + . Найти действующую силу.
Указание:/^/;*#)^ 3  - в с,5 -  в м).

9.7(е). Написать уравнение касательной к кривой в задан­
ной точке.

I - f  х=
в точке при

2. х ^ ~ Л х у  -^ З у ^ -З у -З б -•о  в точке J ( d ; 3 3 .  

Ъ . Х ^ + у ^ ^ Л ?  в точке J d /3 ;* /) .
9 . 8 Показать, что Функцияy -JC +к'пЛл удовлетворя­

ет уравнению у %  ^  *
9.9(в1 Показать, что Функция у -  i * X ПРИ любых

постоянных £1 и удовлетворяет уравнению

9 Л 0 аД!Под каким углом пересекаются линии 
a )x 'i f y J =<f и у *  ~ Л Х ?

и J C * t y J t i y  -= 9  ’

4 у 1 = 4 и У х *  гг 4 ( d ~ y J  *
9 Л  тСЫНалисада уравнение касательной и нормали к ли-

б ) x * y - y J 
в) л 1 f

НИИ

в точке М  ( л ;  - 3 ) ,
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9.12ffijНаписать уравнение касательной и нормали к 
кривой x l- l x y  + s f - t y . =■ р  в точке J f . / ; t ) .

9.13(Я Найти производную п  -го порядка следующих функ­
ций:

Л) / =  т ~  ,  б) # = г п ( * * , < > .

9. 14(e).Формула Лейбница, применяемая для вычисления 
производной /г -го порядка от произведения двух функций и (x j  
и v(x), имеет вид:
у  ' - ( U  tr) - // г + П - и  г~ + ~Тл и  1-+..

Применяя формулу Лейбница, найти унесли у  ? х  *<? ~^fr
9.15 (fi Проверить, что функция у ,  определенная у рав- , 

нением алЫ у -  in  tx f f i удовлетворяет соотношению
, 3 c ( f y 'e ( x )  t d y

10, ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ
Пусть функция опредеЛёна в точке х и некоторой

ее окрестности.
10.1. Определение. Функция /^называется дифференцируе­

мой в точке х  , если приращение функции д у = / / х / А х )  - y/jy 
может быть представлено в точке л  в виде У-а х  tu(&x)-AXr, 
т.е. a y i : J . Ax  +°с( а х ) .  а х . <Ю)
Здесь Л - величина, не зависящая от а х  \ бесконеч­
но малая Функция высшего порядка малости,чем Ах ,т.е.

A i m  *<**>

(л)

А Х
~ О (II)

ДХ~>0
Если функция у  г J /x) имеет в точке х  производную, то 

по теореме о связи предела с бесконечно малыми и из опре­
деления производной следует,что

—#  - Х'(Х) + *L (ДХ)  ИЛИ
А х
Д у  -  f ( x ) > А х  t U ( A X ) .  АХ  , (12)

где ы/д*) ->о при а х  -> о  .
Сравнивая формулы (10) и (12), можно сделать вывод, 

что функция, имеющая в точке производную,дифференцируема
я этой точке. Справедливо и обратное утверждение,т.е.имеет
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место теорема. —>
10.2. Теорема. Для того,чтобы функция f ( x ) была диффе­

ренцируемой в точней’ , необходимо и достаточно, чтобы она 
имела в точке х  конечную производную •

Функция, дифференцируемая в каждой точке интервала 
(в ,  (  ), называется дифференцируемой на (а,  О  •

Существует связь между дифференцируемостью и непрерыв­
ностью функции.

10.3. Теорема. Если функция ̂  = /^/дифференцируема в 
т о ч к е , то она непрерывна в этой точке.

Действительно, если Функция дифференцируема, то её 
приращение можно представить в виде (Ю),а следовательно,,

/ е'т л у  «. tint ( ■  А х  +U(&jc)I Ах)  *■ О  f 
А Х } С  Ал ->t>

т.е. j f a ) непрерывна в точке х  .
Утверждение, обратное к теореме 10.3, несправедливо, 

т.е. не всякая функция, непрерывная в точке х  , имеет в 
этой точке конечную производную.

На рис.2 изображен график непрерывной на функ-
$ шт • в

точке х - с  эта функ­
ция непрерывна, но 
не имеет конечной 
производной, т.к.

и в точке 
3 3/-Х Л -С5 
'V, Пусть Функция

g - j h )  дифференцируе- 
Рис.2 4 ма в точке х  .Тог­

да приращение функции можно представить в виде А у  /
■f-d (А х)-Ах t т-к- в общем, случае /'/яг)  фо , то при пос­
тоянном х  и ах ->с произведение / '(х)-а х  есть бесконечно 
малая величина первого порядка относительно а х , а Ы-(ьх)-Ах 
-есть величина более высокого порядка, чем А х . Таким обра­
зом, приращение A if Функции состоит из двух слагаемых, из ■ 
которых первое слагаемое f  (л)А х есть главная часть при­
ращения, линейная относительно л.л .
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10.4. Определение. Если приращениел у функции у  -J fx )  

j точке X может быть представлено по формуле (10), то глав­
ная часть приращения J . a j , линейная относительно дх назы­
вается дифференциалом этой Функции и обозначается ch или
т . 7

, Из определения следует, что 
dig :  4 '  АХ .

Анализируя формулы (10) и (12), можно сделать вывод, 
что дифференциал находится по формуле

d g  - /  Г( х ) й х (13)

Поскольку для функции iJ 'X  имеем olg = о /х  - / 'Д л  - Д х  j 
то для независимой переменной о(х -  Д х > и дифференциал 
(ft) можно записать в виде

( t y -  f  f{ x )  Ы х . (14)

Из формулы (14) следует, что’’

./ ><х)  *  »
т.е.производная функции равна частному дифференциала функ­
ции и дифференциала аргумента.

Можно показать,что формула (14) для дифференциала 
функции остаётся неизменной и в том случае, когда X  являет­
ся функцией другой переменной.

10.5. Свойство инвариантности дифференциала. Дифферен­
циал функции равен произведению производной на дифференциал 
аргумента, независимо от того, является аргумент независи­
мой переменной или функцией другой переменной.

Например, U (J iv  * )  = со / X. do t

c i(i< n  i t )  coi и  ■ d u  ,

где и (х)- любая дифференцируемая функция.
. 10.6. Геометрический Смысл дифференциала. На рие.З

изображены графики некоторой дифференцируемой функции
и касательной к ней в точке В ))• Выражения 

АХ Щ --//-6t&Jj-jt/o)геометрически означают
соответственно длины следующих отрезков: f C j J e i  ЛС,‘ Ж '
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Л 1 с
о X-J-AX Рчс-З

Так как то c b  - У { х 0) - 4 Х =  U C fty  X  =r)#M l,
следовательно, дифференциал функции равен приращению орди| ; 
наты касательной, когда х  меняется от значения Z -J ^  до 
значения х  = Х<ХАХ,

В малой окрестности точки х 0 график функции у -У /x J  
и касательная, проведенная к нему в точке (хс, j-/-Xo)) » 
близки друг к другу. Из двух рассматриваемых линий каса­
тельная является более простой. Если в окрестности точки 

кривую заменить отрезком касательной (линеаризация функ­
ции), то для значений d ( X o f & x ) получаем приближенную 
формулу

£(Хо1-&х) £  f{ J b )  t f  /’(-Хо)ДХ . (15)
Погрешность этого приближенного равенства является 

бесконечно малой более высокого порядка, чем АХ. Например, 
для функции, изображенной на рис.З, погрешность значения 
J-(X) f d x j  , вычисленного по формуле (15), равна длине от- 
резка£/К.

10.7. Основные правила нахождения дифференциалов. 
Пусть С- произвольная постоянная, a U и Т ~  дифференцируе­
мые функции, тогда справедливы следующие формулы:

в произвольной точке X  •
Решение. Найдем производную
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/ ( * )  * £&**& &  ‘4 х"л&  =
(X*t C
I'CT

Согласно формуле (14) дифференциал данной функции бу­
дет равен :1 у  - O t c t y  ‘' я  у

10.9. Пример. ДанЬ функция у  - З л  ^ И я  У  
a y  нс/ y l )  при произвольных значениях ж и аи;
2) при пепри переходе от значения я,. /  к значению л  / 

Решение. I) Пусть % и ^произвольны. Имеем
* А /"/У X /-Ля ) - - ‘V ~ ( З л ' 3 я  ’/J

■* f J x  у Нл ч - f -Ил И'л /• ■/

Определить 

^  « 3  .

A y  -  J ( X t A x )
+ £ Х ' Л Х  f 3  А л

И и /

* (£х+_а~)л х  гЗ - АХ 'г .
Дифференциал данной функции будет равен

d y  = ( 3 л  * t  З 'л  - V j -  d x

® . d y  ~ (б л  / 3~) d я  f ( d я  - л х ) .

Сравнивая сиу, видим, что/^является главной частью 
приращения, линейной относительно'/!-'. Второе слагаемое 
является бесконечно малой более высокого порядка, чем <хл .

2) При переходе от точки Х ,Я ^ к точке и, цО перемен­
ная 3  изменяется на величину л х  4,03 4 С 0 3 •

Вычислим приращение л у  и дифференциал при х 0  '
И О х - 1)0 3- Получим

А у  ^  { е - */>$)•  0, 0 3  f  з- у о, ( 3 )  су. е / л  у

d y  -  (у ;- ' /  * у ) о, об  ■ с>, г у  г ( > .
Погрешность Приближенного равенства ,у . :  d y  равна цоеП/.

И .  ВОПРОСИ, ЗАДАЧИ 

Вопросы

1^)Дайте определение дифференциала.
2(я)Каков геометрический смысл дифференциала?
3^)В чем состоит инвариантность формы Г* дифференциала? 
4(/|Дифференииал функции в некоторой точке г равен ну­

ле при любом приращении аргумента. Что означает ото геомет- 
рически?

ь Щ л я  всех XL. некоторого отрезка СО, 6J диФФерен- 
|ЦИ*х функции больше,(меньше) приращения. Что можно сказать^
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о графике функции на этом отрезке?

б(Е}Дпя каких функций дифференциал тождественно равен 
приращению?

Задачи

11*1 (а). Найти дифференциал как главную часть прираще­
ния функции, линейную относительно а х .

I. V * 5.

г.
3.

ж. 6.
«• X  - X  3 7.

У/

4. у  =■ У ~ Л х * + З х
II.2 (/^Пользуясь формулой вычисления дифференциала,

^найти дифференциалы следующих функций:

I. а) а  =  €  i t / l  f /яЗш К т

г) у = Х > ,3 J L -
Л я

2. а) у  =ci eoJ3^c

* ) у = ё * * ( л ж - д
3. а ) у е  10 /  COJ З Х  б) у  ~Х> f ’ d t 'a x  
в) L

д) у =  а л* 4 у  / х 1 -1
б)у ~  JtC licty в) COd^X-

v )y = e a t-c ty  р л З -У

У* X -4.

в) у = X  • S ' * * ‘п х
5. a) t /  =
• & ал««

т )х*£*С  * * д)у - а л ^ -ecd / Т 'З я  

б )  ^avccoJ Зх
о  ./г-г:

г)у = х е .

6. а) у  =

fa г *
А 3'/*

У

v ) t / = e
г я  У^~Л-./г в) С'- -rf i — z=—s~ 

д) у  = ( н - л ’л  х )

б ) у - -

= х а г х & 'л  У/г X  

3 / - Г & л  4jc__________ d r^ f—
fifty fx-я) г) у - / ffx-* Д} -f

7. B.)y=a%txx)j~  б) л  =ал*/у ̂ -зУп
—t- r  з  ^

в)/- &>ул  Леа X  г) х  - ( £  Се* * -Л )

& * * + ууп J d r



II.3 Ы.Сторона квадрата 8 см. На сколько увеличится 
его площадь, если каждую сторону увеличить на 0,5 см? на 
0,1 сМ? Найти главную линейную часть приращения площади 
этого квадрата. Оценить относительную ошибку ' f  - /4̂  )

при замене приращения его главной частью. .
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