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Метадычны дапаможшк прызначаны для студэнтау першага курса 
Ĵ cix слецыяльнасцей з мэтай дасягнення большей эфектыунасщ 
практычных заняткау i стымулявання самастойнай работы студэнтау.

Дапаможшк складаецца з Зглау:>‘Нявызначаныштэграл”“Вызначаны 
штэграл”1“Прымяненне вызначанага iimrpanaf.’ Кожная глава утрымл!вае 
тэарэтычныя пытанш, заданы i практыкаванш двух узроуняу складанасщ 
для аудыторнай i самастойнай работы, а таксама для самаправерю.

Заданы i практыкаванш, пазначаныя л!тарай А (першы учровень 
складанасш), утрымл(ваюць абавязковы мпнмум, яи пав1нен засво!ць 
кожны студэнт.

Лггарай Б пазначаны заданы i практыкаванж другога Узро^ню 
складанасцг Наяунасць пытанняу для самакантролю дазваляе зраб!ць 
самастойную работу студэнтау больш асэнсаванай.

Для большасш задан дадзены адказы.
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Глава I. НЯВЬВНАЧАНЫ 1НТЭГРАЛ
/

1.1. Паняцце винвьпнаманага жтэграла i яго уласшвасш

Тэарэтычныя пытанш
1. Даць азначэнне i прывесш прыклады першаюнай
2. Сфармуляваць i даказаць асноуныя уласшвасш першаюнай.
3. Прывесш прыклады функцый, яюя не маюць першаюнай сярод 

элементарных функцый.
4. Даць азначэнне i прывесш прыклады нявызначанага штэграла.
5. Сфармуляваць асноуныя уласшвасш нявызначанага штэграла.

6. Даказаць, im o j f( k x  + b)dx = —F(kx + Ь) + С , дзе F(x) 

першаюная для / (дс).
7. Зашсаць таблщу асноуных нявызначаных штэгралау i праверыць 

формулы дыферэнцаваннем.
8. Прывесш прыклады нявызначаных штэгралау, якзя не 

выражаюцца праз элементарныя функцьп.

З ад ан м  для ауды т орн ай  р а б о т ы

А
1. Знайсш штэгралы з дапамогай ix уласшвасцей i асноунай таблшы 

штэгралау. Вынна праверыць дыферэнцаваннем:

1) J(6x2 -  ifx2 + &)dx;

3)

5)

7)

9)

f 7 - j r V + 4 x  ,J - - - - - - 2- - - - -X
г4 + sin3 х .
— 2-----dX-Sin X
гЗх - Г  .
/— А ;

I
dx

л/з + X

2 ) i (b w )dx’

4) / (2 + ^ > - dx;

6) f

8) {

10)/

x-Jx
dx

dx

y ls -S x 1
dx

6 - x 2

2. Вядома, што J f ( l a  + b)dx = jF ( k x  + b) + C , дзе F (x ) -першаюная

для f ( x ) .  3 дапамогай гэтай уласшвасш знайсш штэгралы i вынш



праверыць дыферэнцаваннем:
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1) Jco s2xd!x; 2) Jsinydx;

3) j e ^ d x .

л 5*+  7

7) /(3-х — 1) ,0с6с;
»)|  * , ■  1 1 +9xJ

Б

3.Знайсщ urn грады:

1) /tg2X dx- 2) JcosJ 7̂ dx \

3 ) J (1 + Jt);  dx,
J x(l + xj )

,4 f V2 + X2 + V2 — JC2 J

5>( ^ 7  Л ;

< > j icos jcsin X 

• 6) f (2 *  + l)J + 9 '

8>f Лx + 4x

4. Знайсш штэгралы:
•l

1) / (« Х *М *)+ « 4 *К (*))Л ; 2) № * ;  1 u(x)
3) \<t‘^u\x)dx.

5. Знайсш раунанне jimii, якая праходзщь праз пункт Мо(0;-3), каш 
вядома, што вуглавы каэф1цыент датычнай да гэтай крывой у пункце э

абсцысай х роуны —!— .

Заданыi tym самаст ойнай работ ы

А

6. Знайсш штэ грады Вышк) праверыць дыферэнцаваннем:

0 J ( ^ - - 4 * * + 5 ) A ;
2) } ( ^  + 1).Л & ;



-6-

7)J
dx

9 + x2

9)

» > J
V 4 - х 2 т/4 + x2

dx

)dx,

2 X sin — 
3

4 ){
6 -c o s 5 X 

cos2 X
Л ;

, 5xe’ - 4  6) J -----------dx ,
x

dx
4 * - , -
10) Jsin(3x + 2)dx ; 

12) J (1 -  lx ) 1 d x .

7. Знайсш жтзгралы

1) Jctg2jc<abc ;

3) J
J x2(l + x2)

*)J

7>J

cos2x
cos2 xsin2 x «c*;

dx
9x2 + 6x + 5 ’

Б

2) J  sin2 ^ ;

4)i i±W Ldx;

6 ) j ^ t d E ? . d x :

8>J
V 16-x4 
dx

Vx2 + 2x + 3

П ыт анм  для сам оконт ролю
8. Назваць 3-4першакныя для кожнай з функций:

1)/С*)*4**; 2) /(х) “ cos3x; 3) Дх) = 2х.

9. Знайсш /(*):

1) J /(х )Л -  2arctg^ + С; 2) J /(х)Л  -  ln|x + Vx2 +з| + С,

10. Ц1 э’я^ляюцца гэтыя ро^насш правшьнымг

О J(«'(x)v(x) + u(x)v'(x))dx .  и(х)у(х) + С; 2) г »'(*) ф _ 2fi(x )  + С ?
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11. Знайсц! жтэгралы:

1) J /ЧЗдi)dx , 2 )/ / '( *  + !)<&;

12. Матэрыяльная кропка рухаецца прамалжейна з хуткасцю V=3cos< 
i у пачатковы момант 1=0 знаходзшася на адлегласщ s=l ад пункта адшку 
Вызначыць залежнасць шляху S ад часу (.

13. Прывесц1 прыклады нявызначаных жтэгралау, яюя не 
выражаюцца праз элементарныя функцьн.

1. Сфармуляваць уласшвасць шварыянтнасш нявызначанага
жтэграпа.

2. Расказаць аб метадзе im-эгравання шляхам падвядзення функцьн 
пад знак дыферэнцыяла, прывесщ прыклады.

3. 3anicaub i даказаць формулу замены зменнай у нявызначаным 
жтэграле

4. 3anicaub i даказаць формулу жтэгравання па частках у 
нявызначаным жтэграле.

5. Запюаць асноуныя тылы iHTTrpanay, яюя бяруцца метадам 
жтэгравання па частках. Для кожнага тыпу вызначыць спосаб разбтання 
падынтэгральнага выразу на и i dv

14 Знайсж im-згралы шляхам падвядзення функцы! пад знак 
дыферэнцыяла:

1.2. Асноуныя метады 1нтэгравання

Тэарэтычныя пытан Hi

Задан hi  для аудыт орнай работ ы

А

dx -  d(x + b) = —d(kx) = —d(kx + b) 
к к

г d (x -  2) 
J (x-2)j +1

6) |sin(^ -  1 )dx;
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7 )| 2 3- ^ ;

9) / Л

8) / (7л -9 )6Л ;  
dx

V M 4 7 + ^ ’
JO) /

л/л - 4л + 7

ла!л = ^</(л2) = ^ й1(л2 + 6) = ^ d(kx2 + 6)

11) je^ xdx  = ^/е*</(л2) = ■■.;

13) / . X<*X _  = |d(4 + 3л2) = 6лс<яЬс| = -  f —
4  4 7 7 7 7  1 1 6J VJ

12) /лсо8л2<2х , 

1 ,</(4 + Зл2)

14)/

16)/

18)/

20)/

л/ 4 + Зле2 
3jk&

9 - 4 л 2 ’ 
xdx

л/л4 -гЗ'
л2<& 1 , </(л3)

= i f—  «2 „Эч225 + л6 З2 52 + (л3) 
x 2dx

47-

+ Зл2

” >/

17)/

19) /

21) /

лЛг
(1 + 5л2)2

лс&

47- х
x 2dx

S m V
Зл2^

л/9-л6

совлаЕг = c/(sin л) = rf(sin x + b) = —d(k  sin x + b)
к

22) / sin3 л cos xdx = / sin3 Л£/(зт л) < 
r cos xdx 1 ^ (З в т л  + 7.)

’  J Icin V i7 ~  J

24)/-

3 sin л + 7 3 J
cos xdx

4 -  sin2 л

Звтл  + 7

2 6 )/3

28) J -

dx
cos 2x
dx

(1 + *  )arctgx

30) t ™ j £ r J L dx , 
J С084(Зл -1 )

32) /
5л + 2л 
1 + л4

-dx;

25) /е 

27)/

r sin xdx ;

arcsin x

4 7 7 7
29) jtg5xdx, 

e xdx

dx ;

31)/

33)/

4 4 - e 2x ' 
2X dx

4 7 7 1



15 Знайсш штэгралы метадам замены зменнай:

2)1

4 ) J

6)/

А

з/x+V* *
dx

лз/л + 4 ’ 
x2dx

(7.x + З)4 ’ 
dx

х = <4, А  = 4i 

л/л = t2,\[x =r

r4fsA

A
! + Vjc + 1 ’

dx

3)1

7,Ы Ь  (” «Ve* +1

16. Знайсш штэгралы метадам штэгравашм яа частках

1) 1(3х + 4) е“*А  :

2) 1л c o s - А ;

4) 1л4 In лА ;
6) 1 xarctgxA;

ц = Зл + 4, du = ЗА 

dv ж e~*dx,v = - е ”"

3) J (x J + 3*) sin2x A ; 

5) fa 

2) 1-

5) 1 arcsm ЗхА , 

г arcsm хА
VxTT

» 1

17. Знайсц! штэгралы: 

7л - 5
4л2 + 4л + 10

- А ;

.. f arcsin 2л + 5л .
3)1----А ;

5)1

7>1

Vl -  4л2 
sin дг cos*

Vl -  sin
А ;

А

лл/х2 - Г
9) |з/4-л2А ; 

11) j j »5 е4>А ;

А

x 2-Js2 +16

л ■

ЛК'
f 2

f Зл +10
2) Г г -  - -  г А ;
■ у6л — л2
4) 1 (Vcos2x + sin 2л)3 А ;

6) 1^ U ;
2 1 + л

8) 1еЛ А ;

10) Jln5(x + 1)A;

12) je~*cos3xA;

t/l + to л
л1пя

А .



ЗаданШ  для сам аст ой най  р а б о т ы  

А
/

18. Знайсш i награды шляхам падвядзення функцьп пад знак 
дыферэицыяла:

-10-

dx
О J-

J (2лс + 1) +9 

3) fx  cos(3 + x2)dx,

5 )/ -------- ~<*х>

2) f -

4) |s 

6) J e '

dx

V4 - (5jc - о2 ’
4) Jsin2 lx  cos3xc£t;

dx _ 
yj3~4x ’

2 *  cos -  
2

xdx
5x2 » ) J

9 ) ji± 3 1 n

x2dx

J l - x 3

» > /
е'йЬс

io) /2- 4 ;
JC

12) J arcsm jc

V l- x JVe2* +1

19. Знайсщ iHT3грады метадам замены зменнай:

Л .

xdx
77Г\’

dx

IT T W x ''

S ) f  - +- . dx; 
J (2jc - 1)5

Of

3)/

2>W
4) |дгл/3 -  з А ,

6>b= (ix.

20. Знайсш 1нтэгралы метадам {нтэгравання па частках:

1) /(1-4*) c ’ dx. 2) J(3* + 2)cos*a!r;

3) / ln(* + 3)dx ; 4) J * 2sin jd x ;

5) / arccos Ixdx ; 6) Jjcarctg*a!x.
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21. Знайсш штэгралы:

1
xdx

3) J

\[x* - i [ x  
sin x cos xdx

л/cos2 at- sin2 x

y j4 x -x

5) | aicig-Jxdx;

7 ) J  A

I)/

4) ^х(4-1п" x)'
6) Jx  sinxcosxoix;

2

lnxatx

x2cbc

lVT 2jt 8)J I—  
v 9 - :

(x = 3sini);

9) |
<2x

V(4 + ^ ) 3
(x = 2tg/); 10) | cos(ln x)dx.

З а д а н м  для сам окон т ролю

22. Зашсаць уласшвасць шварыянтнасщ нявызначанага iirorpana.
23. У штэгралах у стаешь адсутны множнж:

1) J 4 ' ’ [ ]d* = J 4'*</(,’ ) ;  . 2) Д

3) J  (3tgx - 1)6 [ -  J(3tg* - 1)6 </(3tg* -1 )

24. Назваць функцыю, якая будзе падводзгцца пад знак

dx

дыферэнцыяпа:

1) Jx 2(5 -2 x J ) 'd * ;
2 ) J

Ч | *  ;
jcv3 + In jc 4>J

(l + tgx)cos2 х ’

Ш ы.
а/х

2$. Зашсаць формулу замены зменнай у нявызначаным ппэграле.

26. Назваць Bin падстаноум для !нтэгравання мстадам замены 
зменнай: Л

1

| ,( 7 П Т Л ;
,  f 2х -  5
3) I г  dx 9

ЧЗх + 5)4

2)/тДтЛ; 
у х + 2

x ’ V l - x ’
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27. Знайсш 1нтэгралы двума спосабамг 1) падвядзеннем фуикцьп пад 
знак дыферэнцыяла; 2) заменам зменнай:

2 )1
In xdx

х(4 + In1 jc) 3) f  "
dx

28. Зашсаць формулу штэграваиня па частках.

29. Разбщь ладынтэгралыш выраз на и \ dv для штэгравання па
часпсах:

!) |{iJ -  6x)sin Ъх/Jk ;
3) !*агссо82.ж£г;

30. Знайсш зитэграл |\f9~x2dx двума метадамг 
1) знтэграваннем па частках; 2) заменам зменнай.

2) |!n3 xdx ;

.. f arcsin л[х ,4) I --- --..--dx.
s VTT?

1.3. Мнтэграваине рацыянальных функций 
(дробау)

Тэарэтычиыя пытант
1. Даць азначэнне i прывесцз прыклады; 1) рацыянальных дробау 

(функцый); 2) правшьных i няправшьных рацыянальных дробау,
2 Як раскласцз няправшьны рацыянальны дроб на суму 

мнагачлена i правшьнага рацыянальрага дробу?
3. Зашсаць у агульным выглядзе прасцейшыя рацыянальныя дробы. 
4 Выкласш метад штэгравання прасцейшых рацыянальных дробау 

I—111 тыпау.
5. Сфармуляваць правша раскладу правшьнага рацыянальнага 
дробу на суму прасцейшых дробау.
6. Сфармуляваць i даказаць тэарэму аб юнаванш нявызначанага 
штэграла ад рацыянальнай функцыг

З адан ш  для ауды т орн ай  р а б о т ы  

А

31. Назваць, як1я з дробау з’яуляюциа : 1) правшьнымц
2) няправшьнымг
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Выдзелщь цэлую частку у няправшьиых дробах:

1) х + 5 ’ 
Ъх1 -1

3)/ г Г
V 2

5)

2)
7х

х + 5 ’

«>

х ‘ +4  
2х5 - З х 2

DJ

5)1

X- 2 х* + х + 1

32. Знайсщ штэгралы ад прасцейшых рацыянальных дробау:

dxdx
2) |(1 + 2х)3

2х + 3
4) J—г----------- dx;

х2 +Зх + 7
5х + 3

6) f—--------- d x ;
х -  х +1

2 х -7
х +4х + 13 

9 -З х

dx;

dx2х + х + 1

33. Раскласщ дроб на прасцейшыя, не адшукваючы каэфщыентаУ

7х2 + 5 _ 
х ( х - 4 ) ъ '

раскладу:

1) 5х + 6 = ^ + f l + C2 ; 
(х -  1)х2 х -1 х х2 2)

з
х -1

4)

сч х2 +4х + 1 
’ (х2 -  1Хх + IX-*2 + 9) ’

дс3 — JC2
7) —Г ~ — ------

(Х4 Т 16X ^ - 8)

6)

(х2- 5 х + 4Хх2- 5 х + 7 ) ’ 
х -  2

х2(х2 + 4 )2

34. Знайсщ каэфщыенты раскладу А, В, С  (л!чыць х ровным 
караням назо^нжа: х=0, х=1,х = -2):

Зх -  7 А В С+ - *— + -
х (х -1Х х  + 2) х х - 1  х + 2 ’

Зх -  7 -  А(х -  IX* + 2) + Вх(х + 2) + Сх(х -1 ); 
х = 0 : -7 --2 / 1  =>/1 = 3.5,....

3 5  Знайсщ каэфщыенты раскладу А, В, С (лмыць X ровным караням

I
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З ад ан м  для сам акант роЛ ю

44. Загасаць, яюя з дробау з'яуляюцца правильным!:
/

З г -  7 у

3 ) 6V r

х + Зл

*) "г 5Х ,х + х + 6

45. Зашсаць, якы з дробау з'яуляюцца прасцейшым!

1) 3 ;2л + 7

3 ) ~ - ~ Х ■; 
х + л -  2

— 1

V V
46. Не раскладаючы дроб, назваць парадак к мнагачлена У яго цэлай

частцы:

5х5 + 4 
л +1

4 ) ^ Х\ т > п ).
Р Л *У

47. Запоушць прабелы у раскладах дробау:

1) ? = 2х + 1 ; 
л4+ 3х2 ?

л3 + 1 2 л -4  ? 1 ?
? л л2 л2 + 4

48. Выдзелщь поуны квадрат:

1) л2 + 6л + 10;
3) 4л2 + 4 л + 10;

49. Знайсщ штэгралы:

2) л2 -  Зл + 1; 
4) Зл2 + 2л + 4.

f 6л + 5
1)J 2 - ,Л ;л2 -  л + 2

f 5л2 -  л - 5
3) J —=----------- у<*г;

2 (л2 -  л - 2)2

2 ) Ь ^ * ;л -  л -  2

4 ) / ^ .  л + 4л



50. LJi юнуюць рацыянальныя дробь», штэгралы ад ямх не выражаюцца 
праз элементарныя функцьп?

Кал! icuyioub, то прывесш прыклады.

-17-

1 .4 .1нтэграванне функций, мкш рацыяишвьма 
залежаць ад трыганаметрычных

i

Тэарэтычныя пытанш
1. Даць азначэнне i прывесш прыклады функций, яюя рацыянальна 

залежаць ад трыганаметрычных.
2. Сфармуляваць i даказаць тэарэму аб гснаванш нявызначанага 

штэграла ад функцьп, якая рацыянальна залежыць ад трыганаметрычных 
функций.

3. Якая падстаноука называецца ушверсальнай трыганаметрычнай? 
Kani яна прымяняецца?

4. Яки! падстаноук! прымяняюцца для знаходжання штэграла
J 7?(sin л, cos x)dx,

кал» падынтэгральная функция рацыянальна залежыць ад sin x,cos х i
1) няцотна па sin х ;
2) няцотна па cos х ;
3) цотна па sin х i cos х ?

5. Сфармуляваць правша знаходжання штэграла J  sin" xcos” х ек ,
Kani >' '

1) т - няцотны л!к, а л -  адвольны;
2) п - няцотны лж, а т - адвольны;
3) m i n -  цотныя лш.

6. Сфармуляваць правша знаходжання umrpanajf j  tg'xcbc, 

jc{%” xdx .

Задана! для аудыт орнай работ ы

51. Знайсщ 1нтэграль̂  з даламогай ушверсальнай трыганаметрычнай 
падстаноукг j'

dx
» ! ё
3)1------ —* 1 + 5Ш X +

COS X
dx

COS X

2> I H r — ;* 5 -  4 sin x

4 > r l * 2 2 “ * .
* Oin V3 -s in  х
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52. Знайсш штэгралы з дапамогай падыходзячых падстановак:

1) J  cos4 jc sin xdx, j
/

, cos3 x
3) J ,  :4 -s in  x

5) J  Л
3 3 sin2 x + cos2 x ’

f sin xdx 
(1 + cos x)3 ’ 

.. f sin2 x 
4) ' с „ , Э А ;

6) J  A , .
3 4 -  5 sm2 де

53. Знайсш штэгралы 
трыганаметрычных функций:

ад цэлых дадатных ступеней

1) J  sin4 2x cos 2xdx; 

3) Jcos5 xdx ,

5) J  sin4 xdx ,

7) J  sin 6x cos xdx ;

2 ) J cos2 jc sin3xt&; 

4) Jcos2 3xdx\

6) Jctg 3xdx ,

8) J  sin 5x sin 2xdx.

Б

54. Знайсш штэгралы:

1) (cos4 — sins — dx\ 
3 3 3

3) J  Л  ;
1 ctgx + 2
f sin xdx
J • 3 3 » sin X + COS JC

7 ) / .  A  ;J sm x sm 2jc

sin X

O f  , A  . ;COS X Sin JC

6) J  A  -
(a sin x + bcosx )  

f 1 -  sin x + cos x ,8) J , . dx.
1 + sin JC — COS JC

Задант  для самастойнай работ ы  

А
55. Знайсш штэгралы з дапамогай ушверсальнай трыганаметрычнай 

падстаноукг

' ) / ,  f  ;' 5 - 3  cos jc
r dx 3) f
3 sin jc + cosjt ’

2) J  *  ;
3 5 + 4sinx

4) J  2 ~ S'n *  <&. 
1 2 + cos*
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56. Знайсш штэгралы з дапамогай падыходзячых падстановак:

1) [cos3 хdx,

з )J
sin3 x
cos5 x

5 ) J ^
sin X

dx, 

d x ;

57. Знайсш штэгралы:

1) [  sin2 у  d r;

3) [  cos4 xdx ;

5) J sin x cos 3xdx;

58. Знайсш штэгралы:

1) [sin1 - c o s 3 - d x ,
S 2 2

3) [sin x sin 2xsin 3xdx ;

f cos 2x , 
5) [  . 4 4 dx,sin x + cos x

2) J

4){

COSJC
(1 -  sin X)3 

dx
4 •COS X

dx:

6) [tg4xdr.

2) [sin2 xcos3 xdx;

4) [  sin5 xdx ;

6) [cos2xcos5xdr.

Б

2) [  cos6 xdx:

4 ) [

6) [

cos x -  sin x .
------------- Y-dx,
(1 + sinx) .

3tgx + l
2sin2x-5cos2x  + l

dx.

Заданш  для самоконт ролю
59. Запкаць, яки э функций з я^ляюцца рацыянальным1 ад sinx i 

co sx : .

1)

3)

sin3 x
2 » COS X

Vcos2 X 
2 + sin x '

2) cos4 x ; 

.. 1 -c o sx
V 4) —1 sin X

60 Затсаць, яки з функций з'я^ляюцца hsuothumi па sin дс:

1) sin3 xcos2 x , 1 + sin x ,
cosx

3) sin 2x 
4 + cos x
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61. Затсаць, яюя з нггэгралау бяруцца з дапамогай надстаноук! 

sin х = t :

1) Jsin2 jccos1 xdx; / '  2) Jens'1 xdx, 3) f COSX dx
1 1 + cos2 X

62. 3anicaub, яшя з жтэгралау бяруцца з дапамогай падстаноую 
tgjc = /:

1) Jsin2 jccos4 xdx, 2 ) J t g ’ jidx;

63. Знайсш штэграпы:

1) jeo s4 xdx; 2) J —

64. LJi 1снуюць функцьп ft(sin x;cos x) , рацыянальна залежныя ад 
sin л,cos jc , 1нтэграпы ад яюх не выражаюцца праз элементарныя функцьн? 
Kami юнуюць, то прывесш прыклады.

5 .5 .1нтэграванне фашьшмальиых функцый

Тэарэтычныя пытант
1. Загпсаць, яюя падстаноую прымяняюцца для вьшчэння штэгралау

вщу:
1) j  R(x\ '{lax + b )dx ; .

2) j / i(x  J ^ ± ± ) d x  ;
V cx+ d

3) j  R(x,"i[x-,"l/x\..:,"*/x)dx,
дзе падынтэгральная функция рацыянальна залежыць ад указаных у 
дужках аргументау.

2. Сфармуляваць i даказаць тэарэму аб гснаванж нявызначаных 
жтэгралау 1) -  3).

3. Затсаць, як1я трыганаметрычныя падстаноую прымяняюцца для 
выл1чэння жтэгралау вщу:

4) \ R (x ,Ja 2 - х 2 )dx,

5) \R(x J a 2 + x 2)dx;

6) jR (x ,y lx2 - a 2 )dx.

3 ) }
dx

cos2 jesin4 x

dx
sin  jc + cos JC
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Заданш  для аудыт орнай работ ы  

А
65. Знайсш штэгралы: 

dx
О Ь =?-------------V *2 + 6* + 5

3 ) J  + :Ф ;

5) 1 з

7>1

V*2 + 2*  + 2
dx

Ц5х -  3 -1  ’ 
4xdx

9 ) }

(V ^ -3 )6 '

66. Знайсш штэгралы:

1Ч f Vl + V* j_

3) j W » - * 2dic;

2)/
t/2jc - x

■Jx + 3
dx:

6) |
Vjc + 3 +1 

dx

2 V T W T
dx

V3 + 2x + j 3  + 2 x ’

10) J a  .

Б

2 )  / V 3  +  4 д г  -  4 x i c 6 c ;  

dr
4>J

6) f

‘ ^ - 4 ’
x -1 die
Jt + 1 x2

Задант  для самаст ойнай работ ы

67. Знайсш штэгралы:

dx

4 х2~-Ах + 9 
х +1

II
1

5 ) }

t/Sc + 1 + 1
<ь

V ?  + 2>/х

dir;

3>Ь г т

dir

(i + V* )5 ’
6) JV t (2 + 4 x )6d x ;
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7)J
dx___

х^4 + х 2
8) J

dx

x 4 \ 6 - x 2

68. Знайсщ itrorpanu:

*>/
dx

3) -  JC t& 1
X  X

Б

2) /л/з -  2x - x 2dx ,

4) j x i \ j^ 7x2f d x .

З адан т  для сам окон т ролю

69. Зашсаць, э дапамогай як1х падстановак можна вьшчыць 
штэгралы:

«)/
dx

\Tx + J~x'
( Ух + 12) |-------- Л ;

х + 4
3) jyfx(3 - Vx)' А .

70. Затсаць, з дапамогай яих трыганаметрычных падстановак 
можна вьшчыць штэгралы:

Глава 2. ВЫЗНАЧАНЫ Ш ТЭГРАЛ

2.1. !н'0 1 фШ1ьмая сума. Вызначаньо штэграл, яго ^лаевдвасщ!
*

Тэарэтычныя пытаныi
1. Як будуецца штэгральная сума f(x) на [а;Ь]?
2. Яи геаметрычны сэнс 1нтэгральнай сумы f(x) на |я,'6]?
3. Што называецца вызначаным штэгралам?
4. Яи геаметрычны сэнс вызначанага 1нтэграла?
5. Ли эканамгшм сэнс вызначанага гнтэ града?
6. Кал! !снус вызначаны штэграл?
1. Яия галопный ynacuiaacui вызначанага штэграл а вы ведаеце?



Задамиi для аудыт орнаи работ ы
-23-

Не вьшчваючы штэгралы, адкажыце, яюя знаю яны маюць (1-6).

1 \х*с1х. 
-2

4 je~* dx

2. jx fn xdx .
у

у )5. fsm xdx

3. jlfxdx .

j. I  loxdx

He вылшваючы штэгралы, адкажыце, яюя з ix больших (/-10).

„ } dx . ) dx 
7. f-p==r ш j — .

i Vl + x 1 i x
4 4

9. | log2 xdx iti fin  xdx.
l . I

. }dx  . }dx
I x \X*

5 J
to J 2 ‘ dx Ц1 /5‘ dx. 

2 2

Ацанще штэгралы (11-13), 

|

- i  - i

11. ] j b  + x J dx. 12. |V26 + x J dx . 13. }^31 + х 5<&

Задамш для самаст ойиай работ ы

A

Як1я знак! маюць штэгралы (14-19)?

14. f x sdx.
-1
1

17. |(1 + х)3 d!x. 
-1

15. \2xdx.

18. J sin j(dx.

16. f  ln(l + x)dx .
-X
0

19. f ( \ - x 2)dx.
-5

Яюя з iHnrp&nay болыиыя (20-22)?

2 Q .fx 1d x n \ fx i dx. 21. \Y dx  ui f 8r r/x. 22. fV d x  ui \2~xdx



Ацашць штэграпы (23-25).

23. I \/l2 + x 2dx. 24. j

-24-

Б

dx

0 4 l  + x - x ‘

dx
25. I

10 + 3 cos x

Пытанш для самоконт ролю  
ь

1. Щ можа J / (x)dx = 0, icajii a * b ,  / (x ) * 0  Vx € [a, />]?
a

2. Kani } f(x )d x  = 0?
-a

3. Kani J  f(x )d x  - 2 j / (x)dx ?
-a 0

к  ) + jc
4. Ц( сапраудна роунасць f sin1 x In------dx = 0?

-к
5. l)i сапраУдна няроунасць j e x d x > n

2.2. Формула Ньютана-Лейбнща. Замена зменнай у 
вызиячаным штэграле. 1нтзграванне па частках

Тэарэтычныя пытаннi

1. Як запюваецца формула Ныотана-Лейбшца?
2. Кал1 выгадна выкарыстоуванне формулы Ньютана-Лейбшца для 

выл1чэння вызначаиага штэграпа?
3. Як запюваецца формула замены зменнай у вызначаным штэграле?
4. Кал! выкарыстоуваецца формула замены зменнай у вызначаным 

штэграле?
5. Як запюваецца формула 1нтэгравання па частках у вызначаным 

штэграле?
6. 1нтэгралы ад яюх функцый бяруцца па частках?



Заданш для аудит орной работ ы
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Вьипчыць штэгралы (26-47).

A

2
26. |(3дс2 +2x + \)dx. 

1
%  з

28. J cos xsmxdx.
0

27. { W l  + * 3d!x. 
0
ta5 dx 

29 f ®  
о e* + e x

%  330. J sin3 (pd(p . 
0 1 *

32.
J i + *2 

&
34. f — - — . 

_*/1 + cos x

33. f  <fe.

*
35. |24 sin4 jc o s4 . 

0
i« -----------

36. j\ 2 5 6 -  x7dx. 
0
? xdx

38 I jT - t2 V X  -  1

40. J tg 2xdbr.
0

n
• 37. J x 2 cosjctfit.

0
Уг

39. Jarcsinjafo.

4 1 . f  ^ r . ''
о 1 + Vjc

42 Je '^ 'rfx . 
0 43. Jarccosjnic. 

0
dx

44. f •
0 4 + 3 cosjc

i
45. jxe~\fr. 

0

46. /In2 xdx
l

ГДаказаць, нгго:

Б

47. j e ' s i n ^ .  
0

48 J * - K A  
, Inx , Jt

2
49. Jsin jt/(cos x)dx » 0 

-2х
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50. J
arcsin x x

1 dx

у /

55. J-

Заданн! d m  ссшастойнай работ ы  

A
Вылшыць штэгралы (51-70).

%
52. J sin Jtcosxafr. 

о
"A

54. jtg 2xdx.
0

56 j -  Xdx

51. \x4\ + x6dx. 
0

5 3 . J ! ± J ^ .■* V
dx

_,V2*  + 3 + 2

57 1 - ^ L .

59, ]SE± +J-dx.
jV x T T - i
я

61. j  x sin x cos xdx.

63. jx V 'd * .  
о

65. j x se~x>dx.
‘ о

67. §4x\nxdx.
о
П

69. | (дс + 2) cos —d x . 
о ^

0 л/l + 3jt

58 J - A t1 ДС + Jt

ate60. f — —
0 2 + cosjc

62. |дс3е 'ж1̂ Ьс
0
1

64. Jln(jc2 +l)t&. 
0 
1

66. j  arctgVxabc. 

xdx

о
%

68. J
о cos 3jc

70. j

. XI arcsin —

о yf2 -
idx.

Вьипчыць нгпгралы (71-80). 

e
71. jsmOnx)dx. , 72. ] cos(in x)dx
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4 x4 sin x
73. Г - i dx

x' +4

75. f- y 2000 , »2000 X + I
d x .

__ f r ,  . , ... . I 1, 0£ x £ l
77 j  f (x )d x , каш /(x) = |

о (4 -  2x, 1 < x £ 2.
П

79 J jc sgn(cos *)<&. 
о

3r JC3 CO S*dx." 1 4  ,-э x + 3 
* /у  cos ydy

76
о 4 + /̂isin у

78. Js g n (x -x 3)cfr.

"+1 . - 
80. Jln[x}&.

l

2.3. Ня^ласньш гатэгралы

Пытант для контролю
1. Дайце азначэнне няуласнага штэграла з бясконцым' грашцаш.
2. Дайце азначэнне збежнасщ няуласнага штэграла.
3. Яю няуласны штэграл называецца разбежным?
4. Як1я вы ведаеце прыкметы збежнага i разбежнага няуласнага

штэграла?
5. Дайце азначэнне няуласнага штэграла ад неабмежаванай функцьп.
6. Сфармулюйце прыкметы збежнасц) i разбежнасш няуласных 

штэгралау ад неабмежаваных функцый.
*  cic

7. Даследуйце збежнасць im-эграла [ --------- г , а * 0 .
; ( * - « ) *
ь

8. Даследуйце збежнасць штэграла f — — - , а  ф 0.
„ ( х - а )

Заданш для аудит орной р абот ы

А
Вьипчыць няуласныя штэгралы (або даказаць ix разбежнасць) (81-

103).

81 J
0

84 j e u dx.
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87. 7-5*  
-Тз9 + Х 

„„ 7  dx

4 ’

, х1 +2х + 5

91.

93. {

} - * - .
Q JC In x

dx
2

95. j ^ d x .

88 Jcos3xdx.

90 7 (*+?>*,
A,*2 +4.t + 7

92. }
jrdbc

о v 7

94 jctgxdx.

* j  *
°>/F

Б

97 j i  sin xdx.
0
?  tit

99 Г -----------
1 *2(1 + Jc)

101 } - * - .  
q COS X 
I

103. jx ln xdx.

98 f e ^ d x .  
0

100 f

102. j
,e  + e

dx____

i -J 4 x - x 2 - 3

104. f
°r e*dx ■

i Jt

112).
Даследаваць на збежнасць i разбежнасць няуласныя штэгралы (105-

105. J
dx

\ х* + х * + 2

107. j  — dx.

io,i f r A
•и)

dx

W l- J c 4

in,  7 4  + c°S jc .106. — 7= — ox.
i V7

los. J ^ L .
0 JC +J

110. j 6&
0 JC5 +  JC3

L d[x112 \ - j -----
oeJ  -1
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Заданн! для сам аст ой най  р а б о т ы  

Вьшчыць няуласныя жтэгралы (або дакаэаць ix разбежнасць) (113-

-29-

2
113. | хе~* d x .

115.7- *
{ х 2 -  3

у

.117. f sin — с/х .
/ J ' 3

119. 7 -  л ^ -3 а .

121 \
, х2 + Зх + 7

<2*
И х - 2)̂

123. |
dx

] xifin X

114.7 ~ ~ Т4 + х2

116. J
f aictgxdx

118 j

1 + x2
OX

„„л2 + 6x + 11

120 J
0

122. )
dx

0 x In2 x 
dx

I -  cos* 

124 \ ^ d x .
-J. V ?

125. Jx c o sxdx
0
"  dx127. f
J 1 + x

129. j -
, x - 6 x  + 8 
1

131 j  In xdx .

126- 7 ~~~T1 JC + JC

128 j - ^ .
i s -*1

dx
130. j

0 V x -  J

132. j
<2x

0x2 + x 4

133. J  
14<t.

135. f

Даследаваць на збежнасць няуласныя 1нтэгралы (133-138). 

dx
, х6 + х 3 +4 
~ х 4 +2

134. 7  — ^ Xdx.
Vx7

d x .
' е

136. \ ^ d x .  
о •Jx
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137. j
dx

0 V b V
I sin(—) 

138 j -  *
0 Г х

Глава 3. ПРЫМЯНЕННЕ ВЫЗНАЧАНАГА 
ШТЭГРАЛА

3.1 . П лош ча плескай ф|гуры

Тэарэт ы чны я пыт анш

1. Як вышчваецца плошча крывалшейнай гранены* у дэкартавых 
каардынатах?

2. Затшыце формулу, па якой можна вьшчыць плошчу 
крывалшейнай трапецьп, абмежаванай крывой, зададзенай 
параметрычным! равнениям!.

3. Як можна вьшчыць плошчу крывалшейнага сектара у палярных 
каардынатах?

З адан т  для ауды т орн ай  р а б о т ы

Вьшчыць плошчы фигур, як!я абмежаваны линям* (1 -33).

1. у  -  4 -  х2, 2х+у -4=0.
т З.у=2-х 2, у 3- х 2.

5. 2*=(у+3)г, х+у-1 =0.

7 .у  = 2 - 3 + 1,у = 23- + 1,у = 1 ,5 .^  £  os x f i z x s l .
2 У 4

2.У=(х+2) 2, у ̂  -х, у=0. 

• 4 х = 3 у -  у ? ,х=0.

1 6. у 2=4х,х~\,х=9.

9. у  = а 2 Ч. 3 '  =  °
* 10. у  = хг - 6х + 10,у  = б х - х  ,х = -1

о 1 l .y  = arcsinx.y = ±^-,х = 0 . *12.х = 3cosf,y = 2sinr,0 <. t £

- 13. x = 2(1 -sinO.y' = 2(1 - c o s /)>0 ^ t ^ 2x ,y  = 0.

14. x = 5cos2/,y = 2sin 2/,^ й t й л ,у  = 0.

* 15. p  = 2co s3p ,-^  £ p £ 16. p = 5(l-sin^>),— <.<p<.— .6 6 4 4
17. /7 = 5sinp. 18. p  = t»(l -  cos cp).
19. x2 + y 2 = 8, y - x  = 0 ,y -V 3 x  = 0 (x £ 0 ,y £ 0 ) .
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Б

20. у -  4 х,у  -  - lo g 4 х,х  = 0,у = (

22 ( jc2 + у 2 У = 2а 2 ( jc2 -  у 2),х 2 + 
23. р  = asm 3<р(а > 0).

25. р 1 = 2cos2<р.
27 x = 3t2,y  = 3 t - l\

2 9 .  у 1 = j c ( j c - 1 ) 2 .

31. а 2у 2 = jc2(a2- jc 2).
33. х = 2 l - t 2,у  = 2/2 - Л

21. у2 = sin2 xcosjc, - — £  jc .
2 2

'2 = а2(х2+ у 2 £ а 2).
24. р  — а(1 — cos <р), р  -  а (р  > а). 

26. p = l + cos^>,/? = -\/3sin .̂
28. х = 2cosf,y = 2sinf,jc= 1(дск  1).
30. (jc2 + у 2)2 = а 1 ху.
32. jc = asin<,y = A sin 2/.

34. Пры як!м значзнш а  прамая х = а раздзелщь плошчу фшуры, 
абмежаванай лт!ям! у = у  2 ,х  = 1,х = 2, у = 0, папалам?

35. Вьинчыце плошчу фшуры, якая абмежавана крывой у = —,

датьршай да яе у пункце (1,1) i прамой jc = 3 .

36. Вшцчыце плошчу фнуры, ‘якая абмежавана парабалай у  -  х 1 i 
нармаллю да яе У пункце перасячэння парабалы з прамой х -  1.

37. Вьшчыце плошчу ф1гуры, якая абмежавана парабалай 
у = jc2 -  2jc + 3, датычнай да яе у  пункце А(3;6) i восям! каардынат.

Заданш  для самаст ойнай работ ы
Вьшчыць плошчы фсгур, як1я абмежаваны лшсям! (38-67).

А

38. у  = 3 jc-jc2,y  = 0. 39. x = 4 y - y 2,x  = 0.
40. 2 jc - y  = 0 ,jc -2 y  + 3 = 0 ,y  = 4. , .  1 2 ,41. y  = - x  - jc - 3 ,y  = 0. 

4
42. у  = х2 + 4дг + 5, jc -  у + 9 = 0 43, ух = 6,;с + у - 7  =0.

44. у = ( * -  4)2,у  = 16-зг2,у  = 0. 45. jc = 2yJ ,jt = 3y2 -1 .

46. y = 2* ,y  = 2- lo g 2jc,jc = 0,y  = 0. 47. У = / ^2.У = 0.Ж21.

48. у =  1 ~ Х,у = COSJC.y = 0. 49. jr = 2cos7,y = 2smf.
50. x ^ a ( t -  sin t),y  -  а(1 -  cost),2x  й i fi 4ж,у *  0.
55. jt = <7coss f,y  = 6sin3/. 52. р^^ш2<р\(3<.<рй~-
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53. р  = 3cos2 <Р/ 2 ~п £<Р^л.

55. х2 + у2 = 16,у  ш -Хгх,у  = Я х (х  > 0 ,у > 0) 
■у 3

54. р = 3 + sin Ър.

5б.у«=|*| + 10,у = 0,.х = -2 ,х  = 1.

58. р  а исо5<р (адиаго л1стка).

60. p = 4sin2p.

62. *  = у 2(1-у ) ,д  = 0 .

64. x = l 2 - 1 ,у  = 1г - I .
66. x = 2cosf,y = 4sm/,y = 2 ,(y 2 :2).

Б

57. у 2 + х 2 = 2 у ,х 2 + у 2 = 4 у ,у  = - х ,  
у = х .
59. р  = 2acos3<p,р  = а ,(р  а ) .
61. p  = 2cosp,p = l , ( p > l) .

63. x = t2,y  = t - — .
3

65. л = acosf,y  = 6sinfcos21.

67. (у 2 +дг2)2 = ax’ .

68. Пры як!м значэнш а  плошча ф|гуры, абмежаванай лншм1 
у  ж х2 + а 2х + 1,у  = 0,х = 0,д = I, будзе найменшай?

69. Пры як1м дадатным значэнн1 а  плошча крывалжейнай трапецьп,
X 1

абмежаванай лж1ям1 у = — + —,у  = 0,х = а , х - а  + 3 , будзе мець
4 х

найменшае значэнне?

70. Вьшчыце плошчу ф1гуры, якая абмежавана парабалай 
у  = х2 -  2х + 2 , датычнай да яе у пункце М (3;5) i воссю ардынат.

71. Вьинчмце плошчу ф1гуры,абмежаванай крывой _у = х4 -2дг3 + 3, 
воссю абсцыс i дзвюма ардынатам1, што адпавядаюць пунктам, у як1х 
функцыя у(х) мае мш!мум.

3.2. Д&ужмнн дуге крывой. Плошча оаверхш вярчэннк 

Тэарэтычныя пытанш
1. Затшыце формулу, па якой можна вылжыць даужыию луп 

крывой у дэкартавых каардынатах.
2. Як вшпчваецца даужыня дул, каш крывая зададзена 

парамстрычным! раунанням!?
3. Як вьшчваецца даужыня дуг! лжи у палярных каардынатах?
4 . Зашшыце формулу, па якой можна выл!чыць плошчу паверхш
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вярчэння фиуры вакол eoci Ох(Оу).

Заданш  для аудит орной р абот ы  

А
Знайсш даужыню дуг! крывой (72-80).

} 72. y = ln(x2 -\ \ 2 Z x Z 3
Jf X

74.у = 2(е< + е * ),0 £ х £ 4

76. x = l 2,y  = t —- /3 . 
3

73. у 1 = ( х - \ ) \ 2 £ х й 5 .

» 75. у = ^хл/х->/х,0£х£3.

»77. дс = 8 sin / + 6 cos I, у = 6 sin / -  8cos/,0 <t <, —.
2

78. x = a(t -  sin t), y = a(\ - cost) (першай арю цыклошы)l ' '
79. p = 2ew,\0 <;?><;-яг.

2
80. p  = ic o s ® ,-— <. m ^ —.

f  2 2 2

81. Знайсщ плошчу naeepxni, якая утвараецца вярчэннем парабалы 
у г = 4ох вакол eoci абсцыс.ад вяршыж да пункта з абсцысай х = За.

Б
82. Знайсш перыметр ф1гуры, абмежаванай крывым1

у3 = х 2,у  = -\/2 — jc2 .

83. Знайсш даужыню патл! крывой х = л/3t1 ,у  = t - 12.

84. Знайсш даужыню дуп лагарыфмшнай cnipani р  = е,,<р, якая 
знаходзщца унутры акружнасш р = 1

85. Знайсш плошчу паверхж, якая утвараецца вярчэннем лшп
х = a(f -  sin t),y  = а(1 -  cos/),(0£ f  <.2л) вакол eoci Ох.

86,3найсш плошчу паверхш, якая утвараецца вярчэннем кардыёщы 
р = 2(1 + cosp) вакол папярнай eoci.

• Заданш  для самаст ойнай работ ы  

А
Знайсш даужыню дуп крывой (87-93).

87. у  = Vx~,0 £ х £ 5. 88. у = ln(sin х ),^  S x S

/
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оп х2 1 ,  ^  .  9 0 .  х =  е' cos/, v  = e' sin/,0£/S, In#89 y = — —  ln x ,l£ jt^ e .
4  2

9 1 .  j r  =  ( < 3 ~ 3 , j ^ 1 y ^ / 2  + 2 , l s r s 4 .  9 2 .  >0 =  4 sin «e> ,0  ^  ^  ^  .

93. yO = 3(1 — cos(p) ,

94. Знайсщ плошчу паверхж, якая утвараецца вярчэннем куб!чнай 
парабалы З у - х } = 0  вакол вое! абсцыс (ад х, = 0 да х2 = а).

Б

95. Знайсщ даужыню дуп лжи 9уг = х(х - З )2 памзж пунктам! 
перасячэння з воссю Ох.

96. На цыклощзе х = а(/ -sin/),y = a(l - c o s t )  знайсщ пункт; як! 
дзелщь першую арку цыклсиды па даужыж у адносшах 1:3.

97. Знайсщ даужыню дуп крывой р  = a sin• з <Р

98. Знайсщ даужыню дуп крывой x = Jcos (<p2)d<p,

у = j  sin(p )dtpfi <, t £ t0 , 
о

99. Знайсщ плошчу паверхш, якая утвараецца вярчэннем лшп 
х2 = у  + 4 вакол Boci Оу, 0 < у < 2 .

100. Знайсщ плошчу паверхш, якая утвараецца вярчэннем лжи 
x = a ( t -  sin t),у -  а(\ -  cos/),0 <,( < 2я  вакол eoci Оу.

3.3. Аб'ём цела 

Тэарэтычныя пытанш
1. Як вьипчваецца аб'ём па вядомых плошчах папярочных сячэнняу?
2. Запшыце формулу,'Уза якой можна вьнпчыць аб'ём цела вярчэння 

вакол eoci Ох.
3. Як вьипчваецца аб'ём цела вярчэння вакол Boci О у7

З адан т  для ауды т орн ай  р а б о т ы

А
Знайсщ аб'ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол eoci Ох фнуры,
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х2 у2
« 101. — + ^  = 1(* ;> 0,у ;> 0).

9 4
103. у = jc2,y  = ( х -  2)2,у  = 0. 

105. у = е\х = 0 ,у  = 2.

64107. у -
х2 +16

,х 1 =8 у.

102. х2 - у 2 = 1,у  = 2>/2,у=»0 .

104. у  = sin х,у  = —х .
/г

106. у = у  + 2х + 2,у  = 2 . 1

Знайсш аб'ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол eoci Оу 
ф1гуры, абмежаванай лппям1 (108-131).

108. у = е* ,у  = 0,х  = 0,х = 1. 

ПО х 2 - у 2 = а г ,х  = 2а.

109. у -  х2,у  = |х| . 

111. х = 4 у - у 2,х = 0.

112. Вьннчыць аб'ём шаравога пояса, абмежаванага паверхням1 
х2 + у 2 + z 2 = 16,.х = 2,х = 3.

113. Знайсцд аб'ём цела, абмежаванага паверхням!

114. Знайсщ аб' ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол eoci Ох 
фигуры, абмежаванай лш1яй х = b cos31,у = a sin51.

115. Знайсш аб'ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол aoci Ох
8 а2

ф|гуры, абмежаванай линяй у  = —-------- i яе аЫмптотай.
х2 + 4аг

116. Вьшчыць аб'ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол вое! Оу 

ф|'гуры, абмежаванай линяй ф = 2х -  х2 i воссю абсць!с.

117. Вьшчыць аб'ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол eoci Ох 
фкуры, абмежаванай лшяй хг + у 2 -  8у + 1 « 0 .
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118. Вьшчыць аб'ём цела, якое угвараецца вярчэннем 
заштрыхаванай фггуры (рыс.1) вакол eoci Ох

119. Вышчыць аб'ём цела, якое угвараецца вярчэннем заштрыхаванай 
ф1гуры (рыс.2) вакол eoci Оу.

З адан т  для сам аст ой н ай  р а б о т ы

А

Знайсщ аб'ём цела, якое jh-вараецца вярчэннем вакол eoci Ох 
ф|гуры, абмежаванай лЫям! (120-126).

120. у = :2 х - х 1,у  = 0 . 121. у = sin *  cos х, .у = 0,(0 £ х £ —).
* 2

122. у 1 = - х , х 3 + y J = 1 ,(х£0). 123. у  -  х ,у  -  ~ ,у  « 0,х = 2.
2 х

124. >< = е ‘1* - 1, > '« е ' '+ 1, х * 0 . 125. .у = х + 1,у  » 2х + 1,х = 2.

126. у  = (х + 2)1, у & 4 - х , у = * 0 .

Зиайсц) аб'ём цела, якое угвараецца вярчэннем вакол sod Оу 
фцуры, абмежаванай лШ1ям1 (127-130).

127. = 0,х = 2. 128. у ш х 1,8х = у3



129 х1 = у -  I, у = 0, jt = 0,дг = 1.
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130. у = х,у  » —r,JC => 2, 
х

Б
131. Вьшчыць аб'ём цела, абмежаванага элштычнмм нарабалощам

х2 у 2
z = —  + —  I плоскасцю z = 1.

4 2
132. Вьшчыць аб'ём цела, абмежаванага парабалсидам z -  х 2 + 2 у 2

i элтсощам х2 + 2у 2 + z2 = 6 .

133. Вьшчыць аб’ём бочк!, вышыня якой ро^на И, дыяметр кожнай 
асновы -  d , дыяметр сярэдняга сячэння -  D Восевыя сячэнж бакавой 
наверх»! -  парабалм з вяршыням! на акружнасц! сярэдняга сячэння.

134. Вьшчыць аб'ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол eoci Оу 
фжуры, абмежаванай линяй у = sin х i воссю абсцыс (0 £ х <, л ).

135. Знайсщ аб’ём цела, якое утвараецца вярчэннем вакол Boci Оу 
ф|гуры, абмежаванай лшяй хуг = 8 - 4 х  i яе ас1мптотай.

136. Вьшчыць аб’ём цела, якое утвараецца вярчэннем 
заштрыхаванай фцуры (рыс. 3) вакол eoci О х.

137. Вьшчыць аб’ём цела, якое утвараецца вярчэннем 
V заштрыхаванай фиуры (рыс. 4) вакол eoci О у.

Рыс. 4



-38-

138. Знайсщ аб ем цела, якое утвараецца вярчэннем вакол eoci Оу 

фнуры, абмёжаванай лпняй x = acos3/, у  = Ь sin 3 I.

139. Знайсщ аб'бм цела, якое утвараецца вярчэннем фпуры, 
абмежаванай ЛШ1ЯМ1 1) x = t3, у  = 12 ; 2) у  = 0; 3) |jc| = 1, -  а) вакол eoci 
Ох, б) вакол eoci О у.

3.4. Прымяненне вызиачанага шгэграла да рашэння 
фЫчных задач

Заданыi для аудыт орнай работ ы  

А
140. Хуткасць руху цела у момант часу I задаецца формулай 

v = 15 — 5#, дзе v -  хуткасць, м/с; f -  час, с. Ям шлях пройдзе цела ад 
пачатку адлшу часу да спынення?

141. Знайсщ масу стрыжня даужынёй 1 = 2 м, кал! лтейная 
шчыльнасць стрыжня змяняецца па закону g =(2 + 0,5д:2)кг/м, х -  
адлегласць ад аднаго з крабу стрыжня.

142. Цела рухаецца з паверхж зямл1 вертикальна Угору з хуткасцю 
v =»(39,2 -9 ,8 ;)  м/с. Знайсщ наибольшую вышыню пад ему цела.

143. Якую работу трэба затрацщь, каб сшснуць! (расцягнуць) 
спружыну на 0,6 м, кал! сша у 1 Н сшскае (расцягвае)яе на 0,01 м?

144. Канцэнтрацыя рэчыва у вадзе змяняецца па закону с = х
х + \

-  глыб|ня слоя. Кольк) рэчыва Q змяшчаецца У вертыкальным слупку

вады, плошча папярочнага сячэння якога s = 1м ‘ , а глыбшя змяняецца ад 
0 м да 200 м?

Б
145*. Рэзервуар, ям мае форму конуса з вышыней 12 м, напоунены 

вадкасцю, удзельная вага якой 12,74 Н/м3 . Аснова конуса уяуляе сабою 
круг з дыяметрам 8 м. Знайсщ работу, якую трэба затратць, каб 
выпампаваць вадкасць з рэзсрвуара.

146*. Вьипчыць работу, якая неабходна для выпампавання масла з 
вертыкальнагацылшдрычнага рэзсрвуара вышынбй Н = 6м i радиусам 
вс новы R »  2 м (Удзельная вага масла у *  8820 Н/м3 )
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147. Пласшна, што мае форму ра^набедранага трохвугольн i ка з 
асновай 0,1 м 1 вышынёй 0,08 м, апушчана вертыкальна у валу так, што яе 
аснова ляжыць на naeepxHi валы Выл!чыць вел1чыню сшы, з якой вала 
Уздзейжчае на кожны бок пласшны.

148 Вьппчыць вел1чыню алы, з якой вала уздзейшчае на бок 
вертыкальнага парабшпчнага сегмента,вяршыня якога ляжыць на паверхш
валы, а аснова, роуная 1,2 м, знаходзщца на глыбин 2 м.

Заданн1 для самаст ойнай р абот ы  

А
149. Два целы пачаги рухацца адначасова з аднаго i таго ж пункта у 

адным напрамку па прамой. Першае цела рухаецца з хуткасцю 
v = (6/2 + 2 0  м/с, другое -  з хуткасцю v = (4/ + 5) м/с. На якой адлегласш 
адно ад другога яны будуць праз 3 с?

150. Выл|чыць шлях, яю прайшло цела, што свабодна падае f  
пустаце, за першыя Т секунды руху, кал! вядома, што хуткасць 
свабоднага падзення у пустаце v = g t , дзе I -  час, g  -  паскарэнне сшы 
цяжару.

151. Знайсш масу стрыжня даужынёй / = 10м, Kani Л1нейная 
шчыльнасць стрыжня змяняецца па закону р  = (2 + 0,1х1)кг/м, х -  
адлегласць ад аднаго з канцоу стрыжня.

152. Выл1чыць работу, якая выконваецца пры расцягванш спружыны 
на 0,0S м, кал! вядома, што сша, якая патрабуецца для расцягвання 
спружыны, прапарцыянальна падаужэнню х спружыны i што для 
падаужэння спружыны на 0,01 м патрабуецца сша,роуная 1 Н.

В
153*. Выл!чыць работу, якую трэба затратць, каб выпампаваць валу, 

што напауняе паусферычную пасудз!ну з радыусам /< = 0,6 м.

154*. Плацша мае форму, якая вызначана на рыс. 5. Зшзу яна 
абмяжоуваецца парабалай, зверху -  прамой. Шырыня плацжы ля 
паверхн! роуная 40 м, глыбшя -  10 м. Знайсц! вел!чыню сшы, з якой вада 

уздзейн1чае на плащну.

Рыс. 5
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155. Вертикальная пласцша мае фирму зрапецьн. Вьинчыиь 
вел1чыню сшы, з якой вала уздзейшчае на адз!н. бок пласцжы, кал1 
вядома, што верхняя аснова пласшны роуна 70 м, н!жняя аснова -  50 м, 
вышыня пласцшы -  20 м.

156. Знайсш работу, якая патрабуецца для выпампавання валы з 
катла, як1 мае форму па^цылшдра з радиусам асновы г i вышынёй Н .

*У  задачах № 145,146,153,154 маюць на увазе, што выпампоуваюць 
вадкасць на узровень верху рэзервуара.

А Л М А ЗЫ

Г л а в а ! Нявызнячаны штэграл

JL 1) 2х3- 0 , 6 ^  + 8х + С ;2 )  12Vx — L  + С ; 3) 4 ln|x|-  -  -  ех + С ;
Зх х

4) 4 lnlxl + 2>[х -  - L  + С ; 5) С -  4ctgr -  cos х ; 6) -  arctgx -  + С ;
Vx 4 4

1 1 „ „  arcsinx _ _ч . I С 2 1 ^
3^1п3 2* In 2 V5 I I

10) - L i n
2V6

V6+ x
л/6-Х

+ C .

i , l ) i s i n 2 x  + C ; 2) C -3 co s^ ; 3 ) C - ^ e '3"+J; 4 ) itg 4 x  + C ;
2 3 3 4

5) iln|5x + 7| + C ; 6 ) C - 2 jb ^ x \  7 ) L ( 3^ _ i ) " + C ; 8) 1 arctg3x + C . ' 

i  1) tg x -x  + C ;2 ) i ( x  + sinx) + C ; 3) ln|x| + 2arctgx + C ;

4) tgx-  ctgx + C ; 5) arcsin -4= + lnlx + V2 + x3| + C; 6) i arctg — ■ + C;
V2

7) -  arcsin L z i  + C ; 8) iln  
' 3  4 4 x+ 4

+ C.

1 1 )  u(x)-v(x)+C; 2) ln|i/(x)j+C. 

l.y -iln | 3 x + l| -3 .

$ .1 )З з/ 1-х4 +5х + С; 2 ) 1 J 7 + j X*+C-,



-41-

4) 6tgx -  sin x + C ; 5)
2x*

+ C ; 6) 5e’ — 4 ln|x) + C ;

7 )Ia rc tg ^  + C ; 8) I l n
4 + л
4 -  x

+ C ; 9) 7агс8т^-31п|дг + л/4 + jc2| + C ;

10) C -~ cos(3x  + 2) + C ; l l ) C - 3 c t g ~ ;  12) C  - I1— .? * ) ... 
3 3 16

7. 1) C  -  x -  ctgx, 2) — (jc -  sin x) + C ; 3) arctg x -  — + C ;2 x

+ + 5) C -  tgx -  ctgx;

6) arcsin — -  lnlx +■ V4 + x11 + C ; 7) — arctg -  + C ;
2 1 I 6 2

8) ln|jc +1 + V*2 + 2x + з| + C.

2* !)  7 - 4 - ;  2)4 + jr VV+3

10. 1)так; 2) так.

UL 1) ~/(3*) + C ; 2) /(дг + 1) + С ; 3 ) С - ^ т ;  4) arctg«(x) + C . 
3 w(Jt)

12. S = l + 3sinf

14. 1) ~ e 4x + C ; 2) -tg5x + C ; 3) arctg(x -  2) + C ;

4) -In
6 ДГ + 6

+ C ; 5 )C -± ln | 7 -2 *| ; 6 ) C - 3 c o a ( f -1 ) ;  7 ) C - ~ 2 J" ;  
2 3 In 2

1 7 1 Ax 4- 1
8) -  9)7 + C ; 9) i  arcsin + c ;

49 4 3

10) 1п|дс — 2 + >/л2 -  4* + 7| + C ; 11) i e * ’ +C;  12)C + I sinxJ ;

13) i>/4 + 3xJ + C ; 14) C’ — — In|9 — 4jk21; 15) C --------- !-------;
3 8 I I 10(1 + 5лг2)

16) — Injx2 +>/x4 ~з| + С ; 17) ^arcsin^- + C ;

хг „  „  1 . , .........  2
18) ^ a r c t g y  + C ; l 9 ) C - i Ctgr3; 20) C -  j  V9 -  jr’ , 

21) j  arcsin ~  + C ; 22) -  -  + C ; 2 3 ) -ln|3sinx + 7|.+ C ;
4
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24) -  In 
'  4

2 + sin л
2-s in  л:

+ C ; 25) e '“ * + C ; 26) —  31»2'  + C ;
2 In 3

27) C + iarcsin4 * ;  28) ln|arctgx| + C ; 29) C-|li;|cos5x|,

30) 1
9cos3(3 x -l)

+ C ; 31) arcsin^— + C ; 32) - arctgx2 + -  lnll + x 41 + C ;

3 3 )— .ln2 x + j 4 r +3\ + C.
In2 I I

1 1 1 )  2>/x-41/1 + 4 ln|l + Vx| + C ; 2) ^In

3 ) | V c  X +  о 2 -  з  V x '+ r + з  in|i+ i / x + i j + C ;

VjT+4 -  2
Vx + 4 + 2

+ C ;

4 ) C - 1 (  1 3^’8 2x + 3 (2x + 3)2 (2x + 3)

5) Vl + 2 x -^ V l + 2*  + 3Vl + 2x-31n|VT+I* + l| + C ;

6) In ^  L  ~-  + C ; 7) C - -  ~ -  .
Vf + e ' +1

1& 1) C - e * 4(3Jc + 7); 2) 2xsin^+ 4cos^ + C ;

-3x)cos2x  + ^(2x + 3)sin2x + C , 4) ^ x5l n x - ^ j

1 П Л 2 4̂ 1 ✓ 2 I5) xarcsin3x + - V l - 9 x 2 + C ; 6) - ( x 2 + l)arctgx -  -  x + C ;

7) 2л/х + 1 arcsin x + 4>/l - x  + C .

17. 1) ^ln|4x2 + 4x + 10| -  j^arctg * + C ;

2) 19arcsin-—--3-\/бх-х2 + C ; 3) i  
3 4

arcsin2 2x —  Vl -  4x2 + C ;

4) -sin  2x -  ->/cos3 2x + - x  -  -sin 4x + C ; 5) -  arcsin(sin2 x) + C ; 
2 3 2 8 2 6

6) - ln 2(l + xJ ) + C ; 7) C -arcsin -; 8) 2еЛ (>/х-1) + С;
4 x

9 )  2arcsin^ + ix> / 4-xJ + C ;

10) (x + l)ln2(x + l) -2 (x  + l)ln(x + l) + 2x + C ; II) ^(x3 - l ) * ' ’ + C ;
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12) 0,1е (3 sin Зх -  cos Зх) + С ; 13) С -  - - 16 ;
16х

14) 2>/l + lnx + 2 ln|Vf+7nx: -  ij -  ln|ln|jr[| + C .

18. 1) - a r c t g + * + C : 2 )-arcs in^ —- + C; 3 ) -sin(3 + x2) + C; 
6 3 5 2 2

4) i  sin3 Зх + C ; 5) 8tg — -  -  tg4 -  + C; 6 ) С - - с ' ГРГх;
> 9 ’ ' * 2 2 * 2  ’ 2

7) 0,Iln|l + 5x2| + C; 8 ) C - | V 7 - x 3 ; 9) 21n|x| + |ln2|x| + C;

1 ~ 1
10) C --------2*; 12)-arcsin2 x + C .

In 2 2

Ж  1) ~ V(* + О3 ~ 2-JxT] + C ; 2)^-\1(\-Зх)5 -\ \ l(\ -2 x )2 +C; 
3 15 6

3) 2>/I-6Vx + 24V x - 481n|Vx+2| + C; 4) 0,4^ 3 - x )5 - 2 /̂(3 - x )3 + C;

5) C ----------- f ---------— r ; 6)| V (e "+ l)3 -  2л/е* + 1 + C .
3(2x - l)3 8(2x - 1)4 _ 3 ^

20. 1) (5 -  4x)e" + C ; 2) (3x + 2)sin x + 3cosx + C ;

3) (x + 3)ln(x + 3) - x  + C ; 4) (54- 3x2)cos^ + 18xsin^ + C ;

5) xarccos2x -^ V l - 4x2 + C ; 6) ^(1 + x2)arctgx - ̂ x + C .

2L I) | (V ?  + 2 '4 7  + 2 lnj'^ 7  -  l| + C ;

2) 2arcsin^----л/4х - х 2 + C ; 3) C -^ V co s2x; 4) C -  An|4 -In 2 x|;

5) (x + l)arctgVx -  Vx + C ; 6) C -A  x cos 2x -A  sin 2x ;

7) C -  Inle-* + Vl + e '2*| + C ; 8) - arcsin ^ - - x ^9 -  x2 ; 9) ■■■■ * + Г ;
I I 2 3 2 4^44-jf2

x
10) -(cosinx + sinInx) + C.

2 1 1 ) 2x ; 2) - A ;  3) - A _ .
JC COS ДС

24. 1) 5 -  2x3; 2) l  + tgx; 3)3  + lnx;  4) >/x.
26, 1) x — 1 = /2; 2) x = I6 ; 3) Зх + 1 = /; 4) x = sin/, або x = co st.

2L  1) 21n|sinVx| + C; 2) -ln|ln2 x + 4| + C ; 3) ln|Vl + x2 -l|-ln|x) + C. 

29, 1) и = x2 -  6x ; dv = sin 3xdx, 2) и = In2 x , dv = dx ;
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3) и = arccos2j>, dv = xdx\ 4) и = arcsin yfx , dv = dx
4 П

x ^ 9 - x 2 9 ■*
3 0 . ------------ + -a rcsm - + C .

2 2 3

2JL 2) T ~ ~ ~ \  4) 3 — 5 ) x  + 2 + ~ ,  6) 2x} -  2jc2 - 1 + *  + l
x + 5 jc2 +4 jc — 2 jc +JC + 4

2 1 D  C -
1

4(1 + 2x)2

4) ln|jc + 4jc + 13| -  — arctg ^

; 2) C - jln | 7 - 3jc|; 3) ln|jr2 + 3 jc + 1\ + C ; 

+ C .

212) -  + —  + C D ^  A Mx+N  
T< 3) —  ̂+ ‘x x - 4  ( x - 4 ) 2 ( x - 4 ) * ’ x - l  x 2 + x + l ’

. . A  В Cx + D .. А В C Mx + N4 ) ------+ ------- + —-------------; 5 ) ------+ ------ + ---------- - + —r------ ;
jc — 1 jc — 4 x 2 -5дс + 7 x -\  jc + 1 (jc +  1)j  x 2 +9
A В Cx + D Mx + N
Jf jc2 jc2 +4 ( jt2 + 4)2

„  A В
7 ) -----r  + -----r  +

C Mx + N Dx + E
- + — ....- +-

jc + 2 jc — 2 ( x - 2 ) 2 jc2 +4 x2 +2x + 4

„ 4 r  13

2 i  i4 « 2 ,5  = -1 ,C  = 4.
26, / 4*0 ,S  = -1,C  = I,D = 1.

210
2 x +1 jc — 1 

»
jc- 2  jc jcJ +1 x2 +1 ( * - l )2

2L  1) ln|x-1| + j l n|3x + 2| + C ; 2) yln|x-l|+ |ln|x + 2|- 4 ln|x| + C ;

3 ) T + n ,nl2jc+ll ' ^ ,nl2jt- ,l+ C ; 4)4ln x + 2
4— г- +  C ;

5) ifn|x2 - 1| + + C ; 6) ^ ln|x2 + l| -  ln|x| + arctgr + C ;

7) ^ln|jc)--i-ln|jcJ +4jc + 5|-|arctg(x + 2) + C ;10

8) x + i  ln|jc -  1| -  -  ln|jcJ + x + 1| — arctg + c

22J ) ^ l n

6
_ £ _ M  J _______I _
x — 2 x 2 jcj  2 (x — 2)

V3 6 V3

+ C ;

2
-  arctgjc + C ; 3) -  In1 ,_(x+-l)2 1

4 x l +1 2(x +1)
+ C ;
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. , 5  л 4 л \4) -  arctg------=  arctg —=  + ( , ;  5 ) ------ -2 *2 V2 Vl !*rJ+9 54
ЛС | ar

+ —  arctg - + C ; 
3

_4 4 я 3 Зл ..6) —  arctg----------, ---- -------- ;------ + (. .
27 3 2(я2+ 9) 9<я2+9)

40 8) я + 4 + — ; 2) я2 + 2я + 4 + — ;
x -  II .tr -  2

_4 - j _  2 л  л  <ЗЯ 'Г' 83)2я -  2дг + 2я -  2 + - г — .

А В С  ^  А В Mx + N
1L 8) ~  + — г + ------ r i  2 ) — -  + -----~ + -т ;— ~  •

х я -S  (х - 1)2 я - 2  х + 2 я2 +4
А В Cx + D

3)
Н Мх + N ; 4 ) -  + —  +

M x+ N
я -1  х - 2  х7 -  х + 2 х х 4х + 4х  +5  (4я + 4я + 5)

4 1  I) ~ 1п|я2 -  4я + 5| + 4arctg(^ -  2) + С ;

2) ~  1п|2я + 1| + у lnjjr -  2| + С ; 3) 41п|я-1|- 71п|я + 3| + 51п|я-4| + С ;

4) 4 Injjcj — 3 1п|х —1|— —  + С\ 5) я-1п|я| + 21п|я-1| + -  + С ;

\х -  !| 5 2я + 1 _
r J = = =  + - =  arctg— р -  + С ; 

ч/я2 + х + \ S  л/з
6) 5п|яг( -  -  1п|я2 + 1| + С ; 7) -  In

8) 1п!я +1| -  — 1пЫ- — 1п|я + 41- —  + С 
1 1 16 11 16 1 1 4х

г 2 1 tl
43. 1) —  + 2я + -1п|я + 1|+ — !п|дс - 1 

2 8 8
9 1 | Г .

4 (х -1 ) 4(я-|)2
| х1 +1 3 х х

2) — In —=----- + 3arctgx— ^  arctg-7= + ( ’ ; 3) — —
2 х2 +2 42 42 2(я2 +|) 2

+ -  arctg* + С ;

4) — ln(l + х 2) ----- 1 *  Л-~ -  -
2 2(1 + х1) 2

arctgr + С .

44. I), 4) -  правшьныя дробы.
45. I ), 2), 4) -  прасцейшыя дробы
46. I) Л = 1; 2) к = 0 ,  3 )к  = 2, 4) к = т ~п
, ,  1Ч 2я 5 + 6* ’ +1 1
4Т  I) -----;------7—  = 2я + -

я4 + 3* я4 + Зя2

2)
я ’ + 1 2 я -4  3 I 2я - 1
я2(я2 + 4) Я Я2 я2 +4

II48, I) (я + 3)2 + 1; 2) (я -  ~)2 -  3) (2я + 1)2 +9,  4)3<я + 1 )2 + ^
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6) 2VI -  8VI +16ln|VI + 2| + C ,
2 J  <»

r + C ;
зь/1-з)3 (V I-3)4 5(VI-3>5 

8) V3T 2I  -  -  V3T 2I  + 3V3 + 2x -  3«п|7з7 2 l + l| + C ;

9) C -  arcsin x - V l — x
3jc’

66, 1) |(4t/I-3)V(1 + VI)4) + C ;

2) arcsin + —(2дг -  l)V3 + 4дг -  4дг2 + ( ';  
2 4 _

3) — arcsin -  -  -  V9 -  дг2 (9х -  2х ’ ) + С'; 4) — — — + С ; 8 3 8 4х

5) arcsin V> -  Jr + Vl -  дг< VI - 2)+<С;б) 2arctg./~
V * j

yfx1 -  4

I Vx2” l
+ C .

67. 1) Inljc — 2 Vjc2 - 4 jc + 9| + € ;

2) s V jt2 + Jt + l — -ln jr + -  + V-*2 + Jt + 1 
12 2

+ Г ,

3) i  V(2jf + 1)’ + -  V2x + 1(4 -  V2JT + I ) -  In 11 + V2JC + l| + ( ' ;6 4 1 1
4) y . y - —~ = + c-, 5)3V I-12V I + 24!n|VI + 2| + ( ’ ;

6) ^(2 + VI)’ - (2  + VI)" + *(2 +VI)7 +(';

7) ^ln|V

68J ) C

Vl6- jr 2
4 + jr2 -2|-i|n|jt| + C ; 8) C -  ^

2= ^ = ;  2) 2a r c s in ^ J  + ^ ^ V 3 - 2 x - j t J + Г  , 
* 4-Jx1 - 4  2 2

3) Inti -  V l- J t ’ l -  ln|jr) + 2arctgJ -—-  +C , 4) — (/(I + jr’ V (5jc’ -3 )  + ('. 
I ' V1 + x 40

Глава 2. Вызмачаньв штгэграл

l.Minyc. 2. Мшуе.
5. Плюс. 6. Плюс.
9. Першш. 10. Друп.

33. 2 Т 3 0 « ^ « 4 .  И Плюс

З.Плй>с. 4 Плюс.
7. Друп. в.Периш
11 2>/7<у<6 12 2V25 < у  < 6
15 Плюс 16 Плкю
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1 7 .П л ю с. 18  М ж у с 19.М 1нус. 2 0 . П ер ш ы .

2 1 .  П ер ш ы . 2 2  Р овны й. 2 3 .  4л/з <  у  <  8 . _ ,  2  1 

2 4  з < у < Л '

, ,  I n  I n
2 5 .  — < у <  — . 

13 7

2 6 .  11. 2 7 .  2 ( 2 > / 2 - 1 ) . 2 8 .  1 .  
4

2 9  a r c t g 3 - 3 0 . 1 .
3

■ 3 1 . 1 .
2

1 я-3

2  9  '

л  я 3 4 . 2 . 3 6 .  6 4 я \
33 . 3 5 .  - п  .

6  In 3 8

3 7 .  - I n .
3 8 .  1 - In 2 3 9 .  -  +  —

• 4 0 . 0 , 6 8 .

3 12 2
4 1 .  4  -  2  In 3 . 4 2 .  е ‘  - е

4 3 .  — -  — +  1. 
6  2

, ,  2  , 1  

4 4  ^

4 5 . 1 - ! .
4 6 .  е - 2 . К

е ^  + 1 5 1 .  2 Л - ' .
е 4 7 .  ---------- .

2
9

52 .  i .
3 л Зе

5 3 .  - . 5 4 .  1 - -  . 5 5 .  2 In — .
5 2 4 5

5 6 . 4 . 1 „ ж  1 5 9 .  9  +  4 1 п 2 .
5 7 .  2 3  —  . 

10
5 8 ,  — +  —  a rc tg 2  

4  2

6 0 .  - 4 = - 6 1 . - * . 6 2 . 1 - 1 . 6 3 .  2 - 1  .
Зл/З 2 2  е е

6 4  — +  In 2  -  2 .  
2

6 5 .  е " 2 . 
Зе

6 6 .  - - 1 . 
2

6 7 .  1 ( 2 е 3 + 1 ) .

2 7

6 9 .  2 я - .
7 0 .  -  - .  

V 3  +  V 2  3

7 1 .  l ( V 2 e s i n ( I  - 7 ) + 1 ) .
4

7 2 .  i ( V 2 e c o s ( l -

73 .  0. 7 4 .  0. 7 5 . 0 . 4
7 6 .  2  +  8  In - .

5

7 7 .  2. 7 8 . - 1 . л 2 8 0  In и!.
7 9  -  — .

4
8 1 . 3 . 8 2 .  Р а зб е ж н ы . 8 3 .  Р а з б е ж н ы

8 4 . 1 .
2

85  1 .
8 6 .  Р а зб е ж н ы .

8 7 .  — .
8 8 .  Р а з б е ж н ы .

12 24

8 9  — .
9 0 .  Р а зб е ж н ы . 9 1 .  Р а зб е ж н ы 9 2 .  1.

2
9 3 .  Р а эб еж н ы , 9 4  Р а зб е ж н ы Л  г -

9 5 .  1 4 - .  
7

9 6  — +  1п( 2 + ■/<).
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9 7 .  Р а зб е ж н ы . 9 8 .  2. 9 9  1 -  In 2
100. - .  

2

10 1 . — In 
2

2 +  V 2 10} . Л .
103 . 10 4  -  .

2 - V 2 / 4 е

105 .  З б еж н ы . 106.  З б еж н ы . 10 7  Р а зб еж н ы . 108 .  З б е ж н ы .
10 9  З б еж н ы . 110 .Р а зб е ж н ы . 111 .  З б еж н ы . 112 .  З б еж н ы .

И З . * .
2

1 1 4 . - .
8

115 .  Р а зб е ж н ы .
116 .  -  — . 

8
117 .  Р а зб е ж н ы .

1 1 8 . - 1 .
V 2

119 .  Р а зб еж н ы .
120. — . 

In 2
121 .  Р а зб е ж н ы . 122 .  Р а зб еж н ы .

1 2 3 .  — . 
3

1 2 4 .  —  . 
7

12 5  Р а зб е ж н ы

л

1 2 6 . 1 1
2

127 .
з Т з

128 .  Р а зб е ж н ы

129.  Р а зб еж н ы . 130 .  п . 1 3 1 . - 1 . 13 2  Р а зб е ж н ы
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