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ПРАДМОВА

Метадычны дапаможшк змяшчае практычньы i хэарэтычныя 
заданы! параздзелах праграмы курса «Вышэйшая матэмахыка» — 
« Дыферэнцыяльн ыя урауненш» i «Функцьп некалыах змеиных».

Мэта дапаможшка — дасятенне болынай эфскхыунасц] прак- 
тычных заняткау i стымуляванне самастойнай работы студэнтау.

Дапаможшк складаецца з 2 глау: «Функцьп некальклх змеиных» i 
«Дыферэнцыяльныя урауненш». Кожная глава змяшчае тэарэтыч- 

ныя пытанш, заданы i практыкаванн! двух узроуняу складанасщ для 
аудыторнай i самастойнай работы, а таксама для самаправерю.

Заданы i практыкаванш, пазначаныя лыарай А (першы узровень 
складанасщ), змяшчаюць абавязковы щшмум, як\ павшен засвФць 
кожны студэнт. Л!тарай Б пазначаны заданы i практыкавашп другога 
узроуню складанасп!. Наяунасць пытаиняу да самакантролю дазваляе 
3pa6inb самастойную работу студэнтау больш асэнсаванай.

Для болыпасщ задач дадзены адказы. Па кожнай тэме прыве- 
дзены прыклады рашэнняу тыпавых задач, што дазваляе студэнтам са- 
мастойна засво!пь тэму.

Метадычны дапаможшк прызначаны для студэнтау першага Кур­
са ycix спецыяльнасцей.
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Глава 1. ФУНКЦЫ1 НЕКАЛБК1Х ЗМЕИНЫХ

1.1. Азначэнне, Л1ммт, нспарыунасць функцьп некальктх змеиных

Тэарэтычныя пытанш
1. Даць азначэнне i прывесщ прыклады функцый: 1)дзвюх,

2) трох, 3) п змеиных.
2. Ахарактарызаваць абсяг вызначэння i мноства значэнняу ллка- 

вай функцьп: 1) дзвюх, 2) трох, 3) и змеиных.
3. Даць азначэнне i прывесц! прыклады графиса функцьп дзвюх 

змеиных.
4. Ахарактарызаваць спосабы задания функцьп некалыах змеи­

ных.
5. Даць азначэнне i прывесц! ф!з!чны прыклад: 1) лшн узроуню 

функцьп дзвюх змеиных, 2) паверхю узроуню функцьп трох змеиных.
6. Даць азначэнне л!миу функцьп дзвюх змеиных.
7. Даць азначэнне непарыунай функцьп дзвюх змеиных у пункце 

М на мностве X.

Задант для аудыторнай работы 
А

1. Выразщь плошчу S  трохвугольннса як функцыю даужыш дзвюх 
яго старой х  i у, Kani яго перыметр 2р. Знайсщ абсяг вызначэння i 
мноства значэнняу гэтай функцьп. Пабудаваць абсяг вызначэння 
функцьп.

2. Знайсц! i пабудаваць абсяг вызначэння функцый:

2) 2 = ^2  + у  -arcsinx; 4

4) и = 1п(9 -  х 2 -  у 2 -  z 2).

3. У эканам!чнай тэорьй функцыя карыснасц! часцсй за усс мае

выгляд z = Y,ai \n(xi - с , ) ,  дзе а,- > 0 , x t >с, > 0  (а., с( — канстанты). 
/=1

Знайсц! i пабудаваць абсяг вызначэння функцьп, Kani и = 2.
4. Знайсщ z(0;0), z ( - l ;l) ,  z(l;y), Kani z = x 2 + y 2. Пабудаваць 

граф!к функций.

1) z = -
25

V**
3 ) н — + .— + '< — ,

Ух *Jy v z

+ у 2 -  25 
1 1
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5. Знайсщ лши узроуню функцьп z -  х 2 + у 2 + 4х i пабудаваць 
тыя, што праходзяць праз пункты М, (0; 0), М 2 (l; О).

. . .  у
6. Знайсщ лшп узроуню функцьп z = ——— i пабудаваць тыя,

х  +1
што адпавядаюць значэнням z  =1 i z  — — 2.

7. Знайсщ паверхш узроуню функцьп и = х 2 + у 2 + 4z2 i пабуда­
ваць тую, што праходзщь праз пункт М(0; 0; 2).

8. Знайсщ л1М1ты:

1) |«ш----- 5 S ----- 2) lim----- ? 2 _ ;
К 5 4 - т / ч ,+16

3) Птх-̂ 0 _у—>0

tg(ay).
Х-ЭО 4) lim(l + xz + у

у->0
2 . .aY/l^+y2}

12
9. Знайсщ пункты разрыву функцьп z =  ------ ^—  ----- .,

(х+ 2) + (у -1 )
10. Даследаваць на непарыунасць функцьп:

1) Z 2 2
X - у

2) и = 1
-2 , ..2  , _2  р  ■х + у  +Z

Б
11. Знайсщ _ i пабудаваць абсяг вызначэння функцьп 

z = ln (x ln (y -x)).
X + у

12. Даказаць, што lim-------не юнуе.
* Л Х ~У

13. Паказаць, што функцыя z =
2 ^  2 ,Х * 0 ,у * 0

непарыунах + у  
0, х  = 0, у  = О

па х i у  асабл1ва, але не з ’яуляецца непарыунай у пункце О(0; 0) па у i 
х у  сукупнасщ. .

Задант для самастойнай работы 
А

14. Знайсщ i пабудаваць абсяг вызначэння функцый:
1) z = ̂ 4 - 2 x 2 -  у 2 ; 2) z = x-Jl -  у  + yVl -  х  ;

3) и = ̂ 1 -  х2 -  у 2 + л/Зг -  z2 ; 4) и -  1п(4— — г). ч
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15. Знайсщ лшн узроуню функцьп z = x2 + y  i пабудаваць тыя, 
што праходзядь праз пункты М, (l; 3), М2 ( -2 ; -2).

16. Знайсщ паверхню узроуню функцьп и = х  + у  + z , якая прахо- 
дзщь праз пункт М ( - 1;3; 2).

17. Знайсщ лимиты
1Ч 5х + 2у1) 1Ш1-----  --- ;

р2,1 + V7 ~ ху

sin(xy)
3) lim—

jc—>0 у
у-> 0 '

2) Цт “ М
П! _____

. . . .  J x 1 + / + 4 - 24) lim -------- -
jc-*0>>->0 х 3 +ху2

18. Даследаваць на непарыунасць функцьп:

2 ) и  =  — .
х ' -  у  xyz

х 2 + у 419. Даказаць, што lim ----- - не icHye.
х  + уу—»оо ^

20. Знайсщ лшп узроуню функцы1 z:
1) z  = f { j x 2 + у 2); 2) z + x 2l n z - y  = 0.

21. Даследаваць на непарыунасць функцыю /(х ; у )  у пункце
(0 ; 0 ):

_  i

2) / ( * ;у ) = <1) f{x ;y )=

х 2у 2
—------г , х , У *  0х 2 + у 2 ;
О, х = у  = О

2 2 ’ У *  0X + у
О, х = у  = О

Задант для самакантролю
22. Ц1 могуць лшн узроуню z  = /(х ; у) мець агульныя пункты?
23. Запюаць функцьно z  = / ( х ;  у ) , якая icHye тольк1 На прамой

у = 1 .
24. Lli icHye limsinln(x2 + у 2)?

х—>0 у»0

25. Паказаць, што пры х -» 0 , у - » 0 функцыя z = ------- можа iM-
у - х

кнуцца д а 2; 3; со.
26.1Д можна пабудаваць графил функцый:
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\) z  = x 2 + у 2 —5', 2) w = х 2 + у 2 + z 2 -  5 ?

1.2. Дыферэнцаванне функцьп некалькчх змеиных. Дыферэнцыял
функцьй

Тэарэтычныя пытант
1. Даць азначэнне поунага i частковага приросту функцьп дзвюх 

змеиных.
2. Даць азначэнне частковай вытворнай функцьп дзвюх змеиных.
3. Сфармуляваць правша знаходжання частковых вытворных.
4. Сфармуляваць геаметрычны сэнс частковай вытворнай.
5. Даць азначэнне поунага дыферэнцыяла функцьп дзвюх змеи­

ных.
6. Ахарактарызаваць сувязь пам1ж поуным приростам функцьп 

дзвюх змеиных i яе поуным дыферэнцыялам.
7. Сфармуляваць тэарэму аб дыферэнцаванш складанай функ­

цьп дзвюх змеиных.
8. Сфармуляваць правша знаходжання частковых вытворных ня- 

яунай функцьп дзвюх змеиных.
. 9. Даць азначэнне частковых вытворных другога i и-га парадкау 

функцьп z = / ( * ;  д).

Задант для аудыторнай работы 
А

27. Знайсщ частковыя вытворньи функцьи дзвюх змеиных:
1) z-=x2y - y 2x + 4x; 2у }  = х 3е*у ;
3) z = ysin(x2 - у 3); 4) z = tg2(xy + 4).

28. Знайсщ частковыя вытворныя функцьп трох змеиных:
1) u = 2xy + 3yz + z 3; 2) и = д/х2 -  3у 2 + 4z 2 ;

у А  • (  у  ‘ '
3) и = 1п(г2 +ху); 4) ы= — .

у х ;
29. Знайсщ Zj(3; 2), z ,̂(3; 2), к ат  z = х2у  - х у 3 + у .
30. Знайсщ поуны прырост i дыферэнцыял функцьй 

z = х 2 -  ху2 + у 3, кал! х змяняецца ад 2 да 2,1, ау  ад 1 да 0,9.
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31. Знайсщ дыферэнцыялы функцый:
1) z = c o s (x -y 2); 2) z = ln(x + y 3).

32. Знайсщ <iz(l;2), каш z=\g{xy).

33. Вышчыць прыбл1зна д/(4,02)2 + (3,0 |)2 .
. . У 2 234. Знаисц1 — , —•, каш z = u ln v , и= — , v - x  + у  .

дх ду х

35. Знайсщ — , — ,каш z -  1п(е'+ е7), у = Vx2 + 1 .
дх dx V ’

36. Знайсщ — , Kaai z = arctg(;<y), x - 4 t ,  у  = In f.
dt

37. Знайсщ — , — , каш z2 + xy2 + x2z3 = 0.
дх dy
3z dz

38. Знайсщ — , —  у пункце (2; 1; -2), Kaai z2 + 3xyz + x2y 2 =•$4/
дх ду

д2 z  д2 z  . 2
< * - /) ■39. Паказаць, щ то ------ ------- , каш z = х* cos1

дхду дудх
40. Паказаць, што функцыя и = 5sin2x • cos2at здавальняе урау-

52и 2 52мненню хютання струны —г- = а — т.
dt2 дх‘

А »1
41. Знайсщ /;(1; 2), /Д 1; 2), кап /(х ;у )=  je ' dt.

X
dz dz

42. Паказаць, што — + —  =0, каш z -  ln(x2 + у 2 -  2ху).
cbc Зу

43. Знайсщ дыферэнцыял функцьп и = (ху)‘ .
44. Знайсщ d z , кал1 z = u2 + v2, w = cos(xy), v = xy2. '
45. Знайсщ d Lz , Kaai z == e2>< cos3x.

Задант для самастойнай работы 
А

46. Знайсщ частковыя вытворныя функцьп дзвюх змеиных:
(Vi
уУ)

1) z = х4 + х2у 2 + у 4 + 3; 2) z = cos'
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3) z = 51 2y; 4) z = arcsin(xy2).
47. Знайсщ частковыя вытворныя функцьн трох i п змеиных:

1) и = 1п(х2 + у 2 + z 2); 2) м = х2 + 2 ^ ;
3) и = с,х, + с2х2 +... + спх п, (с, — const).

48. Знайсщ z'(2 ;3), z '(2; 3), каш z = arctg(xy).
49. Знайсщ поуны прырост i дыферэнцыял функцьн 

z - x 2 -  у 2 + 1, Kani х змяняецца ад 3 да 3,01, а у ад 2 да 2,02.
50. Знайсщ дыферэнцыял функцьп z  = sin2(х -  у )  + ху2.

51. Знайсщ dz{2 ; - l ) ,  каш z -  2х ~у .

52. Вьпнчыць прыбл^зна у(5,01) + 2,03 .

53. Знайсщ — , — , каш z  = 1п(м2 - v 2), и = ху2, v = tg (x -y ) .
д х д у  -

. . х . л54. Знайсщ — , — , кал1 z = arcsm—, у = е .
дх dx у

55. Знайсщ — , каш z = sin(x + y 2), x = t2, у  = t i n t .
dt

„ . dz dz
56. Знайсщ — , — , кал1

дх ду
•1) z2 -cos(x-_y1)= 0 ; 2) х3 + 2у3 + z3 — 3xyz -  2_у = 0.

„  „  d2z  d2z57. Паказаць, што = , каш
дхду дудх

1) z  = x y ; 2) z - e x(xy -t-siny).

58. Паказаць, што функцыя /(х ;у )  = arctg— здавальняе ураунен-
У

тт 52« оню Лапласа —-г + — г- = 0.
дх2 ду2

л-гу

59. Знайсщ f'X 2; 5), /Д 2;5),кага / ( х ; у)=  j td t .
х

-КО

60. Знайсщ d z{-1; l), каш z  = JV' d t .

9



61. Прамавугольны паралелепшед мае вымярэнш а  = 4 м ,6  = 6м  
i с = 12м. Знайсщ прыбл1зна змяненне даужыш яго дыяганал1, кал1 а 
павял1чыцца на 2 см, Ъ — на 3 см, а с зменшыцца на 6 см.

62. Паказаць, што функция z -  у -  (p(cos(x -  у)) здавальняе урау-
dz dz z 

ненню —  + —  = —. 
дх ду у

• 2 2 2 2 1 dx dy _63. Паказаць, што кал1 х у  + х + у  - 1 ,  то — — = 0.
V l - x 2 VI- у 1

■■ . 6-D21 264. Паказаць, што функция и = ------?=е 4а' здавальняе ураунен-
2 a d n t

. ди 2 д2и ню цеплаправодиасщ —  = a .

Заданы для самакантролю
65. Щ можна паставщь знак раунання пам1ж поуным приростам 

A z  функций z  = /(х ;  у) i сумай яе частковых прыростау A zT + А zy ?

66. У ягах пунктах------= ------ , кал1 z = /(х ; у)?
■ Эрск

67. Колью вытворннх другога парадку i як1я мае функция
z = /(* ;y )?

68. Ц1 адрозшваецца выраз d 2z  для z = /(х ; у)  i складанай функ- 
цы! дзвюх змеиных?

1.3. Датычная плоскасць i нармаль да паверхь Вытворная 
па напрамку. Градыент. Частковая эластычнасць

Тэарэтычныя пытаны
1. Даць азначэнне датычнай плоскасщ i зашсаць яе урауненне.
2. Даць азначэнне нармал1 да naeepxHi i зашсаць яе урауненне.
3. Даць азначэнне вытворнай па напрамку.
4. Зашсаць формулу для вьийчэння вытворных па напрамку.
5. Даць азначэнне градиента i сфармуляваць яго уласщвасць
6. Даць азначэнне частковай эластычнасць
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Задант для аудыторнай работы 
А

69. Знайсщ ураунешй датычнай плоскасщ i нармал! да паверхн1 у 
пункце М 0:
1) z = 5 - х 2 - 2 уг, М 0(2;1;-1);
2) х3 + у 3 + z3 + x y z - 6 - О , M 0(l;2 ;- l) .

70. Паказаць, што паверхн! x + 2 y - ln z  + 4 = 0 i
х2 -  ху  -  8х + z  + 5 = 0 у пункце М0 (2; — 3; l) датыкаюцца адна да дру­
гой (маюць агульную датычную плоскасцн).

71. Знайсщ вытворную функций z = x 2 + у 3 у пункце М0(2: ]) па 
напрамку вектара М 0М ,, кал! М,(4;3).

72. Знайсщ скорасць i напрамак найхутчэйшага узрастання функ­
ций z = x 2y  + xy2 + 2 у пункце M 0(l;2). -

73. Знайсщ вытворную функций и = xy2z 3 у  пункце М(2; 3; 1) па 

напрамку вектара / = 2/ — 3 j  + 6к .
74. Знайсц! вытворную функций и -  х 2 -  3 yz + 5 у пункце

А'( 1; 2; — 1) у тым напрамку, яю утварае роуныя вострыя вуглы з 
восям! каардишат.

75. Знайщ grad и у  пункце Л:

1) и = х 3 + у 3 - Зху,А(1; — 1); 2)м = д/х2 + у 2 + z 2 , /1(— 1 ;-2 ;  2).
76. Знайсц! адзшкавы вектар нармал! да паверхш узроуню функ­

ций и = х 2 + 2ху -  4yz у  пункце М( 1; 1; -1 ) нак!раваны у бок 
узрастання функцы!.

а b X у
77. Знайсц! частковыя эластигчнасщ функций z ------ и —

а Ь
(a,b -  const -f О).

Б
78. Паказаци, што датихчная плоскасщ да паверхш 

л[х + л[у + 4 z  = -Ja абсякае на каардигаатных восях адрэзю, сума яьйх 
роуна а.

79. Знайсц! вугал пам1ж градыентам! функций! z = д/х2 + у 2 i 

z = х -  Зу + д/Зху у  пункце (3; 4).
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80. Знайсщ вытворную функцьп z = !п(х + у)  у пункце (1; 2) на 
парабале у 2 = Ах па напрамку гэтай парабалы.

81. Паказаць, што у выхворчай функцьп Коба -  Дугласа 
z -  byX^yh'1 частковыя эластычнасщ роуны Ex(z)= b],E y(z) = b1.

Заданш для самастойнай работы 
А

82. Знайсщ урауненш датычнай плоскасщ i нармгин да паверхш у 
пункце М 0:

2 2 2

l ) z  = 2 + х 2 + у 2, М 0(0;0;2): 2) ~  + " - ^  = 0 ’ Мо(4;3;4).16 9 8
83. Знайсщ вытворную функцьп z = х 2у 3 у пункце М ,( 1; 3) па на­

прамку вектара М ХМ 2 , кал1 М 2(2; 4).
84. Знайсщ скорасць i капрамак найхутчэйшага узрастання функ­

цьп z  = хЛу  + ху2 + 4 у пункце (2; 3).

85. Знайщ grad ф i паверхш узроуню функцьп ф = -Jx2 + у 1’ + z 2
86. Знайсщ частковыя эластычнасщ функций карыснасщ

а- -пу ~ 1Л\У )■

о /. Знайсщ вутал пам1Ж градыеятам! функцьп 
пунктах М х(2; 3; - 1) i М 2(1; — 1; 2).

= х2 + 2у 2 ■

■' 1 2 1 г88. Знайсц1 вытворную функцьп и = —х -  —у  + z  у пункце

. ... . .. „ х -  2 у  -1  z -1М(2\ 1; 1) па напрамку прамои —-— = ^ ■ = ——  ■

89. Паказаць, что паверхш х2 + у 2 + z 2 = ах i х 2 + у 2 + z2 = by ар- 
таганальныя пам!ж сабою.

Рашэнне тыпавых задач
Задача 1. Знайсщ урауненш датычнай плоскасщ i наомал1 у пунк­

це М 0{ 2; 1; -1 )  да паверхн1 узроуню функцьп
и = х 2 -  у 2 + z2 -  Зху -  6yz , якая праходзщь праз тэты пункт.
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Рашэнне. Урауненне паверхн! узроуню функцьп и = F(x\ у; z) мае 
выгляд F (x ;y ;z) = C , дзе С = F(M 0).

Таим чьгаам, у нашым выпадку х 2 -  у 2 + z 2 -  3ху -  6yz -  4, таму 
што F (2 ; l ; - l )  = 4.

Урауненне датычнай плоскасщ i нармал1 да паверхн i 
F(x; у; z)= С у  пункце М 0 мае выгляд

F;{M0) ( x - x 0)+ F ;(M 0) { y - y 0)+F;{M 0) { z - z 0)=o- 

Х-Хр = У-Уо _ z - z 0
f ;(m 0) f ;(m 0) f :(m J

Вьипчьгм частковыя вытворныя функцьп F(x; у; z) у пункце М 0: 
F;{M0)= 2 x -3 y \Mo = 1; F;(M0) = - 2 y - l x - 6 z \ Mo = -2 ;  

F;(M0) = 2 z -6 y \Mo=~&.

Тады урауненне датычнай плоскасщ мае выгляд
l(x -  2 ) -  2{у -  l ) -8 (z  + l) = 0, або x - 2 y - 8 z - 8  = 0.

„ . х - 2  у - 1  z  + 1Урауненне нармал1 мае выгляд —j— = — — = — —.

чАдказ: jc- 2 v - 8 z - 8  = 0, - —— = ——- = ^ - t 1.
1 - 2 - 8

Задача 2. Для функцьп u = x 2z +x-Jy -  yz у  пункце M0(0 ;4 ;- l)  
знайсщ: 1) скорасць i напрамак найхутчэйшага узрастання функцьп;

2) вытворную па напрамку вектара /, = М0М ,, дзе
М ,(-2;2;0);

3) вытворную па напрамку вектара /2, як! утварае роуньтя ту- 
пьм вуглы з восям1 каардынат.

Рашэнне. 1) напрамак найхутчэйшага узрастання функцьп у пунк­

це М0задае вектар gradn(M0)= скорасць гэтага узрас­

тання будзе роуная jgrad и(М0 )j. Вьипчым частковыя вытворныя да-

дзенай функцьп у пункце М 0: =2xz+̂ L„=2;
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ди
ду

X
= 1;

ди

щ 2У м0 & м0
— х  — у = —4.

Таюм чынам, напрамак найхутчэйшага узрастання функцьи — тэ­
та вектар grad и = {2; 1;"̂ }, а скорасць гэтага узРастання роуная

|grad и| = л/4 +1 +16 = л/21 и 4,6.

2) вытворную —  функцьп u = u (x \y ,z )  па напрамку / можнавы-
Э/

Л1чыць па формуле
ди ди ди „ Эм—  = — cosa + — cosp + — cosy, 
dl дх ду dz

дзе co sa , cosP, cosy —  наюравальныя косшусы вектара / ,  роуныя

cosa = ~ ,  cosp = jp, cosy = pr, } = {x;y;z}, |/| = *Jx2 + y 2 + z 2

У гэтым выпадку 1 = 1, = M 0M. = {-2; -2; l}, тады cosa = — ,

2 1 .соя И = —  cosy = —, Значэ^н» ^астховых в^ттвопных ^нпйо^ены v п.1

Так1м чынам б* ди „ (  2S\ . f  2̂ 1 . 1 10nvirsev меттт». —  = 2-1 —  ! + Ы —  — 4 • — = -----
\  ^ У3/, l  3 j

3) каб знайсщ накзравальныя комнусы вектара /2, вьткарастаем ix 
уласщвасць: cos2 a +  cos2 P + cos2y = 1. Так як cosa = cosP = cosy, ат-

1
рымаем 3 cos a  = 1; cos a  = —; cos a  = ± - ==. Паколью вуглы

3 V3

a, P, у — тупые, маем cosa = cosp = cosy = — \=. Тады
v 3

ди
dL

=  2
S

+ i -  -
l

s .

Ажаз: 1) {2; l ; ^ ,  | grad м | = V 2 l; 2) -  ̂ ; 3) ^ .

Заданш для самакантролю 
dz(M)90. Што характарызуе

dl
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91. Яю напрамак паказвае grad z (M )?

92. Паказаць, што —  = (grad и,1°).
81

93. JliHii узроуню вытворчай функцьй называюцца 1заквантамй 
Пабудаваць гзакванты вытворчай функцьй Коба -  Дугласа z = Ьйх ь'у Ьг 
пры частковых эластычнасцях роуньгх адз!нцы.

1.4. Формула Тэйлара. Экстрэмум функцьп дзвюх змеиных

Тэарэтычныя пытант
1. Зашсаць формулу Тэйлара для функцьй дзвюх змеиных.
2. Даць азначэнне пункта лакальнага экстрэмуму функцьй дзвюх 

змеиных.
3. Сфармуляваць неабходную умову юнавання лакальнага экстрэ­

муму функцьй дзвюх змеиных.
4. Сфармуляваць дастатковыя умовы юнавання лакальнага эк­

стрэмуму функцьй дзвюх змеиных.
5. Сфармуляваць правша знаходжання лакальнага экстрэмуму 

функцьй дзвюх змеиных.
6. Даць азначэнне пункта умоунага экстрэмума.
7. Сфармуляваць правша знаходжання умоунага экстрэмуму.
8. Даць азначэнне глабальнага экстрэмума функцьй дзвюх змеи­

ных.
9. Сфармуляваць алгарытм знаходжання глабальнага экстрэмуму 

функцьй дзвюх змеиных.

Заданы для аудыторнай работы 
А

94. Раскласщ па формуле Тэйлара у наваколл! пункта (1; 1) да чле-

нау другога парадкуучслючна функцьпо f(x ;  у ) = —.
х

95. Знайсщ лакальныя экстрэмумы функцьй:
1) z - x 1 + у 2 - \ 0 х - 1 2 у ;  2) г = (3х + б)у2 - х 3 + 3х.
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96. Гадавыя расходы прадпрыемства N  можна задаць функцыяй
С с

f(x ;y )  - a  + btx  + b2y  + — + — , дзе а, b{, Ь2, с,, с2 -  const. Пры ягах х, у  
х у

расходы прадпрыемства будуць найменшьап?
97. Сярод прамавугольных паралелепшедау, сума даужынь кан- 

тау ягах 36 см, знайсщ паралелепшед з найбольшым аб’ёмам.
98. Знайсщ умоуныя экстрэмумы функцьп:

2 . 1 1 . 1 1 2
1) z  = ху , кал1 х+  2у  = 1; 2) z = — + —, кал1 —  + —  = —г-.

х у  х  у  а
99. Знайсщ найбольшае i найменшае значэнш функций z = f(x :  у) 

у абсягу D :
1) z = x -2 y .+  5; D :x>  0, у>  0, х + у<  1;
2) z = + у 2 D х 2 т- у 2 < 1, х 15 0 ;
3) z = xJ + у 3 - Зху; D :0 < x < 2 , -1 < у < 2 .

100. Знайсщ глабальныя экстрэмумы функцьп г - х У л[у у  трох- 
вугольшкуз вяршыняш у пунктах 0(0; 0), .4(0; 2), 5(2; 0).

Б
lux. шскарыстоузаючы формулу Тзилара да членау другога па~ 

радку, выл!чыдъ ирыблхзна (0.95 (
10'Z. ЗпЭНСЦ! ЭКСТрЗМуМЫ фуНТСЦЫ! Z! 

х2 + у̂ 2 -г z2 — 4" — 6z —11 — 0.
103. На шгоскасщ Оху знайсщ пункт М(х; у) тага, што сума квад- 

ратау адлегласщ М  ад прамых х = 0, у  = 0, х  + 2у  -1 6  = 0 будзе най- 
меншай.

104. Знайсщ экстрэмумы функцьп трох змеиных 
и = х2 + у 2 + z2 — ху + х -  2 z .

105. Знайсщ умоуныя экстрэмумы функцьп u = x y 2z 3 пры 
x + y + z = !2 (x > 0 ;y  >0,“z> 0 ).

Заданы для самастойнай работы 
А

106. Раскласщ па формуле Тэйлара у наваколл! пункта (1; — 1) да 
членау другога парадку уключна функцыю /(х ; у)= ех+у.

107. Знайсщ лакальныя экстрэмумы функцьп:
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108. Знайсщ умоуныя экстрэмумы функцьп z = 2x + y ,  кал!

109. Раскласц1 дадатны лгк а на тры дадатныя складаiKi так, каб ix 
здабытак быу найболыным.

110. Знайсщ найбольшае i найменшае значэнн1 функцьп 
z = f (x ;  у )  у абсягу D:
1) z - x - 2 y  + 5; D: х < 0 , у > 0 ,  у  — х<  1;
2) z  = х 2 -  у 2; 1>. х 2 + у 2 < 4.

каш | a  j i ] Р j малыя.
112. На плоскасщ Зх -  2z = 0 знайсщ пункт М  так!, што сума 

квадратау адлегласщ М  ад пунктау А( 1; 1; 1) i В(2; 3; 4) будзе най- 
меншай.

113. Знайсщ умоуныя экстрэмумы функцьп u - x - 2 y  + 2z пры

Задача 1. Раскласщ па формуле Тэйлара у наваколл! пункта (1; 2)

Рашэнне, Зап1шам формулу Тэйлара з астаткавьш членам у форме 
Пеана:

Б
111. Па*

х 1 + у 2 + z2 = 9

Рашэнне тыпавых задач

дачленаудругогапарадкууключнафункцыю / ( х ;у ) - —.
У

'+
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2х 
J '

Знойдзем частковыя вытворныя першага i другога парадкау:

fy(x;y)=-~; fZfcy)=0 ;fZ(x;y)=~; f^(x;y)=~

У пункце (l;2) маем: / ( l ; 2) = “ ; /,'(U2) = ̂ ; / y'(l;2) = “ ; /4 'l1; 2) = 0; 

Формула Тэйлара мае выгляд

- = i +f^(x*1)-T(>;- 2)]+i f " l ( x“1)(>'"2)+7b;~ 2)2] +У 2 U

Адказ:
о((х-1)2 + (у -  2)2).

+ о((х -  i)2 + ( у -  2)2).

Задача___2. Знайсщ лакаяышя экстрэмумы функцьп
/ ( jc; у) = х2 + ху + у 2 — Зх -  6 у .

Рашэнне. Знойдзем стацыянарныя пункты функцьп:
, v , N \2х + у  — 3 = 0 [х = 0

/;\х-,у)=2х + у - Ъ \  j y(x ;y j= -x  + 2 y - 6  => < п =>1
|_х + 2у -  6 = 0 | у  = 3

Пункт Л(0; 3) можа быць пунктам лакальнага экстрэмуму функ­
ций. Праверым дастатковыя умовы юнавання лакальнага экстрэмуму 
функцьп:

Г Л х0\Уо)
■С (*<6 То)

f^y{X0 ’ У о)
f»W>y0)

> 0 ;/ : ( 0 ;3 ) = 2 ; / ; ( 0 ;3 ) = 1 ; / ; ( 0 ;3 )  = 2.

2
1

1
2

= 4 -1  = 3 > 0.

Так як /^(0; 3) > 0 i f"y ((); 3) > 0, у пункце А(0; 3) функцыя мае 
лакальны мцймум:/(0;3) = -9  => m m /(x ;y )= /(0 ;3 ) = -9 .

Адказ: min f ( x ;  у ) = /(0 ;  3) = -9 .
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Задача 3. Знайсщ найболыпае i найменшае значэнне функций 
/(х ; у ) -  ху  у абсягу D : х 2 + у г < 1.

Рашэнне: Найбольшае i найменшае значэнне функцыя можа медь 
у стацыянарных пунктах ц! на гранщы абсягу. Знойдзем стацыянар-

Г х = О
ныя пункты функций: f'x{ x \y )= y , f y{ x ,y )= x -

У = о 0 (0; 0)

стацыянарны пункт функдьй. Значэнш функций на грашцы х2 + у 2 =1,

У:I =±л/Г— X2 .

/ (x )  = ± W l - * \  Л {х) = ±
л/Г^

1 -2 х

’л/Г
■; х= ±

л/2

х =
л/2 1

У- ± ^

л/2
1

л/2

Знойдзем значэнш функдьй у пунктах 0(0;0), л | - ^ = ; - ^ | ,

Я
1 __ 1_

V T  л/2
. с - _L _L

л/2 *’ л/2

/ ( 0 ; 0 ) = 0 ; /
V

1 1
л/2 ’ л/2

iD | / Г  л/2V
1 _ п

л/2’ л/2
= 1 -  /  

2 ’ 7

/
'  1_____ 1_'

л/2’ л/2

/ -
1

= ~ ;  /  -
1 1

л/2’ л/2 2
Таим чынам, найбольшае значэнне функдьй /(х ;  у)  = ху мае у 

пунктах Л i О, а найменшае — у пунктах В i С:

max /(х ;  у) = / f - L ;  4= 1  = — \= \-
л/ 2 ’ л/2 л/2’ л / 2 2 *

min / ( * ; х М ^ ; ^ 1 -  / I
1 1 1

Адказ: шах / (х ;у )=  / |
jr+jrsi

min / (х ;у )=  /

л/2 ’ л/2
'_1_ _ J _

л/2 ’ л/2

л/2 ’ л/2 J 2
_1_____1_
л/2 ’ л/2 2 '’
1 1

/ !  л/2; Т 2 1_ “ •
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Задант для самакантролю
114. Зашсаць формулу Макларэна для функций z  = /(х ; у).
115. Ц1 можна зап1саць формулу Макларэна для функцьп карыс-

насщ z — а, 1п(х — е,) + а21п(у — с2), кал! а1,а2 > 0 , x > c t >0,
у  > с2 > 0 ?

116. Зашсаць функцыю Лагранжа для z = f ( x ; y ) пры урауттенш 
сувяз! ф(х;у)= 0 i неабходныя умовы умоунага экстрэмуму.

117.1Д! можа быць глабальны макамум функций z = /(х ;  у)  боль- 
шы, чым лакальны максимум гэтай функцьп?

118. Знайсщ урауненне датычнай плоскасщ да паверхн! 
z -  f ( x ; y )  у пункце лакальнага экстрэмума, каш f ( x ; y )  мае вытвор- 
ныя у гэтым пункце.



Глава 2. ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫЯ УРАУНЕНН1

Тэарэтычныя пытант
1. Даць азначэнне дыферэнцыяльнага ураунення.
2. Даць азначэнне парадку ураунення.
3. Даць азначэнне дыферэнцыяльнага ураунення першага парад­

ку.
4. Даць азначэнне агульнага рашэння дыферэнцыяльнаг а ураунен­

ня першага парадку.
5. Даць азначэнне частковага рашэння дыферэнцыяльнага урау­

нення першага парадку.
6. Сфармуляваць задачу Кашы для дыферэнцыяльнага ураунення 

першага парадку i растлумачыць яе геаметрычны сэнс.
7. Перал^чыць тылы дыферэнцыяльных урауненняу першага па­

радку.
8. Даць азначэнне дыферэнцыяльнага ураунення першага парадку 

з раздзяляльным! змеиным], затсаць яго агульны выгляд i расказачь 
аб метадзе рашэння.

9. Даць азначэнне аднароднага дыферэнцыяльнага ураунення 
першага парадку, затсаць яго агульны выгляд i расказачь аб метадзе 
рашэння.

10. Даць азначэнне лшейнага дыферэнцыяльнага ураунення i 
ураунення Вернул!, затсаць агульны выгляд кожнага з ix i расказаць 
аб метадзе рашэння гэтых урауненняу.

2.1. Дыферэнцыяльныя урауненш першага парадку

2.1.1. Дыферэнцыяльныя урауненш $ раздзяляльным! змеиным!

Задант для аудиторной работы 
А

1. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
^урауненняу першага парадку з раздзяляльным! змеиным!:

\)jcdx -  2dy -  0 ; 2) ln(cosA^<7gf+ х tgy dy = 0;
3) у  в2х dx + (l + e2x )dy = 0; 4). (x -  2 ^ c  + ydy = 0;

5 ) ) ^ “ + = 0, y (l)= 0 ; 6) e’̂ tg y d b c - -^ —  dy = 0, >-(l) = ^ ;
x x  -1  2
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7) у ' = 2Х~У; у ( -  3) = -5 ;

9)
xdy ydx = 0;

8) У-  = \п у , у{2)=1;

ю) у / = — 2х
у  л/Г-~х2 cosy

11) y ' + sin(x + y) = s in (x -y );12 ) y ' = eJt+v+ e x";,',y (0 )= 0 .
Б

2. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку з раздзяляльньпш змеиным!:
1) (l + eJ )y  у '
3) у - у '  - у 2 +ху' ■

у(о) = 0; 2) x2( 2 y y '- l ) = l ;
4) у ' + cos(x + у ) = cos(x -  у );

5) у 2с6с + x 2dy -  xy[xdy-  ydx)\ • 6) ху dx -  (l + x 2)dy = у  л/l + x2d x .
y'(t)

3. Вядома, што тэмп прыросту T = нацыянальнага даходу
У\П

прапарцыянальны экспаненцыяльнаму росту спажывання с и ) . Вызна- 
чыць функцыю у  = у(/), якая характарьтзуе змяненне нацыянальнага 
даходу, Kami выконваюдца наступныя умовы: рост спажывання

с(?)=е0Л25',  —  = 2 ,7 ,.у (0)=е. 
а 0

4. Хуткасць абясцзньвання абсталявання у вышку яго зносу пра- 
парцыйна у кожны момант часу яго фактычнаму кошту, Пачатковы 
кошт абсталявання роуны Д,, Знайсщ, колыа будзе каштаваць абста- 
ляванне А, праз t гадоу.

5. Знайсщ лшйо, якая праходз!дь праз пункт А(2;3) i валодае той 
уласц1васцю, што адрэзак яе адвольнай датычнай, яю знаходз1цца па- 
м1ж каардынатным1 восямц дзелщца пароуну у пункце дотыку.

Заданш для самастойнай работы 
А

6. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку з раздзяляльным1 змеиными

2 )x V T1 ) /  = ^ -

з )  у  у '—

х
1 -  2х 

У

I + у" + у Vl + х2-у' = 0; 

4) х у ' + у -  у 2 = 0;
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5) х + ху + у'(у  + ху)= 0; 
ds'

7) С 1 1 +
dt

= 1;

6) (2ху2 + x)dx + (зу -  x 2y)dy = 0; 

8)(л/х у  -  ^fx)dy + у  d x -Q

9 ) / = ^ 4 , Я о ) = 1 ;1 + х

11) У = 1+ У2
ху1

10) y 's \n x  — y ln y ,  у|^—J = е ;

12) sin х  sin у  dx + cos х cos у  dy = 0;

7. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку з раздзяляльньшл змеиными

1)еТ +1 > 1;
3) 3eJrsmyabc = (ex- l ) dy

cosy

, . х + у  . х - у
2) у  + sm -------= sin---- —;

2 2

4 ) у - х у '  = a(l + х 2у'), у(  1) = 1.

• _У(08. Вядома, што тэмп приросту Т  = ' : '  нацыянальнага даходу
У\Ч

прапарцыянальны экспаненцыяльнаму росту спажывання c(t). Вызна- 
чыць функцию y  = y{l), якая характарызуе змяненне нацыянальнага 
даходу, каш выконваюцца наступныя умовы: рост спажывання

c(f)=e0-21' , — = 2,5, у(0) = е. 
а 0

9. Хуткасць ахалоджвання цела прапарцыянальна рознщы памЬк 
тэмпературам1 цела i навакольнага асяродзя. Шчым, што каэфщыент 
лрапарцыянальнасщ лшейна залежыць ад часу: х  = x0(l + ал). Знайсщ 
залежнасць пам1ж тэмпературай цела Q i часам / ,  кал! вядома, што 
при ? = 0 i Q = Qn тэмпература навакольнага асяродзя роуна Q,.

, ±
d t ’

10. Попит на тавар азначаецца суадносшам! D = \Q 0 -2 p -2

Ла прапанаванне змяняецца па закону S -  60 + 20— , дзе р  цана та-
dt

вару, t —  час у нядзелях. Трэба вызначыць, па якому закону будзе 
змяняцца раунаважная цана (при якой попит будзе роуны з прапана- 
ваннем), кал1 у пачатковы монант часу яна складала 21 у.а.
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Рашэнне тыпавых задач 
Задача 1. Рашыць урауненне у  -  2х(у - 1)2.

dy
Рашэнне. Раздзел1м зменныя:

ад абедзвюх частак i атрымаем

О'- i )  
1

= 2xd x . Возьмем штэгралы

у - 1
= х + С , дзе С адвольная

пастаянная. Адгэтуль следуе, што рашэнням1 зададзеннага ураунення

з’яуляюцца функций у  = — у - — +1.

функция у  = 1 з’яуляецца рашэннем ураунення, але яна не увахо- 
дзщь у атрыманае мноства рашэнняу, так як тоеснасць

— —*—  + 1 = 1 не выконваецца ш пры як!х значэннях С .
х~ + С

Таим чынам, рашэнням! зададзеннага ураунення з ’яуляюцца

функцьн у = — —----- 1-1, у  = 1 .
х" + С 

1Адказ. у  — — -  : + 1, У — 1 .
х -г С

Задача 2. Вядома, што тэмп приросту Т
у'(Л 

, Т  -  /-У.1
Уу)

Н̂ ДЫЯНЭЛЬНЕГЗ. да,-

ходу прапарцыянальны экспаненцыяльнаму росту спажывання c{t). 
Вызначыць функцию y  = y{t), якая характарызуе змяненне нацыя- 
нальнага даходу, кал! выконваюцца наступныя умовы: рост спажы­

вання с 0571 В
а .

= 3,5, >(0) = е.

Рашэнне. Пры нязменнай норме вытворчага накаплення а 0 i 
пры нязменным значэнн1 кашталаёмкасщ нацыянальнага даходу В ,

y'(t) В /л
згодна умовам заданы, саставш урауненне:

y(t) а.
-с(г), або

= 3,5е0-057' , якое з’яуляецца дыференцыяльным урауненнем з раз- 
У\Ч

дяляльным1 змеиным!. Падзел1м зменныя:■ — -3,5 е0,0511 d t .
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Праштэгруем абедзве части гэтага уpayнейпя i атрымаем агуль- 
нае рашэнне у выглядзе In у  = 6 1,404е0 057'+  1пС або у  = с е61’404е0,0"7' 

Рашым задачу Кашы. Для гэтага будзем карыстацца пачатковьвп 
умовам! у  = е пры / = 0: е = С е61,404, адкуль С = е-60,404 .

Тады функпыя змянення нацьмнальнага даходу мае выгляд:

2.1.2. Аднародныя дыфсрэнцыяльиыя урауненн!

Задант для аудыторнай работы 
А

11. Знайсщ агульнае або яастковае рашэнне аднародных дыфе- 
рэнцыяльных урауненняу першага парадку:

12. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне аднародных дыфе- 
рэнцыяльных урауненняу першага парадку:

13. Вызначыць фунцыю змянення кошту тавару у залежнасц! ад 
яго колькасщ, кал! дынам1чная функцыя прапанавання тавару будзе

,61,404е°'057!-60.404

X X
3) у - х у '  = х  + у у '; 4) у 2 -  4ху  + 4х 2у ' = 0; 

6) xdx + (у -  2x)dy = 0;

1 )у у ' = 2 у - х

х
Б

о
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мець выгляд F\ х ,; р , ; — ) = —  —  i будзе прапарцыянальна хуткасщ 
^ dt )  p i dt

змянення запасу тавару з каэфщыентам! прапарцыянальнасщ, роуны-

Mi па вел1чыне 1 + In р, -  1пх, пры умовах, што р{\) = - .
е

14. Знайсд1 крывую, якая праходз1ць праз пункт А(0; 2) i разам з 
воссю OY, датычнай да крывой у адвольным яе пункце, i радыусам- 
вектарам пункту дотыку стварае раунабедраны трохвугольн1к. 
Прычым асновай яго будзе адрэзак датычнай ад пункту дотыку да eoci 
OY.

Задант для самастойнай работы 
А

15. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне аднародных дыфе- 
рэнцыялъных урауненняу першага парадку:

\.£ /  \  (  \
) , у(1)=2; 2) xy'sinĵ  У j + x = ysinj ^ J ;1) У = 4 + —+ 1 —

х \ х
у/ , s ( У ( >Л3) х у  ~ x s /х + у ,  vll) = 0; 4) ху 'Щ  — ! = х + vini — i;

\ x j  \ x j

5) /  = — f  cos—; 6)xJy r = y\y* + x2 }\

_4 , x 2 + xv + v2
7) /  = -------

fd y X  ^ dy f \ nr
— i + ^ - — >’ = °> У(0)=У5; \d x  j dx

9) / = 4 ^ 4 .Я 1)= -1.у + 2ду -  x

16. Знайсц1 агульнае або частковае рашэнне аднародных дыфе- 
рэнцыяльных урауненняу першага парадку:

]) у - х у '=  Х , у\х=1 = л ; 2) 2 х > '- 4 х у - у 2 = 0 ;
cos —

х —y tg — ф> = 0; 4) (х2 + у 2 +ту)с& = х2аф.
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17. Няхай дынам1чная функцыя прапанавання хавару мае вы-

гляд Я  х.; р,\. Ф, ) _
dt

dPi

P i~ 4 h P i dt
, дзе xi —  запас тавару; p t— цана

тавару. Ф,
’ dt

— вел1чыня, якая характарызуе змяненне цаны. Азначыць,

як змешцца цана тавару у залежнасщ ад яго колькасщ, кал1 дынам1ч- 
ная функцыя прапанавання тавару будзе прапарцыянальна хуткасщ 
змянення запасу тавару з каэфщыентам1 прапарцыянальнасд1, роуны-

Mi па вел1чыне 1 + In р, -  1пх, пры умовах, што р{2) = .
е

18. Знайсц1 лш1ю, у якой квадрат даужыш адрэзка, ям  адсякае ад- 
вольная датычная ад Boci ардынат, будзе роуным здабытку каардынат 
любога пункту дотьжу.

19. Затсаць урауненне тни, якая праходзщь праз пункт Л(1; 0), 
кал1 вядома, што адрэзак, адсечаны датычнай у любым пункце гэтай 
лшп на Boci O Y , будзе роуным адрэзку ад пункту дотыку да пачатку 
каардынат.

Рашэнне тыпавых задач 
Задача 1. Рашыць урауненне 2х гу' = х г + у 2.
Рашэнне. Зададзенае уРаУненне — аднароднае. Заменам у  = их, 

у  = и'х + и. Атрымаем 2х2 (и'х + и) = х2 + и2х 2, або 2и'х + 2и -  1 + и2.

Раздзел1м зменныя: du dx
= — . Возьмем iнтэтралы ад 

и — 2м +1 х

абедзвюх частак i а т р ы м а е м ---- -— = -1п| х | + 1пС. Замест и
и - \  2 1 1

падстав1м —. Тамм чынам, агульнае рашэнне зададзенага ураунення 
х

мае выгляд у  = х —

Адказ: у - х -

ь(с>/м)
InR m)

Задача 2. Вядома, што дьшам1чная функцыя прапанавання тавару 
мае выгляд
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dp.

дзе х, запас тавару; р,

Р, -  -& Pi dt ’
Ф,цана тавару; ----- вел1чыня, якая ха-

рактарызуе змяненне цаны.
Вызначыць, як змешцца цана тавару у залежнасщ ад яго коль- 

касцц кал! дынам1чная функцыя прапанавання тавару роуна хуткасш' 
змянення запасу тавару.

Рашэнне. Згодна з умовам1 заданы саетав1м наступнае уравнение:
xi dp, _ dxt

P , - 4 x iP> dt dt
Гэтае урауненне з’яуляецца аднародным. Зашшам яго у выглядзе

dp, __dx, Pi — ух,/?; . dp, _ Pj 
dt dt x, dt x,

Пал1чым, што —  = и , тады р, = га, i p\ = u'x, + и . 
x,

Падетав1м здачэню p i i p\ у дыферзнцыялькае урауненне i атры- 
iVlclCJiVl ii jCj T 1Л — lA ~~~ у xdli —- i&iAjC .

Падзелш абедзве часта ураунення на здабытак функций x-Ju i

атрымаем
аи
X

ах
х

Праштэгруем яго i знойдзем агульнае рашэнне и = -Угг С
, з

дапамогай якога атрымаем функцию змянення кошту ад' колькасщ

тавару р ,= ~ \п

Адказ: р, = —Чп'
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2.1.3. Лшейныя дыферэнцыяльиыя урауненш

Заданы для аудиторной работы 
А

20. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейных дыферэн- 
цыяльных урауненняу пер шага парадку:

У 21) y 's in x -y c o s x  = l;  2) у ---- = - х  ;
х

3) у ' + у  = х;
у

5) y 'ln x ----= х -1пх;
х

7) у ' + 2у = е3х;
9) у ' - 2 у  = еГх, у(о) = -1 ;

4) х  у  — 2у -  х3 + х ;

6) у ' + 2ху = хе * ;

8) х у '  1пх = у  + 1пх;
Ю) х у '  — 2у = х ,  у(1 )= 1 . 

Б
21. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейных дыферэн- 

цыяльных урауненняу першага парадку:

1 )х ' + — = 4 - ;  2) х '-  1
У У 2 у  2 х '

3) xd y  + 4ydx  + x 2dx = Q\ 4)x(x + l ) ( y '- l ) = y ;
5)e~J' dx -  {xe~y +,2y)dy = 0 ,y(5) = 0 ;6) cosy dx = (x + 2y cosy) sin у d y .

22. Функцыя прапанавання прамысловай прадукцьн прадпрыем- 
ства, якая з’яуляецца функцыяй даны мшулага года, мае выгляд

S = 3 p - 8 ( f - l ) + 2 — . Попыт на дадзены тавар вызначаецца коштяу

прамысловай прадукцьн штага года. Гады функцыя попыту мае вы­

гляд q = - p  + l t -  —  . Вызначыць дану раунавап на тавар. 
dt

23. Знайсщ функцыю, якая характарызуе змяненне нацыянальнага 
даходу у  - у(«), каш вядома, што вешчыня спажывання зададзена

функцыяй c - 4 t ,  каэфщыент каппалаёмкасц1 прыросту даходу В = i ,

у(0)=4.
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Задант для самастойнай работы 
А

24. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейных дыферэн- 
дыяльных урауненняу першага парадку:
1) у' + у  = cos.x;

3) у'{х + у 2)= у ,

5) у ' - х у  = х 3;

7) х2у' = 4ху + 5;
, 1 -  2х

9) у  + — — у  = 1.

2 ) у ' - 6 у  = 2 х е 6х, у(1) = е6;

4) у ' -  ytgx. = —-— , у(о) = 0; 
— cosx

(
6) у '{ \ .- х 2)= ху + \ ,  у|

8) х dy + 4у  dx + x 2dx = 0;
V 2 7

2
=r ;

25. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейных дыферэн- 
цыяльных урауненняу першага парадку:
\ ) х у '  + х 2 + х у -  у  = 0; 2) 2y d x  + {y2 -  6x)dy = §\
3) (3х -j> -2 )a tc  + (x - l) i iy  = 0;

4) t (l + / 2)dx = (х + x t2 - 12)d t , x(l) = ——.

26. Знайсщ функцыю, якая характарызуе змяненне нацыянальнага 
даходу у  = y(t), Rani вядома, што вел1чыня спажывання зададзена 
функцыяй с = 6 1 , каэфщыснт кашталаёмютасш приросту даходу

В = у(0) = 6.

27. Пункт масай т, рухаецца прамалшейна. На яго дзейшчае ci- 
ла, прапарцыянальная часу (каэфщыент прапарцыянальнасщ будзе 
роуным к]), яш прайшоу ад таго моманту, Kani хуткасць пункта 
была роуна нулю. Акрамя таго, на пункт дзейшчае сша супращулення 
навакольнага асяроддзя, прапарцыянальная хуткасщ (каэфщыент пра­
парцыянальнасщ будзе роуным к). Знайсщ залежнасць хуткасщ ад 
часу.

28. 3 вышыга падае цела масай т з першапачатковай хуткасцю 
v(0) = 0. Знайсщ хуткасць цела v = v(t) у любы момант часу t , калj на 
яго, акрамя сшы цяп р  = m g , дзейшчае сша супращулення паветру,
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якая прапарцыянальна хуткасщ v(t) з каэфщыентам прапарцыяналь- 
насщ, роуным 3 /  -

Рашэнне тыпавых задач
Задача 1. Знайсщ агульнае рашэнне лшейнага дыферэнцыяльнага

, 2
ураунення першагапарадку: у  — у - х .

х
Рашэнне. Няхай у  ~ u v . Тады у' = u'v + uv'. Значэнш у  i у ' пад-

„ ■ , , 2ставш у зададзенае урауненне: u v  + uv — u v -  х .
х

Згрупуем складн1к), як\я маюць и i атрымаем
, (  , 2 и v + м v ----v

V
Возьмем функцыю v так1м чынам, каб сумножнж пры и рауна-

2
вауся нулю: v' — v = 0. Рэшым гэтае урауненне з раздзельным1 змен-

х
ным1 i атрымаем: v = х 2.

11адстав1М v у u'v = x: х ги' ~ х . Раздзял1ушы зменныя i праштэ- 
граваушы гэтае урауненне, атрымаем и = In] Сх \.

Агульнае рашэнне будзе медь выгляд у  = х 21п| Сх \.

Адказ: у  = х 21п| Сх | .

Задача 2. Знайсщ функцыю, якая характарызуе змяненне нацыя- 
нальнага даходу у  = y{t), кал1 вядома, нгто вел!чыня спажывання за- 
дадзена функцыяй с = 2f, каэф1цыент кап1талаём1стааи прыросту

даходу В =^ ,  у(0) = 2.

Рашэнне. Найболып простую мадэль вытворчасщ надыянальнага 
даходу можна сфармуляваць, кал! выконваюцца дзве умовы:

1) прапарцыянальнасць вытворчага накаплення прыросту нацыя- 
нальнага даходу у той жа момант часу;

2) незалежнасць дьшам1ю спажывання.
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Гэтая мадэль мае выгляд y(t)= B —  + C(t), дзе В — каэфщыент
cbc

кашталаём1стасщ нацыянальнага даходу;С(г) —  невытворчае спажы- 
ванне, невытворчае накапленне, прырост матэрыяльных абаротных 
сродкау, дзяржауных матэрыяльных рэзервау, страты — усё гэта бу- 
дзе «епажыванне».

Звяртаючыся да умоу заданы, атрымаем урауненне

y ( t)= \y '( t)+  2*.

Гэта значыць, функцыя даходу задавалъняе лшейнаму дыферэн- 
цыяльнаму урауненшр першага парадку. Для яго рашэння скарыстаем 
падстаноуку:

у(? )= и(0Ч0» / ( 0 = " '(0v(0+ m(0 v'(0-
Тады урауненне прыме выгляд uv = ^{u 'v + uv')+ 2 t, або

1 г. .  . 1 . 1 , 1 ,— u'v +  — uv' — uv =  —21' — uv + u\ — v' — v =  —21.
2 2  2 {2  )

Возьмем v так, каб выраз у дужках раунавауся нулю. Тады 
атрымаем два урауиенш:

—v' -  v = 0; — u'v = -2 1.
2 2

Рашым першае урауненне ~ v ' = у . Гэта урауненне з раздзяляль-

HbiMi зменным1: v' = 2v, dv = 2vdt, —  = 2d t , lnl v I = 2 t , v = e2' .
v

Рашым другое урауненне ~u'v = ~2t: и о1' = -At, и' = ~4г е~2‘

u = -4\te"2' dt- —Ж  - - r e ' 2' +  — }e '2' dt) = 2t e ' 2' +  e '2' +  C .
V 2 2 )

Тады агульнае рашэнне будзе медь выгляд
у  = е2'(2г е '2' + е~2' + С) = 2Г +1 + С е2' .

Значэнне нязменнай С знойдзем з пачатковых умоу 
у(о) = и(о) • v(o) = 2 . Адгэтуль С = 1.

Частковае рашэнне мае выгляд у -  2f +1 + е2' .
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' 0

Адказ: Функцыя, якая характарызуе змяненне нацыянальнага да- 
ходу, мае выгляд у  = 2t +1 + е1 2‘.

X * СУ 2.1.4. Урауненш Бернул!

X Заданш для аудыторнай работы 
А

29. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку:

1) х у ' + у - у 2 \пх; 

3) у ' - х у  = х3у 2;

5) 2 у '+ у  = — ;
У

2) У +—=-х у2;
X

4) у ' + у  = J y ,  у(0) = ̂ ;

6) У+ ̂ ~  = у2(х3 +l)sinx, у(0) = 1.

30. Знайсщ агульнае або чаетковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку:
1) xydy-iy1 + x)dx\ 2) y'x3smy=xy'-2y;
3) (2х2у \ п у - х ) у ' = у; 4) у  х + х = -у х 2.

Заданш для самастойнай работы 
А

31. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку:

1) у' + 2ху = 2х2у 3; 2 ) у '  + - ^ ~  + у 2 = 0 ;
х + 1

3) у '~ У  tgx + y 2cosx = 0; 4) х у ' - 4 у - х 2 J y  = 0;
5) (2xy + 3 ) d y - y 2dx = 0-, 6) (у4 5 + 2 х )у '  = у .

Б
32. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 

урауненняу першага парадку:
1)(х2] п у - х ) у '  = у ;  2) у  = х у '  + у '\п у ;

3) У = х У + У In у; 4) у dx + (х + х2у 2)dy = 0;
5) (у2 + 2y  + x2)y ' + 2x = 0, y (l)=0;
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rz
6) y d x  + 2'xdy = 2 y ---- -—dy, y(0)=7t.

cos2 у

Рагиэнне тыпавых задач
Задача. Знайсщ агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ураунення 

першага парадку: ху' + у  = ху1 In х .
Рашэнне. Няхай y  = uv. Тады у  = u v  + uv . Значэнш у  i у  пад-

став1м у зададзенае урауненне h 'v + uv' + — uv = и1 v2 In x .
x

Згрупуем складнЫ, якш маюць н, i атрымаем 

m'v +  h^v' +  —v j  =  M2v2 In .r.

Возьмем функцьно v таим чынам, каб сумножнпс пры и рауна-

вауся нулю: v' + — v = 0. Рашая гэтае урауненне з раздзельным1 змен- 
х

HbiMi, атрымаем v = —. Тады застанецца рашыць другое урауненне 
х

и 'v = u2v2 Inх , або и' = u2v  Inх .
Раздзял:ушы зменныя i праштэграваушы гэтае урауненне, атры­

маем
du lnx , ,du Дпх , л  1 In2х С 2
-T  = — dx; J-— = j-----dx + C , -  — = -
■ х и х и. *.

2
гг х и~ х и.

Агульнае рашэнне будзе мець выгляд у  = • 

2

—— + —; и = — , .
2 2 С + In2 х

с(с + In2 х)

Адказ: у  = —
:(С + In2 х)

Пытант для самоконтролю
1. Щ можа дыферэнцыяльнае урауненне у ’ = / ( х )  мець канечны

лш рашэнняу?
2. ЦД icHye штэгральная крывая ураунення у ' = 1су, якая прахо- 

дзщь праз пункты:
а) М{ 1;2), б) M (l;2) i N(2;3), в) М (1;2) i />(1;3), г) М{ 1;2) i 

К{ 4; 2)?
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3. У яюх выпадках мноства ycix рашэнняу дыферэнцыяльных 
урауненняу у' = у  можна прывесщ да выгляду:

4. Паказаць, щ можа мноства ycix рашэнняу дыферэнцыяльных 
урауненняу з раздзяляльньшй змеиным! медь выгляд у - С {х + С2, дзе 
С, i С2 —  адвольныя пастаянныя.

5. Праверыць, щ будзе функцыя у  = С,х + — , рашэннем дыфе-

рэнцыяльнага ураунення х у '  - у + — = 0.
У

6. Праверыць, щ з’яуляецца фуйкцыя у  = у(х), зададзенная у ня-

яуным выглядзе урауненнем е* =Су, штэгралам дыферэнцыяльнага 
5ф»аунення ху у ' -  у 2 -  х 1 у  .

7. Цд можа рашэнне дыферэнцьгальнага ураунення у ' = у  у выпад­
ках, кал! яно не абарачваецца у нуль Hi для яюх значэнняу аргумента, 
мець пункты экстрэмума?

Заданы на паутарэнне
33. Указаць тып дыферэнцыяльнага ураунення i метад яго рашэн- 

ня:

а) у  = С ех; б) у  = С 2ех;в ) у  = (lnC)e*; г) y  = (co sC )e \

У

2) х у ' In— = х + у  In —;
X X

6) х у ' + у  = sinx;

х

15) y ' + y tg x  = -----
cosx

17) x 2 у ' + 2ду = ~4;

14) у ' + 2ех у  -  2ех *J~y ; 

16) х '- 3 х  = е~';

18) x (y '-x c o s x )= y ;
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19) ( x - \ ) d y  = [y + \)dx\ 20) jc' = 2 + jc ;
21) 3y 2dy = х 2dx\ 22) y' = xe“->';

23) (х 2 + \)dy - x y d x  = 0; 24) — У = 3ycosx + x;
X

25) v' + t2v = e '; 26) ~Jy dx + x 2 dy = 0;

27) y'cosx + _ysinx = l; 28) (jc + 1)—  - 2 y  = (x + l)4 
dx

2 9 ) - ^ - 2 y  = ( l - x 2)e*2; 
x  ax

■ 4 , l-2x 31) y ’ + — 1- y  = 1.

30) ху ' + >' = лу21пх;

2.2. Дыферэнцыяльныя урауненш вышэйшых парадкау, якая 
дапускаюць зшжэнне парадку

Тэарэтычныя пытант
1. Дадь азначэнне дыферэнцьмльнага ураунення п -га парадку i 

яго агульнага рашэння.
2. Перал!чыць тыпы урауненняу вышэйшых парадкау, ягая дапус­

каюць зшжэнне парадку.
3. Схема рашэння дыферэнцыяльнага уРаУнення выгляду

Уп)= /(* )•
4. Даць азначэнне дыферэнцыяльнага ураунення другога парадку.
5. Схема 

F (x;y';y")= 0,
рашэння дыферэнцыяльнага ураунення выгляду

6. Схема 
F (y;y ';y")= 0

рашэння дыферэнцыяльнага ураунення выгляду

7. Схема рашэння дыферэнцыяльнага ураунення выгляду
F(y'\y")=  0.

Заданш для ссудыторнай работы 
А

34. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу вышэйшых парадкау, якш дапускаюць зшжэнне парадку:
1) у" = Зх2 -  4х +1; 2) у" = х 2 -c o s x ;
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А

3) y s i n 4x = sin2x;
5) е * (у  + ех)=1;
7 )  ( i  +  x 2 V  +  ( / ) 2 + i  =  0 ;

35. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу вышэйшых парадкау, яктя дапускаюць зшжэнне парадку:
1) х у" -  у ' (in У - 1пх); 2) /  = —+ -7, у(2) = 0, /(2)=4;**— X у

3) ху"  + у ' = у ' In— ; 4) / /  = -1 , y ( l)= l ,  y ( ! )= 0 ;
л:

5) х /  + х ( у 'У - У  = ° .  Я 2)= 2 , У(2)=1; -и

6) ЗУ У  = у + (у')3 +1, у(о)=-2, у (0 )= 0 ; У ? ^  Р ; 
_ 7 } 2 /  = З У >Я - 2 ) = 1 ,У ( - 2 ) = - 1 ;

8) У У" =  (у')2 - (у ')3 . уО) = 1> У'(0 = ~ ■1 ■

Задант для самастойнай работы 
А

36. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 
урауненняу вышэйшых парадкау, яюя дапускаюць зшжэнне парадку:

1) y  = V x ^ l ;  2) y" = (V(l + (y')2)J;
3 )у" = 3у '; 4) у"(х2 + l)= 2 x y ';

5) y" = y '(l + (y')2); 6 ) y ’ (x2+ l ) = 2 x y ' , у (0)=1 ,у '(0)=3;

7) /к — cos2 х, У(0) = °> У(°)=̂ > ут(°)=?
8) у” = хе-', у(о)=0, у'(о) = 2, у'(0)^2.

Б
37. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне дыферэнцыяльных 

урауненняу вышэйшых парадкау, яюя дапускаюць зшжэнне парадку:
1) У у”=(у")2; 2) х / = У У
3) у ' у" = 3(У )2. 3) у ” + У  tgx = secx .
4 )  у У - У У - ( у')2=0; • 5) 2уу ’ - 3(у')2 = 4у2;

д Ь
“За

4) У  = 2sinxcos2x - s i n 3x;

6) УУ = (У)2;
8) x ln x -y l, = y'.
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6) у" + — (У)2 = 0; 
1~Р

8) у" -  2ctgx у  -  sin3 х ;
1 0 ) /  = У(1 + У )2;
12) У - л Д Т ^ ;

9 ) ( 1 - х2) У - х У  = 2; 
11)У  + У  + 2 = 0;

38. 3 сямейства штэгральных крывых дыферэнцьильнага урау- 
нення у" -  б(1 -  х) знайсщ тую, якая у пункце М (1; 5) мае датычную з

. „ лвуглом наклону да b o c i  х  , роуным —.

Рашэнне тыпавых задач
Задача 1. Знайсщ агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ураунення

У 8
(х -3 )5 '

Рашэнне. IIaHi3iM парадак вытворнай:

t V c -
Зноу пашз1м парадак вытворнай:

Г 9
• С, dx ■■У  = \y"dx = |

(х -3 )4 3 (х -3 )3
■ + CjX + С2 .

Атрымаем агульнае рашэнне дыферэнцыяльнага ураунення:

y = \y 'd x = \ з(х -зу + С,х + С2 d x - -
3 (х -3 )2 + С ' 2 +Сг* + Сз-

Адказ: у  = -
3 (х -3 ):

■+У у  + С2х + С3

Задача 2. Знайсщ частковае рашэнне дыферэнцыяльнага урау­

нення: х У  = у  In —, y(l) = е , У (l) = е2. 
х

Рашэнне. Зададзенае урауненн6 мае агульны выгляд 
F(x;y'-,y")~  0. У iM адсудшчае у .  Пашз1м парадак гэтага ураунення.
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Няхай z = у', z  = у " . Тады зададзенае урауненне будзе аднародным
, , zурауненнем першага парадку адносна зменнаи х : х z = z In —.

х
Рашым яго з дапамогай падстаноую z = их, z - u ' x  + u. Урауненне 

прыме выгляд и'х + и = и In и .
Раздзяхпушы зменныя i праштэграваушы абедзве части атрыма-

„ du dx
нага 5фаунення, атрымаем: — -------- г =  — ■;

и(1пн-1) х
ln| ln w -1 | = 1п| х  | + In С ,; 1пи-1 = С,х, и -  e1+c,’t, 

адкуль z = х  e1+Cl*.
Так як z = У , то апошняе урауненне з’яуляецца дыферэнцыяль- 

ным урауненнем першага парадку. Яно рашаецца аднаразовым штэ- 
граваннем: у ' = х е1+С|Х, адкуль

JxeI+Clx<fc =
и = х du = dx 

dv = e1+Cpi dx v = — e,+Qx
c,

= — e1+c‘x-  JL  fe'+c'*dx = ~ е ,+С|Х- - \ e i+c'x+ C2 = C r  J r  r 2 2C,
C V y l нс,*

Cf
+ С*2 *

y = - ^ e t+c'x+ C2.

С, 4
Таим чынам, агульнае рашэнне ураунення:

C .x - l) —_!____t-
C\

Вызначым значэнш адвольных пастаянных С, i С2. Выкарыстоу- 
ваючы пачатковыя умовы y(l) = e, y '2(l)= e , атрымаем сзстэму урау- 
ненняу

е = Q  -1 eI+Cl + С,

е2 = е |+С)
Адгэтуль знойдзем, што С, = i i Сг = е. Частковае рашэнне прыме 

выгляд у  = (х - 1) е1+х + е .
Адказ: y  = ( x - l ) e 1+*+e.

Задача 3. Знайсщ агульнае рашэнне у"Щу = 2(у’)2.
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Рашэнне. Гэтае урауненне мае агульный выгляд F {y ,y '\y" )~ 0 i 
залежьщь ад у .

Няхай у ' -  р ,  тады у" — р  — . Падстав1м значэнш у ’ i у" у зада-
dy

дзенае уРаУненне Р ~  tgy = 2 р 2. Атрымаем урауненне з раздзя-
dy

ляльньшй змеиными Рашым яго:

*  = Ш -  r ^ , 2 e £ 2 <4, + c t; i n |p |= 2 H s i n ^ |  + iDC,; 
р  tgy  J р  J siny

1л| р  | = ln(c, sin2 у),

адкуль р  = С, sin2 у .
Звяртаючыся да падстаноуга у ' = р ,  атрымаем у ' = С, sin2 у .
Тэта урауненне з раздзяляльньшт змеиными Раздзел1м ix i пра-

dyштэгруем абедзве частю дыферэнцыяльнага ураунення: — = C{d x ;
sin у

С2 — ctg у  = С, х ;  ctg у  = С2 -  Сус; у  = arcctg(C2 -  С.х).
Алказ: у  = arcctg(C2 -  Сус) .

2.3. Лшейныя аднародныя i неаднародныя урауненш 
вышэйшых парадкау з иязменным1 каэфщыснтам!

2.3.1. Лшейныя аднародныя дыферэнцыяльныя урауненш 
вышэйшых парадкау

Тэарэтычныя пытанш
1. Дадь азначэнне лшейнага аднароднага дыферэнцыяльнага 

ураунення з низменным! каэфщыентамп
2. Даць азначэння агульнага рашэння аднароднага ураунення п -га 

парадку.
3. Сфармуляваць тэарэму аб структуры агульнага рашэння лшей­

нага аднароднага дыферэнцыяльнага ураунення.
4. Як зашсаць характарыстычная урауненне для зададзенага ад­

народнага дыферэнцыяльнага ураунення?
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5. Даць азначэнне лшейнага аднароднага дыферэнцыяльнага 
ураунення другога парадку з нязменным! каэф'щыентамл.

6. Даць азначэнне агульнага рашэння аднароднага ураунення дру­
гога парадку з нязменным! каэфщыентамь

7. Зашсаць агульнае рашэнне аднароднага дыферэнцыяльнага 
ураунення другога парадку з нязменнымн каэфщыенташ у наступных 
выпадках:

а) рэчаюных i розных каранёу характарыстычнага ураунення;
б) рэчаюных i роуных каранёу характарыстычнага уравнения;
в) камплексных каранёу характарыстычнага ураунення.

Заданы для аудиторной работы 
А

39. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейнага аднародна­
га дыферэнцыяльнага ураунення другога парадку з нязменным! каэфь 
цыентам!:
1) -г У  -  2у -  0; 
3) /  + 3у = 0 ;
5) / ’ + у = 0;
7) у “ + 6 у ’ +13 у  = 0;

9) у" -  2у' + 10v -  0_. vl -
■’ 1̂6 !=0

2) / - 2 у  = 0;
4) у" -  2у’ + у = 0;
6) у’ + 5у' + 6у = 0, у(о) = 1, У(0) = -6;
8 ) / - 1 0 У  + 25у = 0 , у(0) = 0, У(о)=1;

У ТгД 7
у \ б ) =е ■ Т  - ' ■

40. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейнага аднародна­
га дыферэнцыяльнага ураунення вышэйшых парадкау з нязменным! 
каэфщыентамн
1) у *  - 4 у” + 4 /  = 0; 2) у ,У + 5 /  + 4у = 0;
3) у т-3 у "  + 3 у ' - у  = 0; 4 ) / ' - 1 3 / - 1 2 у  = 0;
5) у ” + у " - 4 у’ - 4 у  = 0 , у(о) = 3, У(0) = -1, / ( 0 ) = 9 .

Заданы для самастойнай работы
А ' ! " ;-

41. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейнага аднародна­
га дыферэнцыяльнага ураунення другога парадку з нязменньгш 
каэфщыентамк
1 ) 4 / - 8 У + З у  = 0; 2) 9у" + Ьуг + у  = 0;
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5) у" + 5у = 0 ; 6) у" + у  = О, у(0) = 1,

7) у" + Зу' = 0 ,у (о )= 1 ,у '(о )= 2 .
Б

42. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейнага аднародна- 
га дыферэнцыяльнага ураунення вышэйшых парадкау з нязменньвд 
кaэфiцыeнтaмi:
1) у т- 2 у ” + у ' = 0; 2) y 'v -1 3 У  + 36у = 0;
3) у ” ~ 4у" + Зу' = 0; 4 )у", + 5у ' = 0;
5 ) / рг- 8 / - 9 у  = 0; 6 ) у ' - 3 у '  + 4у = 0;
7) у и -2 у "  + 9 у '-1 8 у  = 0 , у(о) = 3, у '(о )= 4 , у"(0) = 17.

43. Матэрыяльны пункт з масай, роунай т, рухаецца па Boci Ох 
пад уздзеяннем алы , якая устанаул1вае рух, нахшена да пачатку кар- 
дынат i прапарцыянальна адлегласщ рухаючага пункта ад пачатку. 
Наваколле, у яюм адбываецца рух, аказвае руху пункта супращулен- 
не, прапарцыянальнае хуткасщ руху. Знайсщ закон руху.

Пытанш для самакантролю
1. Сярод дадзеных дыферэнцыяльных урауненняу указаць лшей- 

ныя аднародныя дыференцыяльныя урауненш другога парадку з ни­
зменным! каэфщыентамп
1 ) у "  = х ; 2) у " - х у '  + у  = 0; 3 ) у " - 5 у  = 0;
4) у ” + у 2 = 0 ; 5) у" -  у ' + 3у = х 2; 6) Зу" + 5у' -  6у = 0;
7) (у")2 + 2у' + Зу = 0; 8) у ” -  Зу' + 4 = 0.

2. Праверыпь, ц! з’яуляюдца дадзеныя функций рашэнням! дадзе­
ных урауненняу:
1) y  = C,e~2l+ C 2e2x у" + 2у' + 2у = 0;
2) у  = е* (С, cosx + C2sinx) у " - 2 у ' + 2 = 0;
3) у  = (С, +С2х) е~21 у" + 6у ' + 9у = 0.

3. Саставщь лшейнае аднароднае дыферэнцыяльнае урауненне 
другога парадку з низменным] каэфщыентам! у наступных выпадках: 
1) характарыстычнае урауненне мае выгляд:

a) k 2 +3к + 2 = 0; б) А:2 -1  = 0;
в) А:2 + 4 = 0; г) 2к2 - 3 * - 5  = 0;

3) 2у" +  З у '  +  у  = 0 ;  4 ) у"  +  8у ' +  25у  =  О;
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2) ica;ri вядомы караш яго характарыстычнага ураунення:
a) kt = 4, к2 = -2 ;  б) = к2 = -5 ;

в) £, = 5, = ——; г) А,, = 5 ± 2л;
5

3) яго рашэнш маюць выгляд:
а) у  = (С, + С2х) е '3*; б) у  = С, ех+ С 2 е2*;
в) у  = е*(С, co sx -  С2sinx); г) у = С, cos2x + С2 sin2х.

4. Даказаць, пгго рашэнш дыферэнцыяльнага ураунення 
у" + со2у = 0 можна зашсаць у наступным выглядзе: у  = Acos(cot + ср), 
дзе А \ ср —  адвольныя нязменныя.

5. Ц! можа дыферэнцьильнае урауненне другога парадку мець:
а) другую вытворную функций;
б) першую вытворную;
в) шукаемую функцыю;
г) незалежную зменную у яуным выглядзе?

6. Вядома, што у  = ел i у  = 2е* з’яуляюцца рашэнняш дыферэн­
цыяльнага ураунення у" -  ру' + у  = 0. Цд можна сцвярджаць, што 
v = С. e*+ 2С, е" — мноства ycix рашэнняу дадзенага ураунення,

А. Паказаць, ш можа мноства ycix рашэнняу дыферэнцыяльнага 
Ураунення у" +.со2у  = 0 мець выгляд:

a) y  = C(coscox + sincox); б) у  = С ,еш + С2е-®*;
в) у  = Acos(cot + (р); г) у  = С, cos сох + С2 sin а х .

8. Яюм дыферэнцыяльным уравнением ашсваецца pyx цела па за­
кону:

а) х = С, cos<в?; б) х = Acos(at + а ) .
9. Пры яюх значэннях b yci рашэнш дыферэнцыяльнага ураунен­

ня у" + by' + 4у  = 0:
а) iMKHynna да нуля, кал! х неабмяжавана узрыстае;
б) з’яугопоцца.перьыдычньнш функцыямь

10. Як\ ф1з1чны сэнс маюць нязменныя A i- ср у рашэнш 
х = A cos(<or + ф) ураунення х" + ш2х = 0.
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2.3.2. Лшейныя неаднародныя дыферэнцыяльныя урауненш 
вышэйшых парадкау

1. Даць азначэнне лшейных неаднародных дыферэнцыяльных 
урауненняу вышэйпгых парадкау.

2. Даць азначэнне лшейнага неаднароднага дыферэнцыяльнага 
ураунення другога парадку з нязменныш каэфщыентат.

3. Сфармуляваць тэарэму аб структуры атульнага рашэння лшей- 
нага неаднароднага дыферэнцьмльнага ураунення другога парадку.

4. Метад падбору частковых рашэнняу i выпади яго ужывання.
5. Метад варыяцый адвольных пастаянных i выпади яго ужыван-

44. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейнага неаднарод­
нага дыферэнцыяльнага ураунення другога парадку з нязменным каэ- 
фщыенташ метадам падбору частковых рашэнняу:
1) у" -  2у  + 2у  = 6х2 + 14х + 6; 2) у" + 2у' + у  -  4х2 -  Зх -  5;

Тэарэтычныя пытанш

ня.

Заданы для аудиторной работы 
А

3) у" + у  = Зх? - 7 х  + 9 
5) 2у" + 5у' = 2,5е~х;
7) у" + 2у ' = 36cosx;

$  2у" + у ' -  y  = 2ez ;
6)у" -  4у ' + 5 у  = 2 cosx + 6sinх ; 

&)у" + У —~ sin2 х , у(п) = 1, у'(п)=  1;

9) 4у" + 16>'' + 15у = 4е 2 , у(0) = 3, у'(0) = -5,5.
45. Знайсщ агульны выгляд частковых рашэнняу: 

I) y ’ - 2 y '  + y  = f ( x ) :
а ) /( х )= 7 х е Д
в) / (х )  = (3х + 2)е_;с;

б) / (x )  = 3sinx;
г) f ( x )  = 3x2 + 4.

2) 2 у " + у '- 3 у ~ / (х ) :
а) / (х )= 5 х е 1;
в) / (x )  = 2sin3x;

б ) / ( х ) = 7 х 3- 4 ;
г) / (х )  = б(х + 1)2.

3) /  + 4 /  + 4у = /(х ) :
а) / ( х ) = х е '2' ;
в) f { x )  = 5x2- 6 ;

б) / (x )  = sin2x;
г) / (х )  = х + 4.

44



4) 2 у '  -  З у ' - 5 y  =  f ( x ) :
5

а) f ( x )  = 4 e2 ; б) / (х )  = 6х е6д:;

в) f(x )=  6 s in ~ x -c o s—х; 
J w  2 2

г) /(х )= 3 х 2 -  5.

Б
46. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейных неаднарод­

ных дыферэнцыяльных урауненняу метадам падбору частковых ра-
шэнняу:
0 /  + 4 У +  4у = х е 21; 2) у" + 2у' = 4ех (sinx + cosx);
3) у" + У  = 1 + cosx; 4) у" -  Зу' + 2у = х -  e~2l+ 1;
5) у" — 3y' + 2y = 3x + 5sin2x; 6) у Ч У  = 6х + е-‘ ;
7) у"  -  2у" + у ' = x i +ех; 
9) у" + У  + у  = (х + х2 )е*;

8) у ,у + 2у* + у '  = е_1+ х ;

10) у" -  2y ' = e* (x2 + x  -  з), y(0) = 2 , y'(o) = 2;
И ) у * - y  = 8ex, y (o)=0, у (0 )= 2 , y '(o )= 4 , у я(0)=6.

47- Знайсцг агульнае рашэнне лшейных неаднародных дыферзи- 
пыяльных урауненняу другога парадку з низменным! каэфщыентамг 
методам варыяцкй адвольных пастаянных:

М  У" + У = - 7= = ;  2) y ' + 4y = ctg2x;
Vcoszx

3 ) /  +  5 / - к 6 у  = - ^ - ;  4 )у Ч - 1 у  = - й _ ;
1 е COS —

2

5) у" + у  + ctg2 х = 0; 6) у ” -  2у' + у  = — .
1 + х

Заданш для самастойнай работы 
А

48. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейнага неаднарод- 
нага дыферэнцыялыгага ураунення другога парадку з нязменным! каэ- 
фщыентам1 метадам падбору частковых рашэнняу:
1) / —З у = 1 8 х 2 - 2 ;  2) у " - Зу' + 2у = Зе2х;
3) y" + 2y' + 5y = e~Jtsm2x; 4) у" + 4у’+ 4у = х е 2х;
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5) у" — У + У — У  + 6; 6) 5у" -  6у' + 5у = 5е5 ;
7) y', + 2y' = 4ex(sinx + cosx);
8) у * -2 у ' + 10у = 10х2 + 18х + 6 , у(о)=1, у '(0) = 3,2;
9) у " - у '  = 2 (1 -х ) ,  у (о )= 1 ,у '(0 ) = 1.

49. Знайсщ агульны выгляд частковых рашэнняу:
1) y '  + 3y' + 2y  = f ( x )

а) f { x )= 6 e -2x {x + 4)-
в) / ( х ) - З х 2 + 5;

2) y" + 5 y ' - 6 y  = f { x )
а) / ( х)  = Зех (х + 2);
в) / ( х ) = е “б1х2;

3) у" + 6у' + 9у = / (х )
a) / ( х ) = е ‘3х (5х + б);
в) / ( х )  = е3х cos3x;

4) y ’ - 2 y ' - 4 y  = f ( x )

а) /(х )  = 3 х е ^ ;
в) / (х )  = х 2 + 4х -  3;

б) / (x )  = 9cosx;

0  / ( х) = (* + 0 е *•

б) / (х )  = cosx+3sinx;
г) / (х )  = 5х2 -  4х +1.

б) /(x )= -2 c o s3 x  + sin3x;
г) /(х )= 6 е* 3х.

б) /(x )= 4 c o s5 x ;

г) / ( х ) = 6 е ^ .
Б

50. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне лшейных неаднарод- 
ных дыферэнцыяльных урауненняу метадам падбору частковых ра­
шэнняу:
1) у" -  4у' + 4у = 2(sin2х + х ) ; 2) у т + у" = х е 2х+ х2
3 ) 2 /  + 5 у ' = 0,1 е~2,5х-  25 sin 2,5х; 4 ) /  + 4 /  + 4у  = 8(х2 + е2х+ sin2x);

_3
5) 4У' + 16у' + 15у = 4е 2\  у(о) = 3;
6) у ” - у  = 2х, у (0 )= у '(0 )= 0 , У (0 )= 2 ;
7) у" -  ЗУ = 3(2 -  х 2), у (о)= у '(0 )=у '(0) = 1;
8) y 'v -2 y "  + y  = 8(ex+ e 'x)+4(sinx + cosx);
9) у у + у т = х 2 - 1.

51. Знайсщ агульнае рашэнне лшейных неаднародных дыферэн- 
цыяльных урауненняу другога парадку з нязменньнш каэфщыентам] 
метадам варыяцый адвольных пастаянных:
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1 + е*

3) у " - у '  - е 2х cose1;

5) у ” + 4у - 2 tg x ;

2) у " - у ' = е2* л/ l - e 2* ;

4) y - 2 /  + j, = - ;
X

6) у  + у  =
sin2 л:

2.4. Сктемы дыферэнцыяльных урауненняу

Тэарэтычныя пытаннг
1. Даць азначэнне i нашсаць агульны выгляд нармальнай сютэмы 

п дыферэнцыяльных урауненняу першага парадку з невядомым1 
функциям у ,(X),у 2(X),. . . ,у п{х).

2. Даць азначэнне парадку сютэмы п дыферэнцыяльных ураунен­
няу-.

3. Сфармуляваць задачу Кашы для сютэмы дыферэнцыяльных 
урауненняу першага парадку.

4. Сфармуляваць тэзрэм'/ аб !скаванн1 \ аднолькаввсц! рашэккя 
задачы Кашы.

5. Даць азначэнне агулькага рашзнкя С1стэмы vi дыфсрэнцыяль- 
ных урауненняу першага парадку.

6. Даць азначэнне частковага рашэння сютэмы п дыферэнцыяль­
ных урауненняу першага парадку.

7. Даць азначэнне i нашсаць агульны выгляд сютэмы лшейных 
дыферэнцыяльных урауненняу.

8. Даць азначэнне аДнароднай сютэмы лшейных дыферэнцыяль­
ных урауненняу.

9. Даць азначэнне неаднароднай сютэмы лшейных дыферэн­
цыяльных урауненняу.

10. Метад звядзення сютэмы да аднаго ураунення.

Задант для аудыторнай работы 
А

52. Знайсш агульнае або частковае рашэнне астэм лшейных ды­
ферэнцыяльных урауненняу з нязменньшт каэфщыентамп
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2)1

х' =

4>;

х' =

6 ) .
у =

8 ).
X = 

? -

10)
С :

Б

zT1'
„ -2r ’

_3< •

53. Знайсщ агульнае рашэнне сштэм лшейных дыферэнцыяльных 
урауненняу з низменным! каэф!цыентамк

х’ = 2 у x’ = x + y + 3z

!)•У = 2 z; 2)-у' -  х + 5у + z
z' = 2х z' = 3х + у + z
х' = Зх -  у + z х' — у + Z

3)' y ' = - x  + 5 y - z ; 4)-у' = х + у -  Z .
z ' -  х -  у  + 3z z' = у  + z

54. Знайсщ рашэнне с!стэмы аднародных
урауненняу, якая з яуляецца матэматычнай мадэллю замкнутай выт- 
ворчай слстэмы у разрэзе дзвюх галш, кал! матрыцы прамых матэры- 
яльных затрат A i каэфщыентау кашталаёмкасщ приросту вытворчас- 
ui В маюць выгляд

А = 

Х(0)=

0,18 0,29 
0,29 0,38 

50 
60

; в  =
0,48 0,48 
1,01 0,83

пры пачатковых умовах

Заданш для самастойнай работы 
А

55. Знайсщ агульнае або частковае рашэнне сютэм лшейных ды­
ферэнцыяльных урауненняу з нязменным! каэфщыентам!:
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1У = 4 х -  
(У = - х  + 4 у

3)
\х' = х + 4 у  
\ у '  = 2х + 3 у ’
fу ’ = -5  у  + 2z + 40е'

5) 1 ;
[z' = у  — 6z + 9е 1 

т \у' = У + 2
[z' = - \ Q y - z  + t ’

\х  =1 х -  5у + 12 _ 
j ( /  = 1 0 x - 7 y - 3 ? ’

11) Г . ~ 'и+? ,,* (o )= i >Яо)=о.[У = х + е‘

2)

4)

|У  = 7x4-3}' 
\ у '  = х  + 5у ’ 
Jx' = 3 х - 2 у  
{у' = 2x4-8 у ’

6)
х' = 2 у - х  + 1 
у ' = 3 у - 2 х

[х' =  4 х - 3 у  4-sin?
8) \ ■

[у' - 2 х - у -2 c o s t
ч |У  = 1 0 х -9 у  4-cos? 

Ю)4 ;[у' = l l x  -Ю у  — situ.

Б
56. Знайсш агульнае рашэнне сктэм лшейных дыферэнцыяльных 

урауненняу з нязменньши каэфщыентамп
’ = Зх — у  -г z 

Л i v '  = x + y  + z
' Г! z' = 4х — у

2 К
х -  4у  - 2 z  — 3x
у  = z  + х
z' — 6х -  6у  4- 5z

57. Знайсц! рашэнне сютэмы аднародных дыферэнцыяльных
V рaVН6НКЯу. ЯКаЯ З ’яуЛ Я сЦ Д а МаТЭМаТЫЧНай МЗ.ДЭЛЛЮ ЗаМКНуТЭЙ ВЫТ- 
ворчай слстэмы у разрэзе дзвюх галш, кал1 матрыцы прамых матэры- 
яльных затрат A i каэфщыентау кашталаёмкасщ прыросту вытворчас- 
щ В маюць выгляд

“0,25 0,30'
А =

0,30 0,35
; £  =

0,6 0,6
0,9 0,8

пры пачатковых умовах Х(0) -
70
80

Рашэнне тыпавых задач
Задача 1. Знайсщ рашэнне сютэмы аднародных дыферэнцыяль- 

ных урауненняу, якая з’яуляецца матэматычнай мадэллю замкнутай 
вытворчай сютэмы у разрэзе дзвюх галш, кал1 матрыцы прамых матэ- 
рыяльных затрат A i каэфшыентау кашталаёмкаац прыросту вытвор- 
часщ В маюць выгляд
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пры пачатковых умовахА =

х ( 0 ) =

0,21 0,32 
0,32 0,45 

60'
60

; в -
0,52 0,52 
1,00 0,83

Рашэнне. Для атрымання сктэмы аднародных дыферэнцыяльных 
урауненняу, пал1чым матрыцы (Е -  Л), В 1 i ix здабытак (Е -  А)В~'\

0,79 -0,32>
{ Е -А )=

' l  o' r0,21 0,32'

,0 ^0,32 0,45/ V-0 ,32  0,55

В 1=- 1
det В 

( Е - А ) В 1 =

(B n Bn ] 1
<T)00d

-0 ,52 ) Г-9,39 5,88^
4S,2 B22 / 0,0884 1-1,00 0,52) t  11,31 -  5,88 J

' 0,79 -  0,32Л ''-9,39 5,88^ 11,04 6,53'
,-0 ,3 2 0,55 J , 11,31

o
o
4

0
0

IT?1 \  9,23 -5 ,12,

Састав1м сютэму:

dxy
~dt

dxj
dt

= -1 l,04x, + 6,53x2

= 9,23x. -  5,12x,

Знойдзем яе рашэнне метадам звядзення Ыстэмы да аднаго урау- 
нення. Для гэтага прадыферэнцыруем першае з урауненняу. Прымем

dx{ . dxj
да увап выразы для —- 1  

dt dt
, атрымаем

^ -5 . = _! 1 04 ̂  + 6,53 ^  = -11,04 ( - 1 1,04х, + 6,53х,) + 
dt2 dt dt V l 2J

+ 6,53 (9,23x, -5 ,1 2 x J  = 182,15x, -105,52x2. 
d 2xАтрымаем урауненне — г1- = 182,15x, -  105,52x,. 
dt2

Падстав1м значэнне x2, знойдзеннае з першага ураунення стстэ-

мы: х2 = 1 dx, 11,04
6,53 dt 6,53

-X,'.

d \
di1

= 182,15х, -105,52 1 dx, И, 04
6,53 dt 6,53 ‘

dx
= -16 ,16— L + 3,75x, 

dt 1
d 2xi . dxx 

~dt
або ^  + 16,16 —L-3,75x, =0 . 

dt2 J‘ 1
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Агульнае рашэнне гэтага ураунення атрымаем у выглядзе 
Xj = С, е0'23' + С2 е-16,39' .

Так як ^ -  = 0,23C,e°-23'- 
dt 1

16,39 С, е46,39' , тады

= - 1— (0,23 С, е0’23' -16,39 С2 еЧ6>39' ) + (с, е0-23' + С, е*16'39' )
* ”  V 1 2 2 6,53 V 1 2 ’6,53

=1,73С, е'0.23/ 0,82С2 е~
Так1м чынам, агульнае рашэнне сютэмы мае наступны выгляд

х, = С, е • + С2 е м  , х2=1,73 С, е°- - 0,82 С2 е •16,39/

Знойдзем частковае рашэнне, якое здавальняе зададзеным пачат- 
ковым умовам. Няхай Г = 0 , тады

х, (0) = С, + С2 = 60; х2 (0) = 1,73с1! -  0,82С, = 60;

або
С ,+ С 2 =60 ГС, =42,82
1,73С, -  0,82С2 = 60’ аДКуЛЬ (С2 = 17,18 '

Падстав1м значэнш адвольных пастаянных С, = 42,82 i С2 = 17,18 
у агульнае рашэнне i знойдзем частковае рашэнне: 

х, = 42,82 е№ + 17,18 e“,U9\
'  х2= 74,08 е0,23'- 1 4,09 е_;5’39г.
Выснова: .Тауналапчны тэмп приросту нацыянальнага даходу 

роуны 0,23. Друп складальшк у частковым раш энт ведьм! хутка iMK- 
нехща да нуля. Рашэнне гэтай астэмы характарызуе тэхналапчныя 
магчымасц1 развщця вытворчасц! пры зададзенных A i В , кал1 усе рэ- 
сурсы нацыянальнага даходу напраулены на пашырэнне вытворчасщ.

;5х-3_у + 2е3 

= х + у  + 5с~
, або

х  = 5х -  3 у  + 2е3' 
[ у ' = х  + у  + 5е-'

Задача 2 . Рашыць неаднародную с1стэму:

—  = 5 x -3 v  + 2 r3' 
dt
<ty_
dt

Рашэнне. Тэта неаднародная с!стэма урауненняу, пакольк! 
/,(г )= 2 е3',  / 2(?)= 5е~'. Прывядзем яе да неаднароднага лшейнага 
ураунення другога парадку з нязменньшн каэф1цыентам!. Для гэтага 
прадыферэнцыруем першае урауненне па t i падстав1м выраз для у' з 
другога ураунення шстэмы:
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х" = 5х' —Зу '+  6е3',  або х" — 5х' + 3х + 3у = 6е3' — 15е 
3 першага уравнения зададзенай сктэмы Bbipa3iM у :

у  = ^(бх -  х' + 2е3' ).

Гэты выраз надставим у апошняе уфауненне, атрымаем 
дыферэнцыяльнае урауненне другога парадку з нязменным 
каэфпдыентам!

х" — 5х' + Зх + 5х -  х  + 2е3' = 6е3' — 15е”',  або 
х" — 6х' + 8х = 4е3' -  15е”' .

Агульнае рашэнне гэтага ураунення знойдзем па формуле
■ х  = х + х , ,

дзе х —  агульнае рашэнне аднароднага дыферэнцыяльнага ураупен- 
ня; х, — частковае рашэнне неаднароднага дыферэнцыяльнага урау­
нення.

Аднароднае дыферэнцыяльнае урауненне мае выгляд 
х" -  6х' + 8х = 0. Яго характарыстычнае урауненне А,2 -  6А + 8 = 0 бу- 
дзе мець каран1 Х{ = 2 i Х2 = 4.

Тады атрымаем, што агульнае рашэнне аднароднага дыферэн­
цыяльнага ураунення мае выгляд

х = С, е2' + С2 е4' .
Частковае рашэнне неаднароднага дыферэнцыяльнага ураунення 

х, заппнам як х, = А е31 + В е~‘. Знойдзем яго вытворныя х! i хГ:
х[ = ЗАе3'-В е~ ';  
хГ = 9Ле3'+ 5 е ~ '.

Падстав1м х, i яго вытворныя х', i х ” у агульны выгляд ураунен­
ня замест х, х', х":

9 А е3' + B e '' - 1 8 А е3' + 65 е~' + 8Л е3' + 85 е~' = 4е3' -1 5  е~‘ 
Прыраунуем каэфщыенты пры аднолькавых функцыях, атрымаем 

cicT3My урауненняу
j9 A -1 8 A  + 8A = 4 
[5  + 6 5 +  85 = -1 5 ’

рашыушы якую, знойдзем, што А = - 4 ,5  = -1 . Тады х, = - 4 е 3' - е  а 
агульнае рашэнне Ураунення: х = С, е2'+  С2 е4' -  4е3' - е ' '.

Так як х' = 2С1е2'+ 4 С 2е4'-1 2 е 3'+е ',тознойдзем  значэнне у :
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у =  ̂( б С ^ Ч  5С2 е4' -  20е3' -  5 е~' -  2С, е2' -  4С2 е4' +12е3' -  е~' + 2 е3')= 

= ^(зС1е2' + С2е4'- 8 е 3'- 6 е " '+ 2 е 3')=  ~(ЗС, е2'+ С 2 е4' - 6 е 3'- 6 е " ') ,

або у  = С, е2Ч ^ С 2е4'- 2 е 3' - 2 е “'.

Таюм чынам, агульнае рашэнне зададзенай сггэмы будзе медь
выгляд

х = С, е2Ч  С2 е4' -  4е3' -  е~' 

у  = С, е2'+  ^ С 2 е4' - 2 е 3'-2 е ~ '

Адказ: агульнае рашэнне сктэмы
"х = С, е2' + С2 е4' -  4е3' -  е~'

у  = С. е2' + ^С 2 е41 -  2 е3' -  2 е“' 
Г  1 3 2



АДКАЗЫ

Глава 1
1. S  = J p ( p - x ) { p - y ) ( x  + y -  р )\ D \ 0 < х < р ;0  < у  < р ; х + у > р  

E :0 < S < (p W i) /9 ;  2. 1)х2+ у 2 >25; 2 )у > -2 ;  - 1 < х < 1 ;  3)х> 0  
у>  0; z > 0; 4) x 2 + y 2 + z2 < 9. 4. z(0 ;0 )= 0 ; z ( - l ; l )= 2
z ( l ;y ) - l  + y 2. 5. x 2 + у 2 +4x = c ; x2 + y 2 +4x = 0 ; x2 + y 2 + 4x = 5.
6. y  = c(x2 + l); y  = x2 + l ;  y = -2 x 2 - 2 .  7. x2 + y 2 + 4 z2 = c;
x 2 + y 2 + 4 z2 =16. 8. 1) -18; 2) -16; 3) 0; 4)e4. 9. (-2; 1). 10. 1) лшп 
раз-рыву у - x ,  у  = - x ; 2) паверхняразрыву х2 + у 2 + z 2 = 9.

[х > 0

у<1
11.

[у > 1 + X 

Гх < 0
{х < у  < х +1

14. 1) —  + ̂ -< 1 ;  
2 4 2)

х<1

3)
\х2 + у г < 1 
[О < z < 3 ’

4) z > 4 -  х2 -  у 2.
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15. х 2 + у = С; у  = 4 - х 2; у  = 2 - х гЛ6, x + y + z =  4 .1 7 . 1)2; 2)1;
3) 0; 4) 00.18. 1) лш!Я разрыву у - х 2; 2) паверхн1 разрыву х = О, 
у  = О, z = 0 .2 0 . 1) х 2 + у 2 =С [С -  const)-, 2) у ~ х '1 п С  + С (С> 0). 
21.1) непарыуна; 2) парыуна. 23. z - x * J y - 1 + х2yjl- у  . 24. Не.

26. *Л так! 2) не. 2-7* 1} 7̂  = 2ху — у 2 -f- 4; 7*̂ — у?" — 2*ху\

(Зх2 + x3>'2)eiy ; z ' =2х4>>е"' ; 3) z^ = 2xycos(x2 - у 3);

, = sin(x2 -  / ) ■- 3/  cos(x2 -  y 3); 4) z'x = ‘ v .
cos (xy + 4)

, 2x tg(xy + 4)
7-y ~

CO!

2) « := •

z„ = ---- — ----- A  28 . 1) u’ - 2 у ;  и =2x + 3z; u' = 3y + 3z2;
J cos (xy + 4)

-3 j 4z

34 ' У3 )« , = —

a/ x 2 - 3 / + 4 z 2 ’ У Vx2 - 3 / + 4 z 2 ’ 1 J x 2 - 3 y 2 +4z2 ’

4 )«>-^W7z + xy

( V 2"
u

My 2 :y z + ay
2z

z +xy

^  ln ^ .  29. z ' = 4; z ;= - 2 6 .  30. tfc = 0,4;

Az = 0,438.31. 1) £fc = - s m ( x - y 2)(<a!x--2y<fy); 2) d z = C*X + f —.
- x  + у
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32. 2dx + dy 
cos2 2

.33. 5,022.34. z' — — Inv H—  2x —

= _ X l n( ^ + / ) + ^ L T ; Z ; , l n „ I + “ 2
x x  + у  x v

1 . / 2 2 \ 't-у1 dz e*= -- ln(x + У  ) H----7-r----- r-T . 35. — — -----
x x (x 2 + у  ) dx e*+i

dz _ 0,5 In? + 1 _  y 2 + 2xz3 _
f— l ~ \ * 3  / .  Zr . 't 't f % v

dt *Jt (l + t In21)

dz e* -Jx2 +1 + x e* 
+ e ' ’ (ех+ еу)л[хГ+\ 

2 xy
2z + 3x z 2 z + 3x2z 2

38. z; = 1; z ; = 2. 41. / ;  = 2e5- e ;  f y = 4e5.

43. du ~ (xy)24 (yz dx + xz dy + xy ln(xy) dz).
44. d z - { lx y 4 -  ys\n2xy)dx + (^x2y 2 -x s in 2 xy )d y .
45. d 2z = e2>’(-9cos3x<s£c2 -12sin3xa5:af}H-4cos3xc(y2).

z' = 2x2y  + 4y 3; 2) z ' = —-  sin—
У У

z , = ^ s m - ;  3) z > 5 ^  In5; z ;= - 2 1 n 5 - 5 ^ ;  4) z^ = -■ У ■
j' з' v,1" * /

z;. = , -L . 47. 1) ^ 2y

46. 1 ) г ;= 4 х 3 + 2лу2;

x . 2x s in -

2xy

и, =

Vi^v
2z

2 2 2 5 Л + y 2 + Z

x2 + jy2 + z2 V 2 2 2 ’x +j/ + z

2) ы ^ х  + ^ г 4" ln2; i i ; = » 2 JB"ln2; 

3 , 2«: = ̂ 2 ^ ln2; 3) « ; = cn i = 1,2,...,».48. z 'x = - ;  z'y = -

49. dz = -0,02; Az = -0,0203.
50. cfe = (y2 + s in 2 (x -> ,))iix: + (2^Vm2(x-_v))<fv.
51. dfe = 161n2(2<fc + <jfy).52.3#48r 3 . 0 0 2 / 8

53.

&

dz 2u
2 2 ox: и - v

4и 4# 2v
- # у + ;

2v
2 2 2 

w  -  V  CO S (*-y)
, дзе и = xy2, v = tg(x-_y);

1 ■. 54. —  = -
dy m2- v2/̂  m2 - v 2 cos2(x -> ') cbc ^jy1 - x 2 

dz 1 f l -  — ел 1
h 1 - * ' l  2У )
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55. —  = cos(r3 +t[n.t){it1 + 2 t\n t + 2 t\n2t). 56. 1) z ' = _sm( /  x) .
dt 2 z

,2у sm'in(x -  / ) _ , _ yz -  x2 _ , _ 2 + 3xz -  6у
z v = ----- ^ . 59. / > 5 ;

7 3z2 -  Злу
2) z ;=  2

z z -  xy
/ ;  = 7. 60. d z -2 e ^ 1(dxTdy). 61. 7 cm. 69. 1) 4x+ 4j> + z -1 1  = 0;
x - 2  y - 1  z + 1 . , ,  xO x 1 v - 2  z + 1

4 4 1 s  J* ю  1 11

71.
7л/2 VIgrad z = {8; 5}; |grad z[ = V89. 7 3 . ^ ^ .  74.

_ 2 2
з ’ з ’ з

75.1) grad и = {б; О}; 2) grad и = ■! -  —; -  —; — l . 76. ^ 2 _ ,_ 3 _ .___2_1
V F T V n ’ V1 7 } '

77. E* = аЪ~-— r ; E; = aby  . 79. coscp = -0,1 Ш О. Л  S
x h r a + n v D y  h r a 4 - a  vb v 3

— 4 _y — 3 z — 4
b x a + a у  ' 7 b x a + a у

x  _  у  z -  2
о -  0

82.1) z = 2; -  = Z = :£ _ 2 ;2 )  3x + 4 y -6 z  = 0;

81
83. -=■, 84, gradz = {45; 2 $ ;  Jgrad; 

■v 2

3 4 - 6

85. x2 + / + z 2 = C 2;

2d  v =

FV =

X i +>> j  + z k

-Jx2 + 'v*-+z2
by

86.
<XT

( x - a i) ln ( x - a l)°(y-Z>i)6 ’

/ , , . O'. COSffl = -;=,• Ф = 7t -  arccos—X,.
(y -M ln (x -a 1),,0 '-4 i)‘

88. 0,8 V 5 .94. — = l - ( x - l ) + ( ; y - l ) + ( x - l ) 2 -  —( x - l ) ( y - l ) + „ . .  
x 2

95. l)z mffl(5 ;6 )= -61 ; 2)zmin(- l;0 )= ,-2 . 96. x = j f , y= IK, 97. Усе
\ b1 ■ V Й2

канты роуныя 3. 98. 1) zmin(l;0 )= 0 ; zmJ i ; =  2)-zmin( a ; a ) - - ;
3 3 27

гшах(-< з;-я ) = — . 99. 1) m axz = z(l;0 )= 6 ; min z = z(0;l) = 3; 
a D D

2) maxz = 1 на мяжы x2 + у 2 = 1, xe[0 ;l]; m inz = z(0;0)= V,

3) maxz = z(2 ;-1 )=  13; m inz = z ( 0 ;- l ) = z ( l ; l )= - l .
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100. m axz=z( —; —1 = —; m inz = z(0;0)=0. 101. 0,90^5. 102. Урау-
4 4J 4 d

ненне вызначае дзве функцьп, першая з яшх мае максимум 
zmax( l ;-2 )  = 8, другая мае мпнмум zmin( l ; - 2 ) = - 2 ;  абедзве функцьп 
маюць мяжовы экстрэмум z = 3 у пунктах акружнасщ

(* - 1)2 + {у + 2У = 25. 103. (1,6;3,2). 104. и Ц ~ ; ~ l]  =

105. итах(2 ;4 ;б )= 2 -4 2 63.

106. eI+'  = 1 + (х -1 )  + [у +1) + ̂  ((х - 1) + {у + 1))2 +...

Ю7. 1) zmm( - 2 ; - 2 ) =  0 ;2 ) zmm(3;0) = -54 ; zmaj(-3 ;0 )= 5 4 .

««• f ; f ; f .
110. 1) max z = z(0; 0) = 5; rSrnn z = z(0; l) = 3;

D D

2) т а x z = z(2; 0) = z (-  2; 0) = 4; mm z = z(0; 2) = z(0; -  2) 

П2- ( § ; 2 ; § 1 113- « ™ ( - 1 ;2 ; - 2 ) ^ ;  ипих(1 ;-2 ;2 ) = 9.

Глава 2

1. l)y  = 2C + x2
; 2) ^  = arccoseCjt; 3) у  = C yll + e2x ;

4)y == - y C - — -2^ - ; 5) 2e~y (y + l)= x 2 +1; 6) 21n| s in y | = e ^ l)2- l ;

7 )2 I- 2" = ^ ; 8)2 ( x - 2 ) = ln2y ; 9 ) ( l -V 1- x 2) ( l-V 1- / ) = C x - ^ ;

10)x2 + _ysin;y + cosy = C; ll)2 s in x  + ln = C;

1 + ex12)>» = lntg e‘+ - - l  .2 .1 )  e_> (^ + l)= ln ———+ 1
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2)y = ± J x -  — + C ;3 )  — = C (x + l); 4)C tg ^  = e~2c0SI; 5) — = e v  ; 
x  1 - y  2 у

6 )y  =
СлЯ
X + 4\ + X“

6. 1) _y = Cx —1; 2) л/l + x 2 + ^]\ + у 2 - C ;  3) y  = \fc~+3x~-3x2 ;

4 )Cx = ^ ;  5) x + j- = In |C (x + l)(y  + l ) |;  6 ) 2 / + l  = c ( 3 - x 2)2;

1 + * «§------■ 10)_y = e 2;

+ * =,. 3. у  = e21’6*0,125' -  20,6.4. 4  = Д, е"й . 5. xy = 6.

1 - x
7)e' = c ( l - e  s ); 8 )./y + V x  = l n C / y ; 9) y  -

1 l)(l + x2 )(l + / ) =  Cr2; 12)sin,y = C cosx. 7. 1) e* = c ( l  - e  >); 

2) In t,

e - f l

= C - 2 s i n | ; 3 ) t g 7 = c (e^ -l) i; 4 ) ^  = ° + X

8. у  = e ,9 ’ -10,905.9 . In
a - a

11.1) y  = x e  ; 2) /  = /  - x  ; 3 )a rc tg - = ln

1 + ax

(2 f -2 r2).10. /? = 20 + e~ 

C

л/x2 + у 2

4)у  (ln| x | + c)=Ax ; 5) x2 = C 2 + 2Су ; 6) у -  x = C  &x~y;
x

l ) y - x - C e yx; 8)sin— = x; 9)— arctg — = \nC^x2 + y 2 ;
X X X

10)J—+ ln| x| = C. 12. l)arctg—+ ln(x2 + / ) = ^  + ln2; 2) -  =-lnCx; 
Vx 11  x 4 у

г  V Г  ~
3) ln (C v -x )= ---- ; 4)x2 + y 2 = Cx3; 5)sin—= ln— ; 6)e * + lnCx = 0.

J ' -X  x x

13. p i = x,. e”4 . 14. x2 = -8(y -  2). 15. l ) a r c tg ^ ^ - 2 1 n x  = ̂ ;

XV X
2)Cx = e * ; 3)y = -xln | 1 - ln x  |; 4)lnx = — In—-1  + C ;

59





5)x = i - l n - * —  + C2, y  = C ;6 )y co s2{x + Cl)= C 2-, 7) y  = ^ - ;
C, x - C ,  x + C2

8) у  = ^ x 3 + C,x2 + C2; 9) у  = - - sin3 x + C . j j -  + C2;

10)_y = (arcsinx)2 +C ,arcsinx + C2; 11)| sin(y + C,) | = C2 ex, y  = C ;

12)j> = C, - 2 x + C 2e~x; 13) y  = -^ (x  + l)J - x  + C2, y  = —x + C.

38. у  = - x 3 + 3x2 -  2x + 5 .3 9 .1 ) y  = C ,ex+ C 2e '2x;
2) у  = С, еЛх+ C2 e '721; 3)y  = C, + C2 e~3x; 4) у  = ex (C, + C2x);
5)y  = C, cosx + C2 s in x ; 6) у  = 4e~5x-  3e~2x;

7)у  = e“3x(C, cos2x + C2 sin2x); 8) у  = x e5x; 9)_y = - ^ e x cos3x.

4 0 . 1) _y = C, + C 2x + e2x (C3 + C4x);
2) у  = C, cosx + C2 sinx + C3 cos2x + C4 sin2x;
3) j> = C,ex + CjXe'+CjX2 ex; 4)у  = C, e 'x+ C2 e '3x + C3 e4x;

5)y =  ex- ~ e 2x̂  V 2 x . 4 1 .  1) y  = C, e? +C 2 e2’ ; 2)y =  e ^  ( c ,  +  C2x);

3) х = С у 2 + С у  + C3; 4)у  = - s in x  -  C, cosx + Сгх + C3;

3)y = C, e 2 + C2 e 1; 4) у  = e-4* (C, cos3x + C2 sin3x);
1 5 25)>, = C1cosV5x + C2sinV5x; 6) _y = sinx + -^=cosx; 7)>> = ------ e~3x.

V3 3 3
4 2 .l)y  = C, + C2x + C3x  ex; 2) >' = C ,e3x+C 2e"3x+C 3e2x+ C 4e"2x;
3 )y  = C, + C2 ex+ C3 e3x ;4 )y  = C, + C2x + C3 e~5x;
5).y = C, e_2x+ C 2e3x + C3 cosx+  C4 sinx; 6) у  = C,e"x + e3x(C2 +C 3x);

7) у = —  e2x---cos3x -  —  sin3x. 43. mxn + bx' + ax = 0.
13 13 13

44. l)j> = e~x (C ,cosx+ C2sinx)+3x2 + x - l ;
2)y = (Ct + C2x)e~x+ 4x2 -1 9 x  + 25; 3)j> = C1e~x+ C 2ex- 3 x 2 + 7 x -1 5 ;

4)у  = C, e“x+ C2e 2+ ex; 5).y = C, + C2e"2’5x- - e x;
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6) у  = е2х (С, cos х + С2 sin х) + cos х + ^ s in x ;

36 72 . 1 .
7)у = С, + С , е ----- c o s x h -----sinx; 8)y = -s in 2 x — sin x -c o sx ;

,У 1 2 5 5 3  3

9)y = (x + l)e  2 + 2 е  2 . 46. 1) у =
. з \

(7, + (7*>.х + -

2) у = С, + С 2е 2x+ ^ (6 s in x -2 c o sx )e x;

3) у = С, + С2 cosx + С3 sinx + х - — х- cosx ;

1 5 1 _
4)у  = С] е х+ С2 ехч—-х ч— 2х .

4 12
9 3 1 .

5) у = С, ех+ С, е2х+ —х + — + —cos2x sin'2x;
>У 1 2 2 4 4 4

6) у=С , + С2х + С3е-х+ ( х - 3 ) х 2 + е~х;

7) у = С| + ех (С2 + С3х)+ ( — х*" н- 2х + 6 | х +
ех х2

8) у = С, + С2х + е * (С3 + С4х)+ — х е х+ ( —х —  ]

9) у  = е 2
„  7з . / 3  1 х2 -  х +1 С, cos— х + С, sin— х 

1 2 2 2

6 6,1

ех;

, 2 1 COSX + , COS X----

10)у = ех (ех- х 2 - x  + l); 11) у = 2хех.

47.1)у = С, cosx + С2 sinx + -J= cosx ■ In

+ J  sinx arcsin(V2sinx); 2)y = C|Cos2x + C2sin2x + ^-sin2x-lntg2x

3) y = C, e“2x+ C 2e~3x+-^-e‘2x ln(l + e2x) - e “2x+e~3x arctgex;

X  X X X *
4) у = C, cos— i- C, sin—+ 2x - sin—+ 4cos— • lncos:,y 1 2 2 2 2 :
5) у = 2 + C, cosx + C2 sinx + cosx • In

xtg—
S 2
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6) у  = ех (с, + С2х + In 4 х г +1 + х ■ arctgxj.

48. 1 ) у  = С1+С2е3х— 2х3- 2 х 2 - - х ;  2 )у  = С ,ех+ С 2е2х+Зхе2х

3)у = (С} cos2x + C2sin2x)e ' - - х е  х cos2x; 4) у  = Cj + с*2х +"

5)у = е2
' V3 ^  . л/з лС, cos— х + С9 sin— х
1 2 2 2

+ х  ̂ + Зх^ 1

Зх
6)>> = е 5 | С, cos j x  + С2 sin-jx

4 „  . 4 Л 25 ¥Н-----е •
16

7) у = С, + С2 e-2x+ - (6 s in x -2 c o s х)ех;

8) ^  = ех (0,16cos3x + 0,28sin3x)+x2 + 2,2х + 0,84; 9)>’ = ех+ х 2.

5 0 .1)у = (С, + С2х)е2х+-^-со82х + ^ х  + ̂ ;

2)jv — С, + С2х + С3 е х+ — х
1 1

12 9
„  , 1 j 1 П  2е + — х — х —  х , 

1 12 3 3J
_5  _5

3) у  = С1+С2е 2 +cos2,5x + sin2,5x-0 ,02xe 2 ;
4)  _у = (С, + C2x )e2x+cos2x + 2x2 +4х  + 3 + 4х2 е2х;

—х —х д _£ Pj
5) 3' = (l + x)e 2 + 2 е  2 ; 6) у  = 2 х - - ^ е  2 sin— х; 7) у  = ех+ х 3;

8) >, = (с, + С2 х + х 2)ех+ (с з +С 4х + х2)е x+sinx  + cosx;

9) у  = —  х5 — — х3 +С .х2 + С,х + С, + С. cosx + C. s in x .60 2 2 3 4 5

5 1 .\ ) у  = ех (х + С ,) - (е х+ l)ln(ex+1)+ С2;

2) _у = ̂ е х farcsinex+ e x л/l — е2х + C 1) + ^ ( l  - е 21)3 +С2;

3) _v = C ,ex+cosex+ C 2; 4) >> = ex(xln| х | + С, + С2х);
5)у  = - х  cos2x + sin2x • ln| cos2x | + C, cos2x + С2 s in2x;

64



6 )у  =

2)

С ,- I n
X

tg2
х =  С ,е 3'+ С 2 е'

cosx +

,;3)

к - — ]
V. sinx,/ 

fx = C, + С2е

у  = -2С, е3' + 2С2 е' ’ [^  = - 2 С, -  ЗС2 е”' ’ [у = ЗС, е3' + С2 е5' ’

sinx. 52. 1)
х = С ,е5' + С 2е' 

/у = ЗС,е5' - С 2е' 
х = С ,е3'+ С ,е 5'

5)

7)

8>

9)>

^х = С, е' + С2 с * — / 2 — 2 -I- f е* 

[_у = С, е' -  С2 е~' -  2? + е' (/ -1 )
; 6)

х = С, е2' + С2 е-' + 2 е~2'

7 = ^-(с| е2'+4С 2е“')+11е“2' ’

53. 1)

fx  = С, е-' + С2.е2'+  2cos? -1  lsin*

[у = -С, е“' + 2С2 е2' -  2sinf -  6 cos t 
х  = е1- (С, + C2t)+  5е' sin Г 
у  = е' (С, — С2 +C2t) + 5е' s inf-5e'  cosf

х = С, + С2 е"3' -  З/2 + 2f io x  = c i Q'+ C2 ^ ‘+ t ^

у  = 2С, + 5С2е~3' - 6t2 +1 Of — 2 ’ у  = С,е' + 2С2е3,+ ^  +

х = С, е2' + е ' (с2 cosV31 + С2 sinл/3 f) 

j/ = С, е2Ч  i e "  ( (С3 л/3 -  С2 )cosV3 f -  (с2 V3 + С3 )sinл/3 г);

z = C1e2' - i e * ' ( ( c 3V 3 -6 )  cosV3 ? -  (с2л/3 -  С3 )sin л/з /)

2)

4)

2)

х = С1е-2'+ С 2е3'+ С 3е6' 

у = -С 2 е3' + 2С3 е6' ; 3)

z = -С , е 2'+  С2 е3'+  С3 е6' 

х = (С, + C2?)cf+ 2С3 .

х = С, е2'+  С2 е3' + С3 е6'

_у = С2е3' -  2С3е6' 

z = —С, е~2'+  С2 е3'+  С3 е6'

j ^ e ' - C j  .55.1)-

z — (Cj + C2f)e '+  С3 

х = С ,е4'+ С 2е3'

^ = -С ,е4'+ 1 с 2е3' ,3)

jc = С, е + С2 е 
_у = С,е3'- С 2е

5г 

5 1 ’

х  =  С ,е  Ч С 2 е 5'

^ = ~ С 1е-'+С2е5'
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4)
х = С, е4'+ С 2е7' 

у  = ~ С ,е < '-2 С 2е71’ §) 

х = е‘ (С, + С2?) -  3

у  = С, е”7' + С2 е-4' + 7 е' + е~‘

z = - C 2e‘4'- C .e - 7'+ e '+  2 е '' 2  2 1

6)

7)

8)

9)

>■ — е' I С, + ^ С 2 + С2? I -  2 ’ 

у = С, cos3? + С2 sin3? + ^?

1 *
z, = (3C2 -  C ,) cos3? -  (3C\ + C2) sin3 ? - - ( ? - 1) 

x = C \e'+C2 e2'+  cos? -  2 sin?

_y = C, e' + — C2 e2' + 2(cos? -  sin ?)

x = C,cos? + C2sin? + 7?2 +17?-14

y  = U jC , - C 2)cos? + -*(C, +7C 2)sin? + 10?2 + 2 1 ? - 2 l ’

10)
x  = Cx e '+ C 2e '-5 c o s? -4 s in ?

1y = ̂ C ,  e“'+  C2 e ' -  5(cos? + sin?)
; i i )

x = — (3e'+5e ' ) + i ? e ' - l

= —( e ' - e ') + —?e'-

56. 1)

jc = C, e' + C2 e2' + C3 e5' 

у  = C, e' -  2C2 e2' + C3 e5' ; 2)

z = —Cj e '— 3C2 e2'+  3C3 e5'

x  = Cl e‘ + C3e ' 

y  = Cl e'+C2 e2' ,

z = 2C2e2'- C 3e”'
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