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 ВВЕДЕНИЕ  
 
 
В настоящее время моделирование процессов в химической техно-

логии, особенно в технологии электрохимических производств, играет 
важную роль как на стадии проектирования, так и во время их эксплуата-
ции. Математическое моделирование позволяет отказаться от дорогих 
материальных моделей. Знания в области моделирования электрохими-
ческих процессов важны для специалистов, особенно при использова-
нии новых материалов, повышении надежности техники и уменьшении 
энергозатрат. 

Численное моделирование электрохимических реакций учитывает 
диффузионный массоперенос реагирующих частиц, описываемый диф-
ференциальным уравнением второго порядка в частных производных. 
Решение таких уравнений – нетривиальная задача, даже при использова-
нии современных систем вычислительной математики, таких как Mathcad, 
MATLAB, WOLFRAM MATHEMATICA, Maple и COMSOL Multiphysics. 
Последний пакет дорогой и требует специального обучения. 

Работа с этими инструментами предполагает знакомство с теорией 
физико-химических процессов и элементами теории вычислительной 
математики, изучающей дифференциальные уравнения. Данное пособие 
объединяет сведения из теории электрохимических процессов и вычис-
лительной математики, показывая способы дискретизации уравнений 
диффузии для их численного решения. 

Для расчетов используется система Mathcad. Это популярная и про-
стая в освоении система, одна из старейших на рынке. В приложении 
описан интерфейс системы Mathcad. 
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 РАЗДЕЛ 1  
 Основные уравнения 

математического описания 
электрохимических процессов 

 

 
 
Математическое описание электрохимических процессов может 

включать в себя термодинамику и кинетику процессов. В этом посо-
бии рассматривается кинетика процессов, поскольку в практической 
деятельности наиболее востребованы знания о скоростях, плотностях 
тока и их взаимосвязи с количеством продуктов, образующихся на 
поверхности электрода при протекании одновременно нескольких 
процессов. 

Электрохимические процессы – это всегда гетерогенные процессы, 
протекающие на границе раздела фаз. Поэтому скорость процесса всегда 
будет относиться к единице поверхности раздела фаз. В целом феноме-
нологическое описание скорости гетерогенного процесса в классических 
учебниках по химической кинетике [1–6] не приводится. Обычно приво-
дится определение скорости гомогенной реакции в объеме. Например, 
в учебнике В. М. Байрамова [4] дается такое определение для скорости 
реакции: «…число элементарных актов или изменение количества веще-
ства (исходного или продукта) в единицу времени в единице объема (V), 
рассчитанное на единицу его стехиометрического коэффициента…». 
Формальное определение скорости гетерогенной химической реакции 
приводилось в монографии С. Л. Кипермана [7] и в учебнике Г. М. Пан-
ченкова [8], где скорость гомогенной реакции определялась по отноше-
нию к площади поверхности границы раздела фаз. Достаточно детальное 
рассмотрение скорости гетерогенных процессов на границе твердой и 
газообразной или жидкой фазы, учитывающее диффузию реагирующих 
веществ и вводящее понятие диффузионного слоя, приводится в учеб-
нике И. А. Семиохина [9].  

Скорость гетерогенного процесса можно определить согласно посо-
биям [7, 8] следующим дифференциальным выражением: 

  1 ,dn
S dt

    (1) 

где ω – скорость гетерогенной химической реакции, моль·м–2·с–1; 
S – площадь поверхности раздела фаз, на которой протекает гетерогенная 
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реакция, м2; n – химическое количество реагирующего вещества, моль; 
t – время, с.  

Единицы измерения времени и площади могут быть различными. 
В химической кинетике редко используют единицы СИ. Вместо ко-
личества вещества могут использоваться другие величины: масса веще-
ства, объем вещества. Знак в уравнении (1) выбирается из условия, что 
скорость реакции всегда положительная величина. Например, если хи-
мическая реакция протекает слева направо и реагирующее вещество – 
продукт реакции, то его количество со временем будет увеличиваться, 
поэтому в уравнении (1) нужно использовать знак «плюс». Если же ре-
агирующее вещество – исходное, то его количество со временем будет 
уменьшаться и в уравнении (1) следует выбирать знак «минус».  

Нужно отметить, что уравнение (1) может служить только прибли-
женным принципиальным определением скорости процесса и не может 
применяться напрямую для определения скорости реакций. Так, для ре-
акций, в которых стехиометрические коэффициенты веществ не равны 1, 
скорость реакции будет зависеть от выбранного вещества. Чтобы выра-
жение для скорости реакции было четко определенным, можно исполь-
зовать уравнение, аналогичное приводимому в формальном описании 
кинетики гомогенных реакций в объеме, соответствующем классиче-
ским учебникам по химической кинетике [1–5, 9]:  

 
1 ,i

i

dn
v S dt

   (2) 

где vi – стехиометрический коэффициент i-го компонента реакции, ко-
торый принимается положительным, если i-й компонент – продукт ре-
акции, и отрицательным, если i-й компонент – исходное вещество для 
данной реакции, ni – химическое количество i-го компонента реакции, 
моль. Это выражение не зависит от выбранного вещества, по изменению 
количества которого определяют скорость реакции. 

Как известно, химическая кинетика изучает скорость протекания 
реакции обычно в зависимости от концентрации исходных веществ 
и (или) продуктов реакции и температуры. При этом скорость реак-
ции определяется на основании измерений концентрации веществ в 
зависимости от времени, что обычно является очень трудоемкой опе-
рацией. Особенностью кинетики электрохимических процессов 
является то, что скорость процесса может быть измерена непосред-
ственно путем измерения силы электрического тока в электрохими-
ческой ячейке, что весьма легко и просто сделать. В применении к 
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электрохимическому процессу превращения окисленной формы веще-
ства в восстановленную 

 Ox e Red,z    (3) 

протекающему на поверхности электрода, скорость реакции может быть 
выражена в единицах плотности тока следующим уравнением: 
 i z F   , (4) 
где i – плотность тока, А/м2; z – число (стехиометрический коэффици-
ент) электронов, участвующих в реакции; F – постоянная Фарадея, 
F = 96 484 Кл/моль. 

Другая особенность кинетики электрохимических процессов – это 
наличие такого фактора, как электродный потенциал, который оказывает 
сильное влияние на скорость процесса. Влияние потенциала на скорость 
такое же сильное, как и влияние температуры. Изменяя потенциал элек-
трода, можно изменять свободную энергию Гиббса реакции в соответ-
ствии с известным уравнением: 
 ,G z F E       (5) 
где ΔG – изменение энергии Гиббса реакции, Дж; ΔE – изменение по-
тенциала электрода, В. 

В связи с этим кинетические уравнения электрохимических процес-
сов обычно записывают в виде зависимости плотности тока от электрод-
ного потенциала. 

Еще одной важной особенностью электрохимического процесса яв-
ляется его многостадийность. Любой электрохимический процесс наряду 
с собственно превращением окисленной формы Ox в восстановленную 
Red включает в себя последовательные стадии массопереноса реагиру-
ющих частиц: подвод частиц исходного вещества к поверхности элек-
трода и отвод частиц продуктов реакции от поверхности электрода.  

Массоперенос вещества к поверхности электрода может осуществ-
ляться по трем механизмам: диффузия, миграция и конвекция. При этом 
два последних механизма не имеют самостоятельного значения, так как 
всегда накладываются на основной диффузионный механизм переноса. 

 
 

 

1.1. Закономерности диффузионной 
кинетики 

 

 
Движущей силой диффузии вещества является градиент его концен-

трации. Как известно, диффузия вещества всегда направлена из областей 
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с большей концентрацией вещества в области с меньшей концентрацией. 
Поток диффузии вещества определяется первым законом Фика, который 
для случая одномерной диффузии запишется в следующем виде: 

 ,Cj D
x

 


 (6) 

где j – поток диффузии вещества в направлении выбранной оси x, 
моль·м–2·с–1; D – коэффициент диффузии вещества, м2/с; С – молярная 
концентрация вещества, моль/м3; x – пространственная координата, 
вдоль которой протекает диффузия, м.  

Поток диффузии – это векторная величина, которая характеризу-
ется направлением. В одномерном случае только одной оси x поток мо-
жет либо совпадать с осью x, либо быть противоположным ей. Знак 
«минус» в уравнении (6) указывает на то, что поток диффузии направ-
лен в сторону уменьшения концентрации. 

Как видно из уравнений (1) и (6), размерность потока диффузии сов-
падает с размерностью скорости гетерогенного процесса. Поток диффу-
зии, таким образом, можно выразить через плотность диффузионного тока 
аналогично уравнению (4). Однако поскольку поток диффузии зависит 
от пространственной координаты x, то необходимо определиться с систе-
мой координат. При математическом описании диффузионной кинетики 
электрохимических процессов обычно представляют поверхность элек-
трода в виде плоскости, с одной стороны которой располагается твердая 
фаза электрода, а с другой – жидкая фаза раствора (рис. 1). Ось x направ-
лена перпендикулярно поверхности электрода вглубь раствора, а начало 
координат – у поверхности электрода. Эта система координат для опи-
сания диффузионного массопереноса к поверхности плоского электрода 
носит название модель полубесконечной одномерной диффузии. 

 
Рис. 1. Система координат в модели 

полубесконечной одномерной диффузии 

0 x 

Раствор

Эл
ек
тр
од
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В такой системе координат скорость электрохимической реакции 
на поверхности электрода будет равна диффузионному потоку реаги-
рующего вещества у поверхности электрода, т. е. при x = 0  

 0
0
.x

x

Cj D
x



  


 (7) 

Это объясняется тем, что в цепи последовательных стадий процесса 
скорости всех стадий одинаковы и равны скорости процесса. В уравне-
нии (7) скорость реакции приравнивается к потоку вещества у поверх-
ности электрода, но скорость реакции является скалярной и, согласно 
определению, положительной величиной, а поток – векторная величина, 
которая характеризуется направлением. Направление потока вдоль оси x, 
перпендикулярной поверхности, определяется всего лишь знаком: плюс 
означает, что поток направлен от поверхности электрода, минус – к по-
верхности. Если рассматривать реакцию (3) как обратимую, то понятие 
скорости реакции можно распространить в целом на систему, где 
направление протекания реакции определяется знаком. Такой подход 
особенно широко используется в электрохимической кинетике, где плот-
ность тока реакции может быть как положительной, так и отрицатель-
ной величиной в зависимости от направления протекания реакции. 
В электрохимической кинетике принято считать положительным ток 
для реакции восстановления, протекающей на поверхности электро- 
да [10–17]. В этом случае говорят, что процесс протекает в катодном 
направлении. Для обратного процесса – окисления – ток считается от-
рицательным. В этом случае говорят, что процесс протекает в анодном 
направлении. 

Рассмотрим, например, электрохимический процесс, записанный в 
общем виде (3) как обратимый: 

 Ox e Red.z    (8) 

Скорость реакции (8) в единицах плотности тока может быть вы-
ражена через градиенты концентрации реагирующих частиц в объеме 
раствора в соответствии с уравнением (4) в следующем виде: 

 Ox Red
Ox Red

0 0
.

x x

C Ci zFD zFD
x x 

             
 (9) 

В данных уравнениях знаки проставлены так, чтобы при катодном 
процессе плотность тока была положительной, а при анодном – отри-
цательной. Проанализируем это подробнее с помощью рис. 2 для реак-
ции (8), протекающей в прямом направлении. 
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а б 

Рис. 2. Схемы направления потоков, знаки градиентов и распределения 
концентраций окисленной (а) и восстановленной (б) форм для реакции (8), 

протекающей в прямом направлении (i > 0) 
 
В отсутствие реакции (например, в состоянии равновесия) концен-

трации окисленной и восстановленной форм в растворе равны 0
OxС  и 

0
RedC  соответственно. Эти концентрации будем называть начальными 

или объемными. Когда реакция начинает протекать в прямом направле-
нии (например, в результате изменения потенциала электрода в катодную 
сторону) окисленная форма у поверхности электрода начинает превра-
щаться в восстановленную форму. На самом деле превращения происхо-
дят и в состоянии равновесия, поскольку химическое равновесие – ди-
намическое. Просто в состоянии равновесия скорость прямой реакции 
равна скорости обратной. После смещения равновесия в катодном направ-
лении (вправо) концентрация окисленной формы у поверхности элек-
трода начнет уменьшаться относительно начальной, а восстановленной 
формы – увеличиваться. По мере уменьшения концентрации окисленной 
формы у поверхности электрода в растворе начинает возникать диффу-
зионный поток окисленной формы, направленный к поверхности элек-
трода. Диффузионный поток будет максимальным у самой поверхности, 
а по мере удаления он уменьшается и где-то в объеме раствора концен-
трация становится неизменной, равной начальной. Соответственно, при 
увеличении концентрации восстановленной формы у поверхности элек-
трода начинает возникать диффузионный поток восстановленной формы, 
направленный от поверхности электрода вглубь раствора и равный по 
величине потоку окисленной формы. В какой-то момент времени рас-
пределение концентрации окисленной формы в растворе будет выглядеть 
примерно так, как изображено на рис. 2, а. Приблизительное распреде-
ление концентрации восстановленной формы представлено на рис. 2, б.  

 
Эл

ек
тр
од

 

0    x 

 

 jOx < 0 

COx(x) Раствор 

 

Эл
ек
тр
од

 

0    x 

 

 jRed >0 

CRed(x) Раствор  
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Градиент концентрации окисленной формы у поверхности электрода и 
в объеме раствора будет больше нуля и плотность тока, определяемая по 
уравнению (9), также будет больше нуля. С другой стороны, плотность 
тока можно определять еще через градиент концентрации восстанов-
ленной формы. Как показано на рис. 2, б, концентрация восстановленной 
формы вдоль оси x непрерывно уменьшается, значит градиент концен-
трации будет меньше нуля, а в соответствии с уравнением (9) плотность 
тока будет больше нуля. 

Таким образом, уравнения (9) определяют плотность тока обрати-
мой электрохимической реакции (8) как через диффузионный поток окис-
ленной формы, так и через диффузионный поток восстановленной формы 
причем положительное значение плотности тока указывает на протека-
ние реакции (8) в катодном (прямом) направлении, а отрицательное – в 
анодном (обратном) направлении. 

Когда речь идет о диффузионной кинетике, предполагается, что ли-
митирующей стадией процесса является стадия диффузионного массо-
переноса. В этих условиях можно считать, что стадия непосредственно 
электрохимического превращения или разряда – ионизации, выражае-
мая уравнением реакции (8), находится в условиях приближенного рав-
новесия (рис. 3). Процесс, протекающий в этих условиях, называют об-
ратимым с точки зрения электрохимической кинетики.  

 

 
Рис. 3. Схема, иллюстрирующая понятие обратимой реакции  

в электрохимической кинетике 
 
Схема на рис. 3 иллюстрирует понятие обратимой реакции. Лими-

тирующая стадия массопереноса протекает с условной скоростью 1. 
Последовательно с ней протекает с такой же скоростью быстрая стадия 
разряда – ионизации, для которой условная скорость прямой реакции 

Эл
ек
тр
од

 

 

Раствор 

Ox Ox

Red 

ze– 

Массоперенос 

10
1 

10
0 

1 

Равновесие 
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равна 101, а обратной 100. В этих условиях можно считать, что стадия 
разряда – ионизации находится практически в состоянии равновесия, 
поскольку скорость прямой реакции примерно равна скорости обрат-
ной реакции. Потенциал электрода для обратимой реакции может быть 
определен по уравнению Нернста, в которое подставляются концентра-
ции реагирующих веществ у поверхности. Для обратимой реакции (8) по-
тенциал электрода запишется следующим образом: 

 Ox

Red
ln ,

s

s
RT CE E
zF C

    (10) 

где E° – стандартный потенциал редокс-процесса (8), В; R – универ-
сальная газовая постоянная, R = 8,31 Дж·моль–1·К–1; T – абсолютная 
температура, К; Ox Red,s sC C  – концентрация окисленной и восстановлен-
ной форм соответственно у поверхности электрода, моль/дм3. 

Для вывода кинетических уравнений, описывающих обратимый элек-
трохимический процесс в виде зависимости между током и потенциа-
лом электрода, необходимо найти концентрации реагирующих веществ 
у поверхности. Распределение концентраций реагирующих веществ в 
растворе, и в том числе у поверхности электрода, определяется основным 
уравнением диффузии или вторым законом Фика. Это уравнение явля-
ется дифференциальным уравнением второго порядка в частных произ-
водных и при учете диффузии только вдоль одной пространственной ко-
ординаты x (модель полубесконечной одномерной диффузии, рис. 1) 
может быть представлено в следующем виде: 

 
2

2 .C CD
t x

 
 

 (11) 

Решением этого уравнения при определенных начальных и гранич-
ных условиях, которые задаются условиями электрохимического экс-
перимента, можно определить концентрации реагирующего вещества в 
зависимости от времени и от координаты x (расстояние от поверхности 
электрода). Зная распределение концентрации реагирующих веществ, 
можно рассчитать потенциал электрода в любой момент времени с начала 
эксперимента, подставляя в уравнение Нернста (10) концентрации при 
x = 0. По уравнению (9) можно рассчитать значения плотности тока в 
зависимости времени. Таким образом, мы фактически получаем основ-
ное уравнение электрохимической кинетики – зависимость плотности 
тока от потенциала электрода, причем в любой момент времени от начала 
эксперимента. Далее рассмотрим различные случаи или виды электро-
химического эксперимента. 



13 

Контрольные вопросы 

1. Как формулируется первый закон Фика для одномерной диффу-
зии и что означает знак «минус» в уравнении? 

2. Как определяется и интерпретируется поток диффузии вещества 
в электрохимической системе? 

3. Что представляет собой модель полубесконечной одномерной диф-
фузии и как в ней выбирается система координат? 

4. Как скорость электрохимической реакции на поверхности элек-
трода связана с диффузионным потоком реагента у поверхности? 

5. Почему скорость реакции считается положительной величиной, 
а поток – векторной и как это отражается в уравнениях? 

6. В чем заключается знаковая конвенция для плотности тока при 
катодных и анодных процессах? 

7. Как выглядит уравнение, описывающее связь между плотностью 
тока и градиентами концентраций окисленной и восстановленной форм? 

8. Как изменяются профили концентраций окисленной и восстанов-
ленной форм при смещении равновесия в катодную сторону? 

9. Дайте понятие обратимого процесса в электрохимической ки-
нетике и объясните, как оно связано с лимитирующей стадией массо-
переноса. 

10. Как формулируется уравнение Нернста для обратимой реакции 
и какие концентрации в него подставляются? 

11. Почему для расчета зависимости тока от потенциала необходимо 
знать распределение концентраций у поверхности электрода? 

12. Как формулируется второй закон Фика для одномерной диффу-
зии и каково его физическое содержание? 

13. Что такое начальные и граничные условия в задачах модели-
рования диффузии и как они задаются для электрохимического экс-
перимента? 

14. Как, зная распределение концентраций, можно рассчитать плот-
ность тока во времени и зависимость тока от потенциала? 

 
 

 1.2. Стационарная диффузия  
 
Стационарная диффузия предполагает, что скорость электрохими-

ческого процесса с лимитирующей стадией диффузии не зависит от вре-
мени. Такие условия можно создать либо с помощью вращающегося 
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дискового электрода, либо при использовании специальной геометрии 
электрохимической ячейки и электродов. 

Стационарность предполагает, что поток диффузии является по-
стоянным, а значит и распределение концентраций реагирующих ве-
ществ не зависит от времени. Рассматривая реакцию (8) в условиях 
стационарной диффузии, уравнения второго закона Фика (11) для окис-
ленной и восстановленной форм могут быть представлены в следую-
щем виде: 

 

2 2
Ox Ox Ox Ox

2 2

2 2
RedRed Red Red

2 2

, 0 , const( ),

const( ).; 0 ;

C C C CD D x
t x x x

CC C C xD D xt x x

             
              

 (12) 

Здесь производные концентрации по времени равны нулю, так как 
концентрация в стационарных условиях не зависит от времени. Таким об-
разом получается, что производные концентрации по координате x яв-
ляются постоянными и независимыми от t, но могут зависеть от x. Вве-
дем в рассмотрение толщину диффузионного слоя δ согласно условиям 

 

0
Ox Ox Ox

0 Ox
0

Red Red Red

0 Red

const ,

const ,

s

x
s

x

C С C
x

C С C
x





         

        

 (13) 

где δOx, δRed – толщина диффузионного слоя для окисленной и восста-
новленной форм соответственно, м.  

Представление о толщине диффузионного слоя можно получить на 
основании графиков зависимости концентрации от x (рис. 4). Касатель-
ные к графикам в точке x = 0 пересекаются с прямыми, соответствую-
щими объемной концентрации. Ордината точки пересечения и есть тол-
щина диффузионного слоя. 

Подставив уравнения (13) в уравнения (9), получим зависимости 
между плотностью тока и поверхностной концентрацией окисленной и 
восстановленной форм: 

 

0
Ox Ox

Ox
Ox

0
Red Red

Red
Red

,

.

s

s

С Ci zFD

С Ci zFD

  


   

 (14) 
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а       б 

Рис. 4. Профили концентраций окисленной (а) и восстановленной (б) 
форм вещества, иллюстрирующие толщину диффузионного слоя 

 
Проведем анализ уравнений (14). При протекании реакции (8) слева 

направо концентрация окисленной формы у поверхности будет умень-
шаться, а плотность тока увеличиваться. Но концентрация не может 
уменьшиться до отрицательных значений по физическому смыслу. Ми-
нимальное значение поверхностной концентрации будет равно нулю, и 
при этом плотность тока будет максимальной. На зависимости плотно-
сти тока от потенциала будем наблюдать предельный ток. Аналогично 
можно рассуждать при изменении концентрации восстановленной формы, 
если реакция (8) протекает справа налево, т. е. в анодном направлении. 
В этом случае концентрация восстановленной формы у поверхности 
будет уменьшаться, а плотность тока станет отрицательной (анодный 
процесс) и также будет уменьшаться. Когда концентрация уменьшится 
до нуля, плотность тока станет минимальной отрицательной (макси-
мальной по модулю), а на графике зависимости плотности тока от по-
тенциала в анодной области будем наблюдать предельный анодный ток. 
Величину предельного катодного и анодного тока можно определить 
из уравнений (14), подставив в них поверхностные концентрации, рав-
ные нулю. Получим следующие выражения: 

 

0
lim Ox
Ox Ox

Ox
0

lim Red
Red Red

Red

,

,

Сi zFD

Сi zFD


 


   

 (15) 

где lim
Oxi  и lim

Redi  – предельные диффузионные плотности катодного и анод-
ного тока соответственно для реакции (8), А/м2. 

0 δOx   x 

  

COx(x) 

 
0 δRed   x 

  

CRed(x) 
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Выразим из уравнений (14) концентрацию окисленной и восста-
новленной форм у поверхности электрода с учетом выражений для пре-
дельного тока (15): 

 

lim
Ox

Ox Ox
Ox

lim
Red

Red Red
Red

,

.

s

s

i iC
zFD

i iC
zFD

  



  

 (16) 

Подставив эти выражения в уравнение (10), получим зависимость 
потенциала от плотности тока – основное кинетическое уравнение для 
обратимой реакции (8) – в условиях стационарной диффузии: 

 

lim
Ox

Ox lim
Ox Red Ox Ox

lim lim
Ox RedRed Red

Red
Red

ln ln ln .

i i
RT zFD RT D RT i iE E E
zF zF D zFi i i i

zFD

 
       
 

 (17) 

Согласно этому уравнению, графическая зависимость плотности тока 
от потенциала имеет вид волны (рис. 5). Слагаемое в уравнении (17), не 
зависящее от плотности тока, называют потенциалом полуволны E1/2, 
поскольку при этом значении потенциала плотность тока соответствует 
половине волны на графике рис. 5. Потенциал полуволны определяется 
следующим выражением: 

 Red Ox
1/2

Ox Red
ln .RT DE E

zF D
  


 (18) 

Уравнение поляризационной кривой (17) перепишется тогда в сле-
дующем виде: 

 
lim
Ox

1/2 lim
Red

ln ,RT i iE E
zF i i

 


 (19) 

где E1/2 – потенциал полуволны реакции (8), В.  
В этом уравнении плотность тока должна находиться в интервале 

между плотностями предельного диффузионного тока окисленной и вос-
становленной форм: 

 lim lim
Red Ox .i i i   (20) 
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Рис. 5. Зависимость плотности тока от потенциала 

для обратимой реакции в условиях стационарной диффузии 
 
В свою очередь уравнение (19) можно переписать в виде зависимо-

стей плотности тока от потенциала, которые выглядят достаточно гро-
моздко: 

 
 

 

 

 

1/2 1/2

1/2 1/2

lim lim lim lim
Ox Red Ox Red .

1 1

zF zFE E E E
RT RT

zF zFE E E E
RT RT

i i e i e ii
e e

  

  

    
 

 (21) 

Первое из выражений (21) при расчетах нужно использовать при 
E << E1/2, когда показатель степени стремится к нулю, а плотность тока – 
к предельной диффузионной для окисленной формы. Второе из выраже-
ний (21), напротив, необходимо использовать при E >> E1/2. В этом слу-
чае показатель степени будет опять стремиться к нулю, ну а плотность 
тока – к предельной диффузионной для восстановленной формы. 
При E = E1/2 плотность тока будет находиться ровно в середине интер-
вала, задаваемого неравенствами (20). 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. Что подразумевается под стационарной диффузией и при каких 
условиях она реализуется в электрохимических системах? 

2. Как обеспечиваются условия стационарного диффузионного по-
тока в эксперименте (примеры методов и геометрий)? 

3. Почему при стационарности производные концентраций по вре-
мени равны нулю и что это означает физически? 

i

E

ilim
Ox

ilim
Red

E1/2

I = ilim
Ox − ilim

Red

1/2I

1/2I
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4. Что обозначает понятие толщины диффузионного слоя и как она 
определяется по графикам распределения концентраций? 

5. Как, исходя из уравнений стационарной диффузии, выводится за-
висимость плотности тока от поверхностной концентрации? 

6. В чем физический смысл предельного диффузионного тока и при 
каких условиях он достигается для катодного и анодного процессов? 

7. Каким образом выражения для предельного катодного и анод-
ного тока выводятся из уравнений для общего случая? 

8. Как из уравнений связи тока и концентрации (при известном пре-
дельном токе) получают выражения для поверхностных концентраций? 

9. Каким способом выводится уравнение поляризационной кривой в 
условиях стационарной диффузии и что означает потенциал полуволны? 

10. Как определяется потенциал полуволны через параметры системы? 
11. В каком диапазоне плотностей тока применимо уравнение по-

ляризационной кривой в условиях стационарной диффузии? 
12. Чем отличаются зависимости плотности тока от потенциала при 

E << E1/2 и E >> E1/2? 
13. Как изменится уравнение поляризационной кривой, если коэф-

фициенты диффузии окисленной и восстановленной форм равны? 
14. Объясните, почему при E = E1/2 плотность тока находится ровно 

посередине между предельными значениями. 
 
 

 1.3. Закономерности электрохимической 
кинетики 

 

 
Когда говорят об электрохимической кинетике, подразумевают, что 

лимитирующей стадией является стадия разряда – ионизации, а стадия 
массопереноса протекает быстро. Вывод кинетических уравнений для 
стадии разряда – ионизации не будем производить, поскольку это не 
является предметом данного пособия. Приведем только конечные ки-
нетические уравнения для элементарной стадии разряда – ионизации. 
Эти уравнения будут использованы в качестве граничных условий при 
моделировании кинетики необратимых и квазиобратимых реакций. 

Основное кинетическое уравнение стадии разряда – ионизации но-
сит название уравнения Батлера – Фольмера. Под таким названием 
оно обычно встречается в иностранных и переводных учебниках и мо-
нографиях по электрохимической кинетике [10, 11, 16, 18, 19]. В учеб-
никах по электрохимии, написанных представителями российской (со-
ветской) школы электрохимии [13, 14, 17, 20] это уравнение обычно 
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называют основным уравнением теории замедленного разряда. Мы бу-
дем в дальнейшем использовать первое название, так как оно короче и 
легче для запоминания. 

Уравнение Батлера – Фольмера для реакции (8) можно представить 
в следующем виде [11, 16]: 

 
   (1 )

Ox Red ,
zF zFE E E Es sRT RTi zFk C e C e

      
      

 
 (22) 

где k° – стандартная константа скорости реакции, м/с; α – коэффициент 
переноса. 

Константа скорости реакции может принимать широкий диапазон 
значений. Наибольшее доступное для измерений значение константы 
скорости равно 0,01–0,1 м/с, тогда как наименьшие регистрируемые 
значения составляют менее 10–11 м/с [16]. Коэффициент переноса α пред-
ставляет собой долю свободной энергии, на которую изменяется энер-
гия активации реакции в результате изменения потенциала электрода. 
Коэффициент переноса может принимать значения от 0 до 1. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. Что подразумевается под электрохимической кинетикой и при ка-
ком условии стадия разряда – ионизации является лимитирующей? 

2. Чем стадия массопереноса отличается от стадии разряда – иони-
зации и какова их взаимосвязь в общем процессе? 

3. Каковы два исторических названия уравнения, описывающего ста-
дию замедленного разряда, и чем они различаются в традициях разных 
школ? 

4. Запишите общий вид уравнения Батлера – Фольмера и поясните 
физический смысл каждого члена. 

5. Какие кинетические параметры входят в уравнение Батлера – 
Фольмера и в каких единицах они измеряются? 

6. Как определяется стандартная константа скорости реакции и в 
каком диапазоне значений она встречается в практике измерений? 

7. Что физически отражает коэффициент переноса α и в каких пре-
делах он может изменяться? 

8. Как изменение потенциала электрода влияет на энергию актива-
ции реакции через коэффициент переноса? 

9. Выведите упрощенные формы уравнения Батлера – Фольмера 
для чисто катодного и чисто анодного процесса. 

10. Изобразите зависимость ln(i) от E для катодной ветви при за-
данных параметрах и укажите, как по наклону графика определяется α. 
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 1.4. Безразмерные переменные  
 
В расчетах и моделировании часто удобнее использовать безразмер-

ные величины. Это помогает избежать работы со слишком большими 
или маленькими числами, что упрощает вычисления и делает их более 
точными. Кроме того, введение безразмерных переменных значительно 
облегчает запись основных уравнений электрохимической кинетики. 

Важнейшими переменными, которые используются в основных урав-
нениях электрохимической кинетики, являются плотность тока i, по-
тенциал E, концентрация C, длина (расстояние от электрода) x, время t. 
Введение безразмерной переменной производится путем ее выражения 
как кратной выбранной опорной величине, так что переменная не имеет 
размерности. Введем безразмерные величины для этих переменных со-
гласно пособию [11]. 

 
1.4.1. Концентрация 

Концентрации, как правило, выражают в виде кратных некоторой 
опорной концентрации, обычно начальной объемной концентрации опре-
деленного вещества, участвующего в реакции. Будем обозначать безраз-
мерные концентрации веществ маленькой буквой c и выражать в виде от-
ношения 

 0 ,Cc
C

  (23) 

где C – переменная концентрация вещества, моль/дм3; C0 – начальная 
или объемная концентрация вещества, моль/л. Таким образом, если в 
диффузионной кинетике концентрация вещества меняется от объемной 
до нуля у поверхности электрода, то безразмерная концентрация будет 
меняться от 1 до 0 и однажды рассчитанный профиль концентрации бу-
дет таким же для любой исходной концентрации вещества. Для расчета 
профиля концентрации (размерной) при изменении исходной концен-
трации вещества можно использовать соотношение (23) вместо слож-
ных численных расчетов по уравнению диффузии (11). 
 

1.4.2. Время 

Переменная времени t выражается как кратное некоторому характе-
ристическому времени, которое может представлять собой разные вели-
чины в зависимости от моделируемого эксперимента. Иногда это может 
быть общая длительность эксперимента (время наблюдения) или, в случае 
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эксперимента с линейной разверткой, время, за которое напряжение из-
меняется на заданную величину. Безразмерное время будем обозначать 
большой буквой T, которое будет определяться следующей формулой: 

 ,tT 


 (24) 

где t – переменная времени, с; τ – характеристическое время процесса, с.  
Хотя большая буква T обозначает абсолютную температуру и ис-

пользуется в уравнении Нернста и производных от него уравнениях, 
мы не будем применять другое обозначение для безразмерного времени, 
чтобы упростить дальнейшее изложение материала. Влияние темпера-
туры на скорость реакции в электрохимической кинетике обычно не рас-
сматривается, поскольку основное внимание уделяется зависимости 
скорости от потенциала электрода. Безразмерное время будет широко 
использоваться при численных расчетах и желательно для него приме-
нять краткое и понятное обозначение. Из контекста всегда будет понятно, 
какой величине отвечает буква T. 
 

1.4.3. Длина (расстояние от электрода) 

Расстояние от электрода x удобно выражать как кратное некоторому 
характерному расстоянию, в качестве которого в диффузионной кине-
тике, например, можно использовать толщину диффузионного слоя. Без-
размерную длину (расстояние от электрода) будем обозначать большой 
буквой X и выражать в следующем виде: 

 ,xX 


 (25) 

где x – длина (расстояние от электрода), м; δ – характеристическая длина 
процесса, м. 
 

1.4.4. Плотность тока 

Плотность тока прямо пропорциональна градиенту концентраций 
при x = 0, как следует из первого закона Фика (9). Градиент концентра-
ций, естественно, получается безразмерным при использовании безраз-
мерных концентраций и длины в виде 

 
0
,

X

cG
X 

    
 (26) 

где G – безразмерный градиент концентраций.  
Эту величину можно считать одновременно и безразмерной плотно-

стью тока. Объединяя уравнения (9), (23), (25) и (26), плотность тока  



22 

можно выразить через безразмерную плотность тока с помощью следу-
ющего выражения: 

 
0

.Ci zFDG


 (27) 

 
1.4.5. Потенциал электрода 

Потенциал электрода можно сделать безразмерным, используя сле-
дующее соотношение: 

  zFp E E
RT

   , (28) 

где p – безразмерный потенциал электрода.  
Очевидно, что это соотношение можно использовать, если в моде-

лировании рассматривается только одна реакция вида (8). 
 

1.4.6. Стандартная константа скорости 

Стандартная константа скорости будет безразмерной, если приме-
нить следующее преобразование: 

 ,K k
D
    (29) 

где K – безразмерная стандартная константа скорости. Это видно из ана-
лиза размерностей. Также на основе анализа размерностей стандартную 
константу скорости в безразмерном виде можно получить, используя 
следующую формулу: 

 .K k
D
    (30) 

 
1.4.7. Основные уравнения электрохимической 
кинетики в безразмерном виде 

Некоторые из основных уравнений электрохимической кинетики, 
записанные ранее, представим в безразмерном виде.  

Для начала рассмотрим уравнения (9) для плотности тока, выражен-
ные через градиенты концентраций окисленной и восстановленной форм. 
Примем в качестве характеристической концентрации наибольшую из 
начальных объемных концентраций окисленной и восстановленной форм: 

 0 0 0
Ox Redmax( , )С C C . (31) 
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Очевидно, что характеристическая концентрация не может равняться 
нулю иначе выражение (23) не будет иметь смысла. Безразмерные кон-
центрации окисленной и восстановленной форм будут определяться 
уравнениями: 

 Ox Red
Ox Red0 0; .C Cc c

C C
   (32) 

В качестве характеристической длины возьмем некоторую величи-
ну δ, порядок которой совпадает с порядком толщины диффузионного 
слоя. Более детальный выбор δ будет обсуждаться далее при описании 
конкретных режимов электрохимического эксперимента. В качестве без-
размерного тока в данном случае можно использовать любой из двух 
следующих градиентов концентраций: 

 Ox
Ox

0X

cG
X 

    
 (33) 

или 

 Red
Red

0
.

X

cG
X 

    
 (34) 

Тогда уравнения (9) для актуального значения тока запишутся в 
следующем виде: 

 
0 0

Ox Ox Red Red .C Ci zFD G zFD G  
 

 (35) 

Уравнение Нернста (10) в безразмерных переменных запишется в виде: 

 Ox

Red
.

s
p

s
с e
c

  (36) 

Уравнение Батлера – Фольмера (22) с использованием безразмерных 
переменных может быть выражено двояким образом в зависимости от 
того, какая форма безразмерного тока используется: (33) или (34). Если 
для безразмерного тока выбран градиент концентрации окисленной фор-
мы (33), то уравнение Батлера – Фольмера в безразмерном виде будет 
выглядеть следующим образом: 

  (1 )
Ox Ox Red .s p s pG K c e c e     (37) 

В следующих подразделах рассмотрим различные режимы проведе-
ния электрохимического эксперимента и получаемые для них кинетиче-
ские уравнения. 
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Контрольные вопросы 

1. В чем заключается основная цель введения безразмерных пере-
менных в расчетах электрохимической кинетики? 

2. Какие основные физические величины (переменные) подвергают-
ся безразмерному преобразованию в данном подразделе? 

3. Как определяется безразмерная концентрация вещества и в каких 
пределах она изменяется в приэлектродной области раствора при про-
текании электрохимической реакции? 

4. Что принимается в качестве опорной концентрации при опре-
делении безразмерных концентраций окисленной и восстановленной 
форм? 

5. Какое физическое значение может иметь характеристическое вре-
мя τ в разных экспериментальных режимах? 

6. Что выбирают в качестве характеристической длины δ при мо-
делировании диффузионных процессов? 

7. Как определяется безразмерный градиент концентраций и при 
каком условии он соответствует безразмерной плотности тока? 

8. Приведите формулу для перехода от безразмерного градиента 
концентраций к размерной плотности тока. 

9. Как определяется безразмерный электродный потенциал p и в 
каких случаях применяется приведенная формула? 

10. По какому принципу выполняется переход к безразмерной стан-
дартной константе скорости? 

11. Как выглядит уравнение Нернста в безразмерных переменных? 
12. Запишите вид уравнения Батлера – Фольмера в безразмерных 

переменных. 
 
 

 1.5. Основы хроноамперометрии  

 
В данном методе задается постоянное значение потенциала элек-

трода, а измеряется зависимость тока от времени. Кинетическое уравне-
ние будет представлять собой зависимость плотности тока от времени. 
Рассмотрим случай, когда задается достаточно большой отрицательный 
потенциал электрода для обратимой реакции (8). В этом случае концен-
трация окисленной формы мгновенно уменьшается до нуля и в течение 
всего времени эксперимента поддерживается равной нулю. Будем 
рассматривать изменение концентрации только окисленной формы. 
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Для определения градиента концентрации окисленной формы у поверх-
ности электрода необходимо решить уравнение диффузии 

 
2

Ox Ox
Ox 2

C CD
t x

 
 

 (38) 

при граничных и начальных условиях, соответствующих электрохи-
мическому эксперименту. Данное уравнение представляет собой диф-
ференциальное уравнение в частных производных второго порядка. 
Решением его является функция зависимости концентрации от ко-
ординаты x и времени t – COx (x, t). Для решения уравнения необхо-
димо задать одно начальное и два граничных условия. Начальное усло-
вие определяет профиль распределения концентраций окисленной 
формы в начальный момент времени, когда концентрация в растворе 
везде (во всех точках x) одинакова и равна начальной или объемной 
концентрации: 

   0
Ox Ox0: , 0 , 0.t C x C x    (39) 

Граничные условия задают значения концентрации на границах рас-
сматриваемой области. Границами области являются x = 0 (поверхность 
электрода) и x = ∞ (бесконечно большое расстояние от электрода). Гра-
ничное условие при x = ∞ совпадает с начальным: 

   0
Ox Ox: , , 0.x C t C t     (40) 

Граничное условие при x = 0 для рассматриваемого случая запи-
шется так: 

  Ox0: 0, 0, 0.x C t t    (41) 

Решение дифференциального уравнения при данных условиях имеет 
следующий вид: 

  
Ox 2

2
0 0

Ox Ox Ox
0 Ox

2, erf ,
2

x
D t

z xC x t C e dz C
D t

  
       

  (42) 

где erf – функция ошибок. 
Рассчитанные по этому уравнению профили концентраций в разные 

моменты времени представлены на рис. 6. Постепенно профиль концен-
траций становится более пологим, а эффективная толщина диффузион-
ного слоя увеличивается. 
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Рис. 6. Изменение распределения концентрации у поверхности 

электрода и толщины диффузионного слоя со временем 
 
Продифференцировав полученное выражение по x, получим 

 
2

Ox
0

4Ox Ox

Ox

.
x
D tC C e

x D t

 
 

 (43) 

При x = 0 имеем 

 
0

Ox Ox

0 Ox

.
x

C C
x D t

     
 (44) 

Плотность предельного диффузионного тока найдем, подставив 
полученное выражение в уравнение (9): 

 
0
Ox

Ox
Ox

.Ci zFD
D t




 (45) 

Впервые это уравнение вывел Коттрелл. При времени, стремящемся 
к бесконечности, плотность тока стремится к нулю (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Зависимость плотности тока от времени для плоского 
электрода в условиях предельного диффузионного тока 
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Знаменатель в уравнении (45) можно рассматривать как эффектив-
ную толщину диффузионного слоя: 

 эф Ox .D t    (46) 

Толщина диффузионного слоя со временем увеличивается, т. е. диф-
фузионные возмущения распространяются все дальше от поверхности 
электрода. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. Что представляет собой метод хроноамперометрии и какие вели-
чины в нем задаются и измеряются? 

2. При каком условии концентрация окисленной формы мгновенно 
становится равной нулю у поверхности электрода? 

3. Запишите вид уравнения диффузии для окисленной формы и по-
ясните физический смысл каждого члена. 

4. Какие начальное и граничные условия задаются при решении урав-
нения диффузии для процесса на предельном токе? 

5. Как со временем изменяется профиль концентраций и толщина 
диффузионного слоя? 

6. Как из решения для концентрации получить выражение для гра-
диента концентрации у поверхности электрода? 

7. Запишите уравнение Коттрелла и укажите единицы измерения для 
каждой величины в уравнении. 

8. Как определяется «эффективная толщина диффузионного слоя» 
и как она зависит от времени? 

9. Как по хроноамперограмме, соответствующей уравнению Кот-
трелла, определить интервал времени от заданного, через который тол-
щина диффузионного слоя удвоится. 

 
 

 1.6. Основы хронопотенциометрии  

 
Данный режим проведения электрохимического процесса еще назы-

вают гальваностатическим. В этом методе задается и поддерживается 
постоянное значение тока, а регистрируется зависимость потенциала элек-
трода от времени. Такая зависимость и есть искомое кинетическое урав-
нение процесса для данного режима. Для ее нахождения необходимо 
решить основное уравнение диффузии (11) при начальных и граничных 
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условиях, соответствующих проводимому эксперименту. Затем найденные 
значения концентраций реагирующих веществ у поверхности электрода 
в зависимости от времени подставить в уравнение Нернста (10) для об-
ратимого процесса или в уравнение Батлера – Фольмера (22) для необ-
ратимого или квазиобратимого процесса для определения потенциала 
электрода в зависимости от времени. 

Рассмотрим, как и ранее, обратимую реакцию (8) и протекание про-
цесса в катодном направлении. Для этого задается и поддерживается 
постоянным на протяжении всего времени эксперимента постоянное зна-
чение катодной плотности тока. Фактически задается и поддерживается 
постоянным градиент концентрации вещества у поверхности электрода 
в соответствии с уравнением (9). Постоянное значение градиента кон-
центрации у поверхности электрода может выступать граничным усло-
вием для решения уравнения диффузии. Это граничное условие в мате-
матике называют условием Ньюмана в отличие от условия Дирихле, 
которое предполагает задание значения концентраций у поверхности 
электрода, как в методе хроноамперометрии, рассмотренном выше. 

Для расчета потенциала электрода по уравнению Нернста (10) или 
уравнению Батлера – Фольмера (22) нужно найти концентрации окис-
ленной и восстановленной форм, а для этого необходимо решить 2 урав-
нения диффузии: 

 
2 2

Ox Ox Red Red
Ox Red2 2и .C C C CD D

t tx x
    
  

 (47) 

Эти уравнения можно решать независимо друг от друга, поскольку 
связь между концентрациями окисленной и восстановленной форм за-
дается одинаковой величиной их потоков, которая определяется зада-
ваемой плотностью тока в соответствии с уравнениями (9). 

Начальные условия для уравнений (47) определяются так же, как и 
в методе хроноамперометрии. В начальный момент времени процесс не 
протекает и концентрации во всех точках x одинаковы и равны объем-
ным или начальным: 

    0 0
Ox Ox Red Red, 0 и , 0 .C x C C x C   (48) 

Одно из граничных условий для концентраций веществ, находящих-
ся далеко от поверхности электрода, куда диффузионные возмущения не 
доходят, естественно записать в следующем виде: 

    0 0
Ox Ox Red Red: , и , , 0.x C t C C t C t       (49) 
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Граничное условие при x = 0 для рассматриваемого случая запи-
шется как условие Неймана фактически в виде уравнений (9), которые 
можно переписать в следующем виде: 

 

 

 

Ox

Ox0

Red

Red0

,
;

0: 0.
,

;

x

x

C x t i
x zFD

x t
C x t i

x zFD





 
   

 
   

 (50) 

Решения дифференциальных уравнений (47) при граничных усло-
виях (48), (49) и (50) могут быть получены в аналитическом виде. Реше-
ния имеют вид следующих функций концентраций окисленной и вос-
становленной форм в зависимости от x и t: 

 

 

 

2

Ox

2

Red

40 Ox
Ox Ox

Ox Ox

40 Red
Red Red

Red Red

, 2 erfc ;
2

, 2 erfc ,
2

x
D t

x
D t

i D t xC x t C e x
zFD D t

i D t xC x t C e x
zFD D t





             
             

 (51) 

где erfc – дополнительная функция ошибок. 
Поверхностные концентрации окисленной и восстановленной форм 

в зависимости от времени найдем при подстановке в уравнения (50) x = 0. 
Получим: 

 
 

 

0
Ox Ox

Ox

0
Red Red

Red

2 ;

2 .

s

s

i tC t C
zF D

i tC t C
zF D

 


 


 (52) 

Первое из уравнений (52) показывает, что концентрация частиц Ox 
у поверхности постепенно уменьшается и через некоторое время сни-
зится до нуля. При этом потенциал электрода в соответствии с уравне-
нием Нернста начнет резко смещаться в сторону отрицательных значений, 
что иллюстрируется рис. 8. По достижении равновесным потенциалом 
некоторой другой электродной реакции Ex (например, разложения рас-
творителя) скорость уменьшения потенциала вновь будет снижаться (об-
ласть II, рис. 8). 
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Рис. 8. Общий вид хронопотенциограммы:  

τ – переходное время; I – область возрастания катодной 
концентрационной поляризации, обусловленная уменьшением 

поверхностной концентрации частиц Ox до 0; 
II – область начала протекания другой электродной 
реакции (например, разложение растворителя) 

 
Время τ, по достижении которого наблюдается переход от одного 

электродного процесса к другому (или, другими словами, концентрация 
разряжающихся частиц у поверхности снижается до нуля), называется 
переходным временем. Его можно достаточно легко идентифицировать 
экспериментально из хронопотенциограммы по резкому изменению по-
тенциала электрода (рис. 8). 

Переходное время можно найти из условия 

 0
Ox

Ox

2 0,iC
zF D

 


 (53) 

где τ – переходное время катодного процесса (8), с. Из последнего урав-
нения можно получить равенство, известное как уравнение Санда: 

 
0
Ox Ox .

2
zFC D

i


   (54) 

Из уравнения (54) следует, что для процесса с лимитирующей стадией 
диффузионного массопереноса произведение плотности тока на корень 
квадратный из переходного времени прямо пропорционально концентра-
ции электроактивных частиц. Это равенство лежит в основе использования 
хронопотенциометрии в электрохимическом анализе. Уравнение (54) 
при известной концентрации можно использовать для определения ко-
эффициента диффузии. 

–E 

t τ 

I II 

–Ех 
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Подставив в уравнение Нернста (10) концентрации окисленной и 
восстановленной форм (52), получим зависимость потенциала электрода 
от времени для процесса (8), протекающего в гальваностатическом режиме: 

 

0
Ox

Ox

0
Red

Red

2

ln .
2

i tC
zF DRTE E

zF i tC
zF D




  




 (55) 

Если выразить исходную концентрацию окисленной формы через пе-
реходное время из уравнения (53) и подставить ее в уравнение (55), то 
при условии, что исходная концентрация восстановленной формы равна 
нулю, получим уравнение катодной хронопотенциограммы для обрати-
мого электрохимического процесса в следующем виде: 

 Red

Ox
ln ln .

2
RT D RT tE E
zF D zF t

      (56) 

При t =  / 4 последнее слагаемое уравнения (56) станет равным 
нулю, поэтому если обозначить 

 Red
/4

Ox
ln ,

2
RT DE E
zF D     (57) 

то уравнение (56) можно переписать в следующем виде: 

 /4 ln .RT tE E
zF t

    (58) 

Общий вид хронопотенциограммы, описываемой данным уравне-
нием, приведен на рис. 9, кривая 1. 

 
Рис. 9. Вид хронопотенциограмм для различных процессов:  

1 – обратимый процесс; 2 – квазиобратимый процесс; 3 – необратимый процесс 

E

t

2

3


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Для необратимых процессов, скорость которых определяется элек-
трохимической стадией, взаимосвязь электродного потенциала и плотно-
сти поляризующего тока передается уравнением Батлера – Фольмера (22). 
Для катодного процесса в случае больших катодных перенапряжений 
(E << E°) анодной составляющей уравнения можно пренебречь, тогда вы-
ражение для плотности тока будет иметь вид 

 
 

Ox .
zF E Es RTi zFk C e

  
    (59) 

Прологарифмировав последнее уравнение и выразив поверхност-
ную концентрацию вещества из уравнения (53) через переходное время τ, 
получим 

  
Ox

2ln ln .RT k RTE E t
zF zFD

          
 (60) 

Из этого выражения видно, что хронопотенциограмма необратимого 
процесса по сравнению с обратимым наблюдается при более высоких 
перенапряжениях (рис. 9, кривая 3). Потенциал электрода при включении 
поляризующего тока изменяется скачком от равновесного электродного 
потенциала до величины, равной сумме первых двух слагаемых в фор-
муле (60). 

Хронопотенциометрическая кривая для квазиобратимого процесса, 
для которого скорости стадий массопереноса и разряда – ионизации 
сравнимы, занимает промежуточное положение между кривыми для об-
ратимой и необратимой реакций (рис. 9, кривая 2). Выражение хроно-
потенциограммы в аналитическом виде для данного случая невозможно, 
поскольку невозможно выразить величину потенциала из полного урав-
нения Батлера – Фольмера (22). Найти потенциал можно только в ре-
зультате численного расчета с использованием программных пакетов 
подобных Mathcad. 

 
Контрольные вопросы 

1. Что понимают под методом хронопотенциометрии и почему его 
называют гальваностатическим? 

2. Какие величины задаются и какие измеряются в методе хронопо-
тенциометрии? 

3. Почему в гальваностатическом режиме градиент концентрации у 
поверхности электрода постоянен? 

4. В чем отличие граничных условий Неймана и Дирихле для урав-
нений диффузии? 
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5. Запишите уравнения диффузии для окисленной и восстановлен-
ной форм и поясните смысл коэффициента диффузии. 

6. Как соотносятся потоки окисленной и восстановленной форм в 
хронопотенциометрии и как эта связь выражается через плотность тока? 

7. Какие начальные и граничные условия используются для решения 
уравнения диффузии для гальваностатического режима? 

8. Как изменяются поверхностные концентрации окисленной и вос-
становленной форм во времени в условиях хронопотенциометрии? 

9. Что такое переходное время и как его определить экспериментально 
по хронопотенциограмме? 

10. Выведите уравнение Санда и поясните, как оно применяется в 
электрохимическом анализе. 

11. Как в условиях хронопотенциометрии можно определить коэф-
фициент диффузии электроактивных частиц? 

12. Как изменяется потенциал электрода во времени для обратимого 
процесса согласно уравнениям? 

13. В чем отличие хронопотенциограмм обратимого, квазиобрати-
мого и необратимого процессов? 

 
 

 1.7. Основы линейной вольтамперометрии  
 
Метод линейной вольтамперометрии является одним из самых по-

пулярных методов исследования электрохимических систем. Метод от-
носится к классу потенциостатических, точнее потенциодинамических 
методов. В этом методе потенциал электрода линейно изменяется во вре-
мени и регистрируется зависимость тока от потенциала. Таким образом, 
искомое кинетическое уравнение процесса для данного режима является 
зависимостью плотности тока от потенциала электрода или от времени, 
поскольку потенциал изменяется во времени с постоянной скоростью. 

Примем, что потенциал электрода изменяется в катодную сторону 
согласно линейному закону: 
 υ ,iE E t   (61) 

где Ei – заданное начальное значение потенциала, В; υ – скорость раз-
вертки потенциала, В/с. 

Рассмотрим протекание на поверхности электрода обратимого элек-
трохимического процесса (8) при условии отсутствия в начальный мо-
мент восстановленной формы вещества. Плотность тока рассчитаем по 
уравнению (9), а потенциал электрода – по уравнению Нернста (10).  
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Для определения плотности тока необходимо найти градиент концентра-
ций, что возможно путем решения системы дифференциальных урав-
нений диффузии для окисленной и восстановленной форм вещества. 
Причем эти уравнения не могут быть решены независимо, поскольку 
граничное условие включает уравнение Нернста, в которое входят кон-
центрации как окисленной, так и восстановленной формы. 

Граничное условие на бесконечно большом расстоянии от электрода 
формулируется достаточно просто: поскольку в процессе электролиза 
концентрации веществ начинают изменяться только вблизи электрода, 
то на бесконечно большом расстоянии они будут равны начальным. С гра-
ничными условиями у поверхности электрода дело обстоит немного 
сложнее. Как уже говорилось выше, эти условия определяются услови-
ями проведения электролиза.  

Но уравнение Нернста дает нам одно граничное условие, а необходи-
мо два (одно для окисленной формы, другое для восстановленной формы). 
Второе условие берется из уравнения электродного процесса, в соответ-
ствии с которым должен выполняться закон сохранения массы: сколько 
моль вещества Ox вступило в реакцию в единицу времени, столько же 
моль вещества Red образовалось. Это условие математически выража-
ется равенством потоков окисленной и восстановленной форм у поверх-
ности электрода. 

Таким образом, задача теоретического описания вольтамперограмм 
с линейной разверткой потенциала может быть записана в следующем 
виде: 

 

2
Ox Ox

Ox 2

2
Red Red

Red 2

,

;

C CD
t x

C CD
t x

   

    

 (62) 

начальные условия: 

 0
Ox Ox Red0: ( , 0) и ( , 0) 0, 0;t C x C C x x     (63) 

граничные условия: 

 0
Ox Ox Red: ( , ) и ( , ) 0, 0;x C t C C t t       (64) 
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 (65) 
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где  

 
 

, υ.
izF E E

RT zFe a
RT

 

   (66) 

Решение данной задачи получить в аналитическом виде невозможно. 
Было найдено решение [21] в виде зависимости тока от потенциала: 
  0

Ox Ox ,i zFC D a at     (67) 

где функция  at  не имеет точного аналитического выражения. Она 
является решением следующего интегрального уравнения: 

 
 

0

1 ,
1

at

at
z dz

eat z 



   (68) 

где  

 Ox

Red
.D

D
   (69) 

Различные авторы получили приближенные аналитические реше-
ния интегрального уравнения: 

– Рейнмут, 1961 г. [22]: 

      1 21

1

1 1 ;
jzF E Ej RT

j
at j e

  


   

  (70) 

– Мацуда и Аябе, 1955 г. [23]; Гохштейн, 1959 г.: 

     20

1 1 ;
ln41 ch

2

at dzat
zat at z

  
          

 

  (71) 

– Де Врис и Ван Дален, 1963 г. [24]: 

      1/2

1
1 erf .

n at atn

n
at e n nat

  


       (72) 

Уравнение (68) было также численно решено Никольсоном и Шей-
ном, 1964 г. [25], и результаты табулированы в виде зависимости вели-
чины  at    от (E – E1/2)z. График этой зависимости повторяет зави-
симость тока от потенциала (потенциодинамическую кривую) (рис. 10). 
Величина E1/2 определяется формулой 

 1 2 ln .RTE E
zF

     (73) 
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Рис. 10. Форма зависимости тока от потенциала для обратимого 

электродного процесса в условиях линейной диффузии 
и вольтамперометрического метода 

 
Характеристическими величинами в вольтамперометрическом ме-

тоде являются потенциал и ток пика. Уравнение для тока пика имеет вид 

  30
Ox Ox0,446 .p

zF
i C D

RT
   (74) 

Это уравнение Рэндлса – Шевчика. Потенциал максимума тока равен 

 1 2
1,1

p
RTE E

zF
   (75) 

и смещен на 28,5 мВ в катодную область относительно потенциала 
полуволны. Потенциал максимума не зависит от скорости развертки. 
Это может служить проверкой обратимости процесса. Если потенциал 
максимума не зависит от скорости развертки, значит лимитирующая 
стадия – массоперенос.  

Если потенциал максимума смещается в катодном направлении с уве-
личением скорости развертки, то это указывает на необратимость про-
цесса. Скорость процесса лимитируется стадией переноса электрона. 
В этом случае зависимость потенциала пика от скорости развертки по-
тенциала можно использовать для нахождения кинетических парамет-
ров – коэффициента переноса и константы скорости: 

 Oxυln ln 0,78 .p
RT zFDE E k
zF RT

         
 (76) 
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Кроме того, для необратимого процесса ток пика связан с потенци-
алом пика следующим соотношением: 

 
 0

0
Ox0,227 .p

zF E E
RT

pi zFC k e
 

   (77) 

По зависимости потенциала пика от логарифма плотности тока пика 
можно также определить кинетические параметры. Причем наклон этой 
зависимости дает коэффициент переноса, а точка пересечения с осью – 
константу скорости. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. К какому классу электрохимических методов относится линей-
ная вольтамперометрия и чем она отличается от стационарных потен-
циостатических методов? 

2. Как записывается закон изменения потенциала электрода во вре-
мени при линейной развертке? 

3. Почему для моделирования обратимого процесса необходимо ре-
шать систему уравнений диффузии для окисленной и восстановленной 
форм одновременно? 

4. Какие начальные условия для уравнений диффузии задаются для 
концентраций окисленной и восстановленной форм в методе линейной 
вольтамперометрии? 

5. Как формулируются граничные условия на бесконечности и у 
поверхности электрода для обеих форм вещества? 

6. Как уравнение Нернста используется в качестве граничного усло-
вия и какие концентрации в него входят? 

7. Что отражает условие равенства потоков окисленной и восста-
новленной форм у поверхности электрода? 

8. В каком виде получено аналитическое решение уравнений 
диффузии для обратимого процесса в условиях линейной вольтам-
перометрии и какие приближенные или численные методы приме-
няются? 

9. Каковы приближенные аналитические решения интегрального 
уравнения и в чем их отличия? 

10. Как выглядит вольтамперограмма обратимого процесса? 
11. Запишите уравнение Рэндлса – Шевчика для тока пика и укажите 

единицы измерения каждой величины. 
12. Чему равен потенциал пика для обратимого процесса? 
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13. Как в методе линейной вольтамперометрии можно оценить об-
ратимость процесса? 

14. Как изменяется положение потенциала пика с увеличением ско-
рости развертки для обратимого и необратимого процессов? 

15. Какие параметры можно определить из зависимости потенциала 
пика от скорости развертки в случае необратимого процесса? 

16. Как для необратимого процесса выражается зависимость тока 
пика от потенциала пика? 

17. Как по графику зависимости Eₚ от lg(iₚ) определяются коэффи-
циент переноса и константа скорости? 

18. Составьте систему дифференциальных уравнений диффузии и 
приведите граничные условия для моделирования линейной вольтам-
перограммы квазиобратимого процесса. 
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 РАЗДЕЛ 2  
 Численное решение уравнения 

диффузии 

 

 
 
В данном разделе будут рассмотрены методы численного моделиро-

вания отклика в электрохимических системах для трех основных режимов, 
в которых проводятся электрохимические измерения: потенциостатиче-
ский (хроноамперометрия), гальваностатический (хронопотенциометрия) 
и наиболее популярный в практике потенциодинамический с линейной 
разверткой потенциала (линейная вольтамперометрия). 

Чаще всего моделируются задачи электрохимического переноса, ко-
торые трудно решить аналитически, за исключением нескольких модель-
ных случаев. Когда же система становится сложнее – как это обычно 
бывает в реальных электрохимических ячейках – задачи могут не иметь 
алгебраического решения, однако ответы все равно нужны.  

В большинстве случаев основным уравнением, которое необходимо 
решить, является уравнение диффузии (11), связывающее концентрацию 
со временем и расстоянием от поверхности электрода. 

Это уравнение представляет собой параболическое дифференциаль-
ное уравнение в частных производных второго порядка. На практике 
оно представляет собой лишь «скелет» реального уравнения, которое 
необходимо решить; обычно возникают дополнительные сложности, та-
кие как конвекция – движение раствора, миграция – перемещение ионов 
в растворе под действием электрического поля, химические реакции, 
происходящие в растворе и изменяющие концентрации веществ помимо 
самой диффузии. В таких случаях численное решение может оказаться 
единственным способом получить количественные результаты. 

Чаще всего в численном моделировании используется метод конеч-
ных разностей, который появился задолго до появления компьютеров. 
Его история восходит к началу XX в. Литературы по этому предмету 
очень много. Например, классический учебник по методам вычисли-
тельной математики Г. И. Марчука [26] позволит уяснить основы метода. 
А учебное пособие Г. И. Кузнецова [27] полностью посвящено методам 
решения уравнения теплопроводности являющееся полным математи-
ческим аналогом уравнения диффузии. 

Численное моделирование в электрохимии почти стало синонимом 
имени С. Фелдберга, который опубликовал свою первую работу по этой 
теме в 1964 г. Его работа [28] является наиболее часто цитируемым 
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источником в электрохимической литературе. В ней был описан «метод 
ячеек» для численного моделирования электрохимических диффузи-
онно-кинетических задач. Этот метод стал стандартом для многих 
электрохимиков, занимающихся моделированием электрохимических 
процессов. 

Теперь кратко опишем основные положения метода моделирования. 
Предположим, нам требуется получить значения концентрации в задан-
ный момент времени на определенном расстоянии от поверхности элек-
трода. Для этого мы делим пространство (координату x) на небольшие 
интервалы длиной h, а время t – на небольшие временные шаги Δt. То-
гда x и t можно выразить как кратные значениям h и Δt, используя це-
лые i в качестве индекса по координате x, а показатели j – как индекс 
по времени t, так что 

 и .i jx i h t j t     (78) 

На рис. 11 показана получающаяся сетка точек. Размерность этой сетки 
M×N. Индекс i «пробегает» значения от 0 до N, индекс j – от 0 до M. 
Расчет значений концентраций будет происходить в узлах сетки. Мак-
симальное значение координаты x (наибольшее расстояние от поверхно-
сти электрода) будет равно Nh, а максимальное значение времени – MΔt. 
Эти значения обычно задаются как исходные данные для моделирования.  

 
Рис. 11. Сетка для численного решения уравнения диффузии 
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Чтобы получить определенное решение дифференциального урав-
нения, необходимо задать начальные и граничные условия. Начальные 
условия представляют собой значения концентраций в начальный момент 
времени при всех значениях x. На рис. 11 начальные условия изображены 
зелеными точками вдоль координаты x. Граничные условия представляют 
собой значения концентраций на границах моделируемой пространствен-
ной области, в данном случае при x = 0 и x = Nh в каждый момент времени. 
На рис. 11 граничные условия изображены зелеными точками вдоль 
оси времени t при x = 0 и x = Nh. 

Если заданы начальные и граничные условия, численный расчет 
сводится к поэтапному вычислению рядов значений концентраций вдоль 
оси x, обычно – по одному шагу времени Δt за раз. Рассмотрим три 
точки, отмеченные синими кружками и обозначенные Ci–1, j, Ci, j и Сi+1, j. 
Это значения концентраций в узлах сетки, обозначенных нижними ин-
дексами в момент времени tj. Один из подходов, который будет описан 
далее, позволяет на основании этих трех значений вычислить новое зна-
чение концентрации Ci, j+1 (обозначенное красным кружком) в точке xi 
для следующего момента времени tj+1, записав уравнение диффузии (11) 
в конечно-разностном виде: 

 
 1, , 1,, 1 ,

2

2
.i j i j i ji j i j D C C CC C

t h
   




 (79) 

При рассмотрении метода становятся очевидны несколько проблем. 
Первая связана с методом, с помощью которого получено уравнение (79); 
этот вопрос будет рассмотрен позже. На самом деле существует мно-
жество различных методов и форм записи. Вторая проблема – это зада-
ние начальных и граничных условий и связанный с этим выбор подхо-
дящих значений N, M, h и Δt. Чтобы определить N и h (правую границу 
пространственной области для моделирования), нужно понять насколько 
далеко в область диффузии мы должны (или нам необходимо) продви-
гаться? Обычно у нас есть хорошие приближенные оценки концентра-
ций на достаточно большом расстоянии от электрода (например, либо 
«объемная» концентрация, либо ноль – для вещества, генерируемого на 
электроде), и существуют вполне надежные критерии того, на какое 
расстояние нужно распространяться. Начальные условия задаются на 
основании информации, не связанной напрямую с диффузионным про-
цессом, который мы моделируем. Здесь обычно проблем с их заданием 
не возникает, поскольку за начальный момент времени обычно берется 
момент начала протекания процесса и концентрации в этот момент счи-
таются такими же, как были в отсутствие реакции. Однако при этом в  
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процессе расчета при x = 0 могут получаться бесконечно большие зна-
чения градиента концентраций и тока. Граничные условия при x = 0 
фактически составляют важнейшую часть содержания предмета моде-
лирования электрохимических процессов. 

 
 

 2.1. Уравнение диффузии 
в безразмерном виде 

 

 
Дальнейшее изложение будем проводить, записав уравнение диф-

фузии (11) в безразмерном виде. Концентрацию, время и расстояние пе-
реведем в безразмерный вид в соответствии с выражениями (23), (24) и (25). 
При этом характеристическую концентрацию C0 можно выбрать доста-
точно произвольно на основе исходных данных решаемой задачи. Ха-
рактеристическое время τ обычно выбирается в зависимости от исполь-
зуемого режима проведения электрохимического эксперимента и его 
выбор будет обсуждаться ниже. А вот характеристическую длину δ вы-
берем в следующем виде: 

 .D    (80) 
Такой выбор δ обусловлен тем, что после замены переменных в 

уравнении диффузии (11) по формулам (23)–(25) оно упрощается: 
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 (81) 

Протекание электрохимического превращения у поверхности элек-
трода с участием растворенного вещества вызывает изменение концен-
трации у поверхности, которое затем распространяется вглубь раствора 
благодаря диффузии. Расстояние, на которое распространяется диффу-
зионное возмущение, зависит от времени. В численных расчетах кон-
центрации с использованием сетки (11) необходимо выбрать внешнюю 
границу моделируемой области, на которой диффузионным возмуще-
нием можно пренебречь. При использовании безразмерного уравнения 
диффузии (81) в качестве внешней границы расчетной области обычно 
используют следующую величину: 

 max max6 ,X T  (82) 

где Tmax – максимальное безразмерное время моделирования; число 6, 
как правило, приводится без пояснений.  
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При таком выборе Xmax относительное изменение концентрации со-
ставляет менее 10–4 от объемного значения, что обеспечивает требуе-
мую точность порядка 0,01%. 
 

Контрольные вопросы и задания 

1. Каких три основных режима проведения электрохимических из-
мерений описаны в разделе и в чем их принципиальные различия? 

2. Почему в сложных электрохимических системах аналитическое 
решение уравнения диффузии зачастую невозможно? 

3. К какому типу дифференциальных уравнений относится уравне-
ние диффузии? 

4. Какие механизмы массопереноса вещества выделяют в электро-
химических системах? 

5. Каков принцип метода конечных разностей и какова его истори-
ческая основа? 

6. Что означают индексы i и j в обозначении узлов сетки (рис. 11)? 
7. Какие начальные и граничные условия задаются при численном 

моделировании диффузии? 
8. Почему выбор внешней границы расчетной области критичен для 

точности моделирования? 
9. Какие типичные приближения для концентраций на больших рас-

стояниях от электрода используются? 
10. Как определяется характеристическая концентрация, время и длина 

при переходе к безразмерным переменным? 
11. Как выбирается характеристическая длина, чтобы уравнение диф-

фузии в безразмерном виде не содержало коэффициентов? 
12. Как определяется максимальное расстояние в безразмерных ве-

личинах для правой границы пространственной области при численном 
решении уравнения диффузии?  

13. Составьте схему узлов для метода конечных разностей, отметив 
начальные и граничные условия. 

 
 

 2.2. Способы приближения производных 
и выражения тока электрохимического 
процесса 

 

 
Для численного решения уравнения диффузии (81) методом конеч-

ных разностей его необходимо представить в приближенном конечно-
разностном виде на выбранной сетке (рис. 11). Для этого необходимо 
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заменить производные в уравнении на конечные разности. Ниже будут 
представлены способы приближения производных конечными разно-
стями. 

 
2.2.1. Приближения первой производной по двум точкам 

Первая производная в уравнении диффузии (81) – это производная 
концентрации по времени в левой части уравнения. Рассмотрим в об-
щем виде производную некоторой функции y(x), вид которой неизве-
стен. Согласно методу конечных разностей зададим шаг равномерной 
сетки h по переменной x и будем оперировать значениями функции yi в 
узлах сетки xi, где i – порядковый номер узла (рис. 12). 

 

 
Рис. 12. Пример функции с выделенными тремя точками 

 
Представим значение функции в точке xi+1 в виде разложения в ряд 

Тейлора в окрестности точки xi: 

 2 3
1 ,

2! 3!
i i

i i i
y yy y y h h h
       (83) 

где , иi i iy y y    – первая, вторая и третья производная соответственно 
функции y(x) в точке xi. Выразим из этого уравнения первую производную 

 21 ,
2! 3!

i i i i
i

y y y yy h h
h

        (84) 

Если ограничиться только первым членом этого разложения, то 
приближенное выражение для первой производной в точке xi будет 
иметь вид 

 1( ) .i i
i i

y yy y x
h

     (85) 

y

xxixi−1 xi+1

yi−1

yi

yi+1

h
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Погрешность этого приближения будет выражаться формулой 

 2 .
2! 3!

i iy yh h
 

      (86) 

Говорят, что погрешность имеет первый порядок точности по h, по-
скольку в выражении для погрешности в первом слагаемом h входит в 
первой степени. Такую погрешность обозначают O(h). Приближение пер-
вой производной в точке xi по формуле (85) называют прямой разностью. 

Для нахождения приближенного значения производной в точке xi 
можно вместо разложения (83) использовать с таким же успехом раз-
ложение для значения функции в точке xi–1: 

 2 3
1 .

2! 3!
i i

i i i
y yy y y h h h
       (87) 

В этом выражении в отличие от выражения (83) знак слагаемых че-
редуется вследствие того, что разность (xi–1 – xi) = –h. Если выразить 
первую производную из этого уравнения, получим 

 21 .
2! 3!

i i i i
i

y y y yy h h
h

        (88) 

Далее, если опять ограничиться первым членом разложения, полу-
чим формулу обратной разности для приближения первой производной 
в точке xi: 

 1( ) i i
i i

y yy y x
h

    (89) 

с погрешностью O(h) 

 2 .
2! 3!

i iy yh h
 

     (90) 

Если сравнивать погрешности для приближений прямой (86) и об-
ратной (90) разностей, можно отметить, что одно из приближений дает 
немного завышенные, а другое – немного заниженные значения пер-
вой производной. Будет естественным ожидать, что среднее значение 
окажется более точным. Действительно, если выразить производную 
в точке xi как среднее арифметическое двух выражений (84) и (88), то 
получим 

 21 1 .
2 3!

i i i
i

y y yy h
h

       (91) 
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Если ограничиться первым членом последнего разложения, по-
лучим лучшее приближенное значение для производной в точке xi в 
следующем виде: 

 1 1( ) ,
2

i i
i i

y yy y x
h

     (92) 

которое называется приближением центральной разности и имеет 
меньшую погрешность O(h2): 

 2 .
3!

iy h


     (93) 

 
2.2.2. Многоточечные приближения  
первой производной 

В представленных выше приближениях первой производной при-
меняются лишь две точки, что накладывает ограничение на порядок 
точности. При использовании большего числа точек можно получить 
множество различных аппроксимаций более высокого порядка: пря-
мые, обратные, центральные и асимметричные. Для описания много-
точечных аппроксимаций будем исходить из следующих положений: 
имеется n последовательных точек x1, x2, …, xn на сетке и n соответствую-
щих значений функции y1, y2, …, yn, по которым будет находиться аппрок-
симация первой производной в некоторой из данных точек. На рис. 13 
приведен пример выбранных 7 последовательных точек. Обозначим n-
точечную аппроксимацию первой производной в точке xi как ( )iy n , 
второй производной – как ( )iy n  и т. д. 

 

 
Рис. 13. Пример функции с выделенными 

семью последовательными точками 

y

xx1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

y1

y2

y3
y4

y5
y6

y7
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Для данного числа точек аппроксимация первой производной в не-
которой i-й точке из данных может быть представлена в линейном виде: 

 
1

1( ) ,
n

i j j
j

y n y
h 

    (94) 

где коэффициенты βj находят, выписывая разложения Тейлора в окрест-
ности точки xi для всех остальных (n–1) точек до необходимого порядка, 
после чего решают систему для производных, оставляя только коэффи-
циенты при первой производной. 

В качестве примера рассмотрим вычисление 2(4)y , т. е. аппрокси-
мации первой производной в точке x2 по значениям y1, y2, y3 и y4 (рис. 13). 
Разложения Тейлора для y1, y3 и y4 в окрестности точки x2 до членов 
третьей производной (в общем случае – до (n–1)-й) имеют вид: 

 

2 3 42 2
1 2 2

2 3 42 2
3 2 2

2 3 42 2
4 2 2

(4) (4)(4) ( );
2! 3!
(4) (4)(4) ( );

2! 3!
(4) (4)(4) 2 4 8 ( ).

2! 3!

y yy y y h h h O h

y yy y y h h h O h

y yy y y h h h O h

     

     

      

 (95) 

Отбросив в данных разложениях слагаемые 4-го порядка малос- 
ти O(h4), получим систему линейных алгебраических уравнений относи-
тельно неизвестных 2 2 2(4), (4) и (4)y y y   . Представим эту систему в мат-
ричном виде: 

 
2 1 2

2
2 3 2

3
2 4 2

1 11
2! 3! 0 0 (4)
1 11 0 0 (4)
2! 3!

(4)0 04 82
2! 3!

h y y y
h y y y

y y yh

   
       
                
           

 
  

 (96) 

или 
 AHd = b, (97) 
где A – основная матрица коэффициентов; H – диагональная матрица 
степеней h; d – вектор производных; b – вектор известных величин yj –y2.  

Далее вычисляем d по матричной формуле: 
 d = A–1H–1b. (98) 
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При этом для аппроксимации первой производной используется 
только первая строка матрицы C = A–1, так что 

  
1 2

2 11 12 13 3 2

4 2

1(4) .
y y

y c c c y y
h

y y

 
      
  

 (99) 

Первая строка обратной матрицы C для нашего случая будет выг- 

лядеть как 1 11
3 6

    
. Таким образом, 4-точечная аппроксимация 

первой производной в точке x2 будет выглядеть следующим образом:  

 
1 2

2 3 2

4 2

1 1 1(4) 1
3 6

y y
y y y

h
y y

 
                

 (100) 

или после умножения и приведения подобных 

  2 1 2 3 4
1(4) 2 3 6 .

6
y y y y y

h
       (101) 

Полученная аппроксимация имеет 3-й порядок точности по h. 
 
2.2.3. Способы приближенного выражения тока 

Безразмерный ток G определяется как безразмерный градиент концен-
трации c по координате X в точке X = 0 в соответствии с выражением (26). 
Это означает необходимость применения прямой разностной аппроксима-
ции, поскольку значения с обычно известны начиная с X = 0. Существуют 
алгоритмы с точками при отрицательных X, однако они, как правило, не по-
лучили широкого применения и не отличаются высокой эффективностью. 

В общем виде аппроксимацию можно записать в виде n-точечной 
формулы: 

 
1

0

1 ,
n

j j
j

G c
H




   (102) 

где H – шаг по нормированной пространственной оси.  
Простейшей является двухточечная формула 

 1 0 ,c cG
H
  (103) 

которая, на первый взгляд, представляет собой слабую аппроксимацию с 
низким порядком точности. Тем не менее, ее можно оправдать в случаях,  
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когда H мало́, что характерно для большинства современных программ, 
использующих неравномерные сетки с высокой плотностью узлов вблизи 
электрода. Как будет показано далее, именно эта двухточечная схема 
существенно упрощает дискретизацию граничных условий. 

Более того, известны ситуации, в которых введение большего числа 
точек ухудшает аппроксимацию тока. Это наблюдается при сильно рас-
тянутых сетках, поэтому многоточечная аппроксимация предпочтительна 
для случаев с равномерными интервалами. 

Для равномерных интервалов наиболее согласованной с использу-
емой обычно трехточечной аппроксимацией второй пространственной 
производной является трехточечная формула для тока второго порядка 
точности: 

  0 1 2
1 3 4 ,

2
G с с с

H
     (104) 

что обусловлено одинаковым порядком точности обеих аппроксимаций. 
 

2.2.4. Приближение второй производной 

Вторая производная встречается в правой части уравнения диффу-
зии (81) как вторая производная концентрации по пространственной ко-
ординате X. Наиболее широко используемое из приближений второй 
производной выводится следующим образом. Рассмотрим рис. 11 и со-
средоточимся на точке xi, в которой требуется вычислить производную. 
Разложения Тейлора в окрестности точки xi для значений функции в точ-
ках xi+1 и xi–1 представлены выражениями (83) и (87) соответственно. 
Сложив эти два выражения и выразив вторую производную, получим 

 21 1
2

2 ( ).i i iy y yy O h
h

      (105) 

Это приближение второй производной второго порядка точности 
по h. До недавнего времени именно это выражение повсеместно приме-
нялось в численном моделировании. 

В последнее время предлагались формулы более высокого порядка 
точности, в частности, пятиточечная центральная аппроксимация. Также 
возможно использовать некоторые асимметричные многоточечные схе-
мы, подобные представленной в пункте 2.2.2. Процедура их построения 
аналогична описанной выше для первой производной.  

Так, для центральной пятиточечной схемы выбирают пять последо-
вательных узлов и для центрального узла x3 (рис. 13) записывают ряды 
Тейлора для четырех соседних узлов x1, x2, x4 и x5, включая члены до h4, 
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и решают систему из четырех уравнений. В этом случае во второй строке 
обратной матрицы находятся коэффициенты, соответствующие второй 
производной в векторе неизвестных. Результат записывается в виде 
матричного уравнения: 

 

3 1 3
2

3 2 3
3

3 4 3
4

3 5 3

4 8 162
2! 3! 4!

0 0 0 (5)1 1 11 0 0 0 (5)2! 3! 4! .
(5)1 1 1 0 0 01

2! 3! 4! (5)0 0 0
4 8 162
2! 3! 4!

h y y y
h y y y

y y yh
y y yh

   
                                                 
 
 

 (106) 

После обращения матриц и умножения второй строки полученной 
обратной матрицы на вектор правой части получают итоговую цен-
тральную пятиточечную аппроксимацию второй производной в следу-
ющем виде: 

  3 1 2 3 4 5
1(5) 16 30 16 .

12
y y y y y y

h
        (107) 

Интересно, что в этом процессе члены порядка h5 взаимно уничто-
жаются, и окончательная формула имеет точность O(h6), так как отбро-
шенные члены относятся к порядку h6. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. Зачем уравнение диффузии необходимо представлять в конечно-
разностной форме для численного решения? 

2. В чем суть прямой и обратной разности для аппроксимации пер-
вой производной и каков порядок их точности? 

3. Как центральная разностная схема улучшает точность вычисле-
ния первой производной по сравнению с прямой и обратной? 

4. Каков порядок точности центрального приближения первой про-
изводной и за счет чего он достигается? 

5. Чем многоточечные аппроксимации отличаются от двухточеч-
ных и какие преимущества они дают? 

6. Как определяется набор коэффициентов в многоточечной аппрок-
симации первой производной (методика расчета βi)? 

7. Приведите пример четырехточечной аппроксимации первой про-
изводной и ее порядок точности. 
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8. Что такое безразмерный ток G и как он связан с градиентом кон-
центрации у поверхности электрода? 

9. Почему для вычисления тока часто используют простейшую двух-
точечную схему и в каких случаях она оправдана? 

10. В чем преимущество трехточечной формулы для тока и когда 
ее применяют? 

11. Запишите трехточечную центральную аппроксимацию второй 
производной и ее порядок точности. 

12. Какие формулы позволяют повысить порядок точности аппрок-
симации второй производной и как они строятся? 

13. Как выглядит пятиточечная центральная аппроксимация второй 
производной и какой ее порядок точности? 

14. Реализуйте центральную пятиточечную аппроксимацию для пер-
вой производной и оцените ее точность. 

 
 

 2.3. Явный метод численного решения 
уравнений диффузионной кинетики 

 

 
Самый простой метод моделирования уравнений в частных произ-

водных (а именно обыкновенных дифференциальных уравнений) – это 
метод Эйлера, который в данном контексте обычно называют явным ме-
тодом. У него есть множество недостатков (о которых пойдет речь 
далее), однако он обладает преимуществом простоты программирования. 
И если позволить компьютеру выполнять всю тяжелую работу, то во 
многих случаях метод может дать вполне удовлетворительные резуль-
таты. Освоив явный метод и осознав его недостатки, можно перейти к 
изучению более продвинутых методов. 

В явном методе Эйлера дифференциальное уравнение записывается 
в конечно-разностном виде путем замены первой производной на пря-
мую разность по двухточечной схеме в соответствии с формулой (85). 
В результате при наличии граничного условия y(x0) = y0 все искомые 
значения функции y(x) в узлах сетки могут быть легко вычислены по 
цепочке в явном виде. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение диффузии в одномерном 
случае в безразмерном виде: 

 
2

2
c c
T X
 
 

. (108) 

Пусть задана сетка по координате X с шагом H, представленная 
на рис. 14. 
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Рис. 14. Пространственная сетка для численного решения уравнения 
диффузии явным методом 

 
Координаты узлов сетки обозначим  

 , 0, , 1.iX iH i N    (109) 

Значения концентраций в узлах будут обозначаться ci. Крайние 
точки X = 0 и X = (N + 1)H являются граничными и имеют концентрации 
c0 и cN+1 соответственно и их значения заданы до моделирования как 
граничные условия для уравнения диффузии. Концентрации внутренних 
точек подвержены изменениям вследствие диффузии и определяются 
в процессе моделирования. 

Представим уравнение диффузии (108) в конечно-разностном виде. 
Левую часть уравнения – производную концентрации по времени – вы-
разим двухточечным приближением прямых разностей (85). Правую 
часть уравнения – вторую производную концентрации по пространствен-
ной координате X – аппроксимируем стандартной центральной трехто-
чечной схемой (105). В результате получим конечно-разностное урав-
нение для узлов сетки в следующем виде: 

  1 12
( ) ( ) 1 ( ) 2 ( ) ( ) ,i i

i i i
c T T c T c T c T c T

T H  
     


 (110) 

где ΔT – шаг по времени. 
Как видно из уравнения (110), значения концентраций в последую-

щий момент времени T + ΔT могут быть легко вычислены в явном виде 
через значения концентраций в предыдущий момент времени T. Поэтому 
при использовании явного метода Эйлера нет нужды рассматривать 
сетку по времени, как на рис. 11, в отличие от неявного метода. Для упро-
щения записи концентрации в момент времени T будем в дальнейшем 
обозначать просто ci, а концентрации в последующий момент времени 
T + ΔT как .ic  Тогда уравнение (110) предстанет в упрощенном виде: 
  1 12 ,i i i i ic c c c c        (111) 

где постоянная λ задается выражением  

 2 .T
H
   (112) 

Уравнение (111) может быть непосредственно применено во всех 
точках. В первой и последней вычисляемых точках (при i = 1 и i = N) 

X 
0 2H 3H H NH (N + 1)H … 
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выражение в правой части содержит заданные граничные условия. Так, 
для первой внутренней точки используется граничное условие c0 – зна-
чение концентрации у поверхности электрода: 
  1 1 0 1 22 .c c c c c       (113) 

Величина c0 определяется моделируемым режимом проведения элек-
трохимического эксперимента. Для последней внутренней точки исполь-
зуется граничное условие на внешней границе cN+1: 
  1 12 .N N N N Nc c c c c        (114) 

Внешняя точка cN+1 обычно приравнивается к исходному объемному 
значению и, следовательно, равна единице, поскольку концентрации при-
ведены к безразмерному виду по объемному значению (в случаях, когда 
участвует более одного диффундирующего компонента, их исходные объ-
емные значения нормируются по значению, принятому за основное). 

Вся процедура моделирования очень проста. Если известны кон-
центрации в начальный момент времени и граничная концентрация c0, 
то по формуле (111) вычисляется ряд значений концентрации в после-
дующий момент времени в точках с номерами i от 1 до N. Далее проце-
дура расчета может быть повторена для следующего момента времени.  

Особенностью явного метода Эйлера является то, что постоянная λ 
в формуле (111) должна удовлетворять неравенству 

 
21 или

2 2
HT     (115) 

для обеспечения устойчивости в целом вычислительной схемы. Поэтому 
возникают сложности с выбором параметров для вычислений: шага про-
странственной сетки H, шага времени ΔT, числа узлов пространственной 
сетки N и числа шагов по времени M.  

Для выбора этих параметров необходимо в первую очередь опреде-
лить продолжительность времени, отводимого на моделируемый экспери-
мент в безразмерном виде Tmax и в связи с этим выбрать характеристиче-
ское время процесса τ. Если моделируется простой потенциостатический 
(хроноамперометрия) или гальваностатический (хронопотенциометрия) 
эксперимент, то Tmax в большинстве случаев принимается равным 1, а ха-
рактеристическое время процесса – длительности эксперимента. В случае 
линейной вольт-амперометрии, где по условиям нормирования время 
и потенциал имеют одинаковую размерность, Tmax соответствует числу 
единиц потенциала, через которое осуществляется развертка. 

Зная Tmax, можно определить максимальное безразмерное расстоя-
ние Хmax для расчета концентрации. Это расстояние должно быть не 
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меньше расстояния, на которое распространяется диффузионное воз-
мущение с требуемой точностью за время Tmax. Выше обсуждалось, что 
Хmax может быть найдено по формуле (82). На этом расстоянии от по-
верхности электрода отклонение концентрации от объемной не должно 
превышать 0,01%. Шаг сетки H связан с числом узлов N соотношением 

 max .XH
N

  (116) 

Перед моделированием рекомендуется задать постоянную λ, число 
шагов по времени M и определить шаг времени по формуле 

 max .TT
M

   (117) 

Постоянную λ можно задавать достаточно произвольно, главное, 
чтобы она была меньше 0,5. После этого параметры H и N определя-
ются на основе уравнения (82) и условия (115): 

 

22
maxmax max max

2

6

1 36 6 .

TT X T
M N M N

N M
M N

              


    

 (118) 

Отметим, что точность определения тока зависит от H и соответ-
ственно от N. Чем меньше H и больше N, тем точнее можно рассчитать 
ток. Однако верхняя граница для N ограничивается величиной λ (115). 
В соответствии с выражением (118) для увеличения N нужно увеличи-
вать M, причем для увеличения N в 10 раз M придется увеличивать в 
100 раз, что требует в 100 раз большего вычислительного времени. По-
этому явный метод Эйлера очень неэффективен в вычислительном плане 
и его на практике используют только в учебных целях или оценочных 
расчетах при невысокой точности расчета. 

Безразмерный ток G можно рассчитать по двухточечной форму- 
ле (103), но лучше использовать трехточечную формулу (104), которая 
при незначительном увеличении сложности расчетов позволяет достиг-
нуть второго порядка точности. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. Что представляет собой явный метод Эйлера численного реше-
ния уравнения диффузии? 

2. В чем заключается главное преимущество явного метода по срав-
нению с неявными схемами и какие у него есть недостатки? 
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3. Как в явном методе аппроксимируется производная по времени 
и по пространству для одномерного уравнения диффузии? 

4. Что означает постоянная λ в конечно-разностном уравнении диф-
фузии и как она зависит от шага по времени и шага по координате? 

5. Как записывается конечно-разностное уравнение для внутренних 
узлов сетки? 

6. Каков критерий устойчивости явного метода Эйлера? 
7. Как определяется максимальное безразмерное расстояние для мо-

делирования диффузионных процессов у поверхности электрода? 
8. Как связаны между собой число узлов пространственной сетки и 

число временных рядов? 
9. Почему увеличение N в 10 раз требует увеличения M примерно 

в 100 раз? 
10. В каких случаях явный метод Эйлера применяют на практике, 

несмотря на его вычислительную неэффективность? 
11. Какая формула рекомендуется для расчета безразмерного тока G 

и почему? 
12. Изобразите расчетную сетку для численного решения уравне-

ния диффузии явным методом Эйлера. Покажите, какие узлы соответ-
ствуют граничным условиям, а какие начальным. 

 
 

 2.4. Хроноамперометрия  
 
Рассмотрим реакцию (8) в условиях предельного тока, когда задается 

большой катодный потенциал, концентрация окисленной формы Ox у по-
верхности уменьшается до нуля и в течение всего времени эксперимента 
поддерживается равной нулю. Постановка и решение задачи в аналитиче-
ском виде для этих условий рассмотрены в подразделе 1.5. Здесь рассмот-
рим решение задачи в аналитическом виде с использованием безразмерных 
переменных и сравним с численными расчетами явным методом Эйлера. 

Уравнение диффузии для окисленной формы Ox в безразмерном 
виде запишется так: 

 
2

Ox Ox
2 ,c c

T X
 
 

 (119) 

где cOx – безразмерная концентрация окисленной формы, которая зада-
ется выражением 

 Ox
Ox 0

Ox
.Cc

C
  (120) 
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Безразмерная концентрация cOx будет изменяться от 0 до 1. Безраз-
мерная длина X задается выражением (25), в котором характеристиче-
ская длина определяется в соответствии с выражением (80) как 

 Ox .D    (121) 

Безразмерное время определяется выражением (24), в котором 
характеристическое время τ может быть выбрано произвольно, но 
обычно выбирается равным длительности эксперимента. В этом 
случае максимальное безразмерное время эксперимента Tmax будет 
равно 1. 

Начальное и граничные условия для решения уравнения диффу-
зии (119) в хроноамперометрии на предельном диффузионном токе бу-
дут выглядеть так: 

 
 
 
 

Ox

Ox

Ox

0: , 0 1;
0: , 0 0;

: , 1.

T c X

X c X

X c X

 

 

  

 (122) 

Аналитическое решение уравнения диффузии в этих условиях имеет 
вид: 

  Ox , erf .
2

Xc X T
T

   
 

 (123) 

Из последнего уравнения получим безразмерный ток в виде 

  Ox

0

, 1 .
X

c X T
G

X T

 
    

 (124) 

Полученное выражение является аналогом уравнения Коттрел-
ла (45) в безразмерном виде, которое также можно получить, подставив 
безразмерный ток, характеристические концентрацию и длину в урав-
нение (27). 

Проведем теперь численное решение уравнения (119) с начальными 
и граничными условиями (122) явным методом Эйлера в системе Mathcad. 
На рис. 15 представлен фрагмент рабочего листа в системе Mathcad, где 
задаются значения параметров вычислений методом Эйлера, а также 
начальные и граничные условия (122). 

Вначале задается максимальное безразмерное время протекания 
процесса Tmax = 1, число интервалов времени для моделирования 
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M = 100 и постоянная λ = 0,3, которая должна быть меньше 0,5. Затем 
рассчитывается шаг по времени ΔT и шаг пространственной сетки H 
из формулы (112). Далее выбирается максимальное расстояние от по-
верхности электрода, на котором будет рассчитываться концентрация 
согласно соотношению (82), и вычисляется число шагов N по коорди-
нате X с округлением до большего целого числа. При этом рассчиты-
ваемые значения концентрации будут представлены в Mathcad в мат-
рице с размерностью (N + 1)×M. Последние 2 строчки на рис. 15 задают 
эту матрицу, а также граничные и начальные условия на сетке, подоб-
ной рис. 11. 

 

 
Рис. 15. Исходные данные для моделирования хроноамперометрии  

и хронопотенциометрии в Mathcad явным методом Эйлера 
 
Основная часть расчетов – численное решение уравнения диффузии 

явным методом Эйлера – оформлена в Mathcad в виде функции пользо-
вателя под именем Diff (рис. 16). Расчет значений концентрации в ря-
дах сетки (рис. 11) проводится последовательно от j = 1 до M. В каждом 
ряду сетки проводится расчет концентраций по формуле (111), где i «про-
бегает» все узлы по координате X от 1 до N. Фрагмент матрицы рассчитан-
ных концентраций приведен на рис. 16. В строках матрицы c содержатся 
концентрации на разных расстояниях от поверхности, а в столбцах – в 
разные моменты времени. По содержимому матрицы c видно, что со вре-
менем (по строкам) концентрации вблизи поверхности уменьшаются в 
результате протекания реакции, а с увеличением расстояния (по столб-
цам) концентрации увеличиваются. 

Рассчитанные профили концентраций в моменты времени Tmax и 
20% от Tmax представлены на рис. 17. 
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Рис. 16. Расчет концентраций в Mathcad явным методом Эйлера 

 

 
Рис. 17. Профили концентраций в моменты времени Tmax 

и 20% от Tmax, рассчитанные в Mathcad 
в условиях предельного диффузионного тока 

 
Для расчета тока использованы двухточечное (103) и трехточеч-

ное (104) приближения. Для сравнения приведен также расчет тока по 
формуле (124) точного аналитического решения задачи. На рис. 18 зна-
чения тока, рассчитанные в Mathcad по двухточечному приближению, 
представлены в виде вектора G1, по трехточечному – в виде вектора G2. 
Для расчета точного аналитического выражения использована функция 
GC(x). Значения тока рассчитаны в моменты времени под номерами от 
j = 1 до M, поскольку в начальный момент времени T = 0 считаем, что 
реакция еще не идет и никакого тока нет. Как можно видеть из графи-
ков, формула трехточечного приближения (104) дает более точные зна-
чения тока, чем формула двухточечного приближения. 
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Рис. 18. Безразмерный ток, рассчитанный 
по разным приближениям в Mathcad 

 
Относительные погрешности (в процентах) численного расчета тока 

по двум использованным приближениям приведены на рис. 19. Видно, 
что в начальные моменты времени оба метода дают значительно зани-
женные значения тока. Погрешность двухточечного приближения до-
стигает ~30%, а трехточечного ~10%. Далее по времени погрешность 
постепенно уменьшается до значений меньше 1%. Следует отметить, 
что двухточечное приближение на всем протяжении времени дает за-
ниженные значения тока, а трехточечное приближение после некоторого 
момента времени дает завышенные значения тока. Но во все моменты 
времени трехточечное приближение дает меньшую ошибку в расчетах, 
чем двухточечное приближение. 

На рис. 20 представлены графики относительной погрешности тока 
при разной плотности сетки.  

Точность расчета тока должна зависеть от шага H (или N). Уменьше-
ние H (увеличение N) должно приводить к повышению точности рас-
чета тока. Как видно из рис. 20, увеличение N в среднем по времени T 
снижает ошибку, но максимальная ошибка на первом временном шаге 
остается такой же (~10%). Относительная погрешность зависит от но-
мера шага по времени. 
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Рис. 19. Относительная погрешность тока, рассчитанного в Mathcad 

по разным приближениям  
 

 
Рис. 20. Относительная погрешность тока, рассчитанного в Mathcad 

по трехточечному приближению при разной плотности сетки 
 
Для перехода от безразмерных к размерным значениям концентра-

ции, времени, длины и тока используем выражения (23), (24), (25) и (27) 
соответственно. Для этого нужно задать значения характеристических 
концентрации, времени и длины. На рис. 21 приведен пересчет значений 
переменных и профиля от безразмерных единиц в размерные. Для этого 
вначале задавались значения следующих параметров: 

– число электронов z = 2; 
– постоянная Фарадея F = 96 500 Кл/моль; 
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– коэффициент диффузии окисленной формы D = 2 · 10–5 см2/с; 
– начальная (объемная) концентрация окисленной формы в растворе 

0
OxC  = 0,01 · 10–3 моль/см3; 

– длительность эксперимента τ = 10 с. 
 

 
Рис. 21. Пересчет в Mathcad безразмерных переменных 
и профиля концентраций в переменные с размерностью  

 
Далее вычислялось характеристическое время процесса по фор-

муле (80) и проводился пересчет безразмерных переменных в размер-
ные: концентрации – по формуле (23), времени – по формуле (24) и рас-
стояния от поверхности – по формуле (25). Профили концентрации 
через 2 и 10 с после включения тока (рис. 21) показывают, что через 2 с 
диффузионные возмущения концентрации окисленной формы в растворе 
за счет протекания реакции распространяются примерно на 0,04 см от 
поверхности электрода, а к моменту времени 10 с – на расстояние при-
мерно 0,08 см от поверхности электрода. 

Пересчет безразмерного тока в плотность тока с размерностью про-
веден в Mathcad (рис. 22) по формуле (27). В данном случае плотность 
тока выражается в [А/см2], поскольку коэффициент диффузии зада-
вался в [см2/с] и соответственно концентрация в [моль/см3]. 

Временные профили плотности тока на рис. 22 полностью повто-
ряют профили безразмерного тока на рис. 18 для разных приближений. 
Из рис. 21 можно конкретно определить, что за 10 с предельный диффу-
зионный ток в заданных условиях уменьшится примерно с 10 до 2 мА/см2. 
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Рис. 22. Пересчет в Mathcad безразмерного тока в плотность тока 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. При каких условиях в хроноамперометрии реализуется режим пре-
дельного диффузионного тока? 

2. Как записывается уравнение диффузии для окисленной формы в 
безразмерном виде? 

3. Что принимается за характеристическую длину и время при пе-
реходе к безразмерным переменным и как определяется Tmax? 

4. Какие начальное и граничные условия для решения уравнения 
диффузии задаются в случае протекания процесса на предельном диф-
фузионном токе? 

5. Как выглядит аналитическое решение уравнения диффузии в усло-
виях предельного тока? 

6. Как из решения для концентрации получается формула для без-
размерного тока G и в чем его связь с уравнением Коттрелла? 

7. Как в явном методе Эйлера реализуется шаг по времени и про-
странству? 

8. Чем отличаются двухточечное и трехточечное приближения для 
расчета градиента концентрации и тока у поверхности электрода? 

9. Почему увеличение числа узлов N уменьшает среднюю по вре-
мени ошибку для тока, но почти не влияет на погрешность на первом 
временном шаге? 

10. Как выполняется пересчет безразмерных переменных (концен-
трации, времени, координаты, тока) в размерные величины? 

11. Какие параметры необходимо задать для расчета размерной плот-
ности тока и как определить, в каких единицах она будет выражаться? 



63 

12. Исследуйте, как изменится точность при λ, близком к 0,5, и опи-
шите возможные артефакты в расчете. 

13. Модифицируйте постановку задачи для случая, когда поверх-
ностная концентрация окисленной формы уменьшается не мгновенно, а 
линейно во времени, и проанализируйте, как это отразится на форме тока. 

 
 

 2.5. Хронопотенциометрия  
 
Рассмотрим решение уравнения диффузии для процесса (8), проте-

кающего в гальваностатическом режиме. Решение этой задачи в анали-
тическом виде получено при использовании размерных переменных в 
подразделе 1.6, в котором отмечалось, что распределение концентраций 
окисленной и восстановленной форм может быть найдено независимо. 
Здесь рассмотрим аналитическое решение задачи в безразмерных пере-
менных для концентрации только окисленной формы. Переход к безраз-
мерным переменным и уравнение диффузии в безразмерных переменных 
будет таким же, как и для случая хроноамперометрии (см. пункт 2.3.1). 
Отличия состоят только в использовании характеристического времени. 
В качестве характеристического времени процесса в данном случае 
естественно использовать переходное время, определяемое уравнением 
Санда (54). 

Начальное и граничные условия в глубине раствора для уравнения 
диффузии в безразмерном виде (119) будут такими же, как и в методе хро-
ноамперометрии, описанном выше. Граничное условие у поверхности 
электрода при X = 0 – условие Неймана – подразумевает постоянное зна-
чение градиента концентраций. При использовании переходного времени 
процесса из уравнения Санда в качестве характеристического времени 
это граничное условие будет выглядеть особенно просто:  

 Ox
0

0 Ox
Ox

.
X

c iG
X CzFD

     


 (125) 

Подставив в это уравнение характеристическую длину по уравне-
нию (80) и выраженную из уравнения Санда плотность тока, получим 
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Таким образом, начальное и граничные условия для решения урав-
нения диффузии (119) в хронопотенциометрии при выборе переходного 
процесса будут выглядеть так: 
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 (127) 

Аналитическое решение данной задачи имеет вид 

  
2

4
Ox , 1 erfc .

2 2

X
T X Xc X T T e

T T
           

 (128) 

Концентрация у поверхности будет задаваться следующим про-
стым выражением: 

  Ox 0, 1 .c T T   (129) 

Проведем численное решение уравнения (119) с начальным и гранич-
ными условиями (127) явным методом Эйлера. В процессе расчетов фор-
мулу (111) будем использовать так же, как и в методе хроноамперометрии 
для расчета внутренних точек расчетной сетки (рис. 11). Однако по-
скольку нам дано условие Неймана, то после расчета внутренних точек во 
временном ряду необходимо рассчитать значение концентрации в самой 
первой пространственной точке при X = 0. Для этого можно использовать 
либо двухточечное приближение для безразмерного тока (103) в виде 
 0 1 ,c с GH   (130) 

либо трехточечное (104) в виде 

 1 2
0

4 2 .
3

c c GHc    (131) 

Параметры вычислений в Mathcad задаются так же, как и при мо-
делировании хроноамперометрии (рис. 15). А вот функция Diff для рас-
чета концентраций немного изменяется (рис. 23). Более того будут рас-
считаны две матрицы концентраций с2 и с3 с помощью двух функций 
Diff2 и Diff3 для расчета концентрации при X = 0 с использованием 
двухточечного и трехточечного приближений соответственно. В этих 
функциях в цикле по индексу j (номер шага времени) после расчета кон-
центраций во внутренних узлах пространственной сетки по формуле (111)  
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определяется концентрация у поверхности (при X = 0) по формуле (130) 
в функции Diff2 (двухточечное приближение) и по формуле (131) в функ-
ции Diff3 (трехточечное приближение). Функции определены с локаль-
ными параметрами концентрации с и тока G для того, чтобы их можно 
было использовать в дальнейшем для расчетов. На рис. 23 представлены 
задаваемые начальное и граничное условия (при i = N + 1), а также зна-
чение безразмерного тока G согласно формуле (127). 
 

 
Рис. 23. Функции для расчета концентраций в методе хронопотенциометрии 

 
После вызова функций Diff2 и Diff3 (рис. 24) матрицы с2 и с3 со-

держат рассчитанные на сетке концентрации с использованием двухто-
чечного и трехточечного приближений соответственно. 
 

 
Рис. 24. Профили концентраций в момент переходного времени Tmax 
и 20% от Tmax, рассчитанные в Mathcad в условиях постоянного тока 
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На графике, изображенном на рис. 24, приведены профили концен-
траций, рассчитанные с использованием трехточечного приближения к 
моменту переходного времени (T = Tmax) и к моменту времени, составля-
ющему 20% переходного времени. Видно, что профиль концентраций 
по форме похож для условий предельного диффузионного тока, когда 
концентрация у поверхности равна 0 (рис. 17). 

На рис. 25 представлены графики изменения концентрации у поверх-
ности электрода со временем, рассчитанные с использованием двухто-
чечного и трехточечного приближений для тока, а также точное аналити-
ческое решение (129). Здесь векторы c02 и c03 содержат концентрации 
у поверхности, рассчитанные по соответствующим приближениям, а 
вектор T – значения безразмерного времени в узлах сетки (рис. 11) при 
i = 0 и j, изменяющемся от 1 до М. Функция GS(x) позволяет вычислить 
теоретические концентрации у поверхности согласно уравнению (129). 
Из рис. 25 видно, что двухточечное приближение в данном случае дает 
сильно заниженные значения концентраций на всем временном диапа-
зоне и совершенно не подходит для расчетов. 
 

 
Рис. 25. Зависимости концентрации у поверхности от времени, рассчитанные  

в Mathcad с использованием разных приближений для условий постоянного тока 
 

Относительные погрешности, приведенные на рис. 26, постепенно 
увеличиваются, особенно это видно в конце, когда время приближается к 
переходному. Для двухточечного приближения погрешности достигают  
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более 50% начиная со времени ~75% от переходного. А после ~85% 
переходного времени погрешность становится более 100%. Для трехто-
чечного приближения почти во всем временном диапазоне погрешность 
составляет ~1% и только вблизи переходного времени начинает резко уве-
личиваться, достигая примерно 50% на последнем временном шаге. 

 

 
Рис. 26. Относительные погрешности расчета концентраций у поверхности  

с использованием двухточечного и трехточечного приближений 
 

Увеличив число временных интервалов в 4 раза и соответственно 
число пространственных интервалов в 2 раза, можно сместить по вре-
мени вправо границу, с которой погрешность расчетов будет резко уве-
личиваться, а также уменьшить среднюю погрешность на основном ин-
тервале времени (рис. 27). 

 

 
Рис. 27. Относительные погрешности расчета концентраций у поверхности  
с использованием трехточечного приближения при разной плотности сетки 
 
Чтобы рассчитать хронопотенциограмму обратимого процесса (8) 

с использованием безразмерных переменных, необходимо найти кон-
центрации окисленной и восстановленной форм у поверхности и под-
ставить их в уравнение Нернста, записанное в безразмерном виде (36). 
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Тогда уравнение диффузии для восстановленной формы в безразмерном 
виде запишется так: 

 
2

Red Red
2 ,c c

T X
 
 

 (132) 

где характеристическая длина будет немного другой, чем при решении 
уравнения (119) для окисленной формы:  
 Red .D    (133) 

Характеристические концентрацию и время оставим такие же, как при 
решении уравнения диффузии для окисленной формы, т. е. 0

OxC  и переход-
ное время, определяемые уравнением Санда для окисленной формы (54). 
Граничное условие Неймана при X = 0 будет иметь следующий вид: 
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Подставив в это уравнение характеристическую длину по уравне-
нию (133) и выраженную из уравнения Санда плотность тока, получим 
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 (135) 

где γ – коэффициент, который был введен ранее (выражение (69)). 
Примем для определенности и упрощения выводов, что исходная 

(объемная) концентрация восстановленной формы равна нулю. Тогда 
начальное и граничные условия для решения уравнения (132) запишутся 
в следующем виде: 
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Аналитическое решение уравнения диффузии (132) при этих усло-
виях запишется так: 
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Концентрация у поверхности будет даваться следующим выражением: 
  Red 0, .c T T   (138) 

Уравнение хронопотенциограммы обратимого процесса (8) в без-
размерном виде получим, подставив в уравнение Нернста (36) выра-
жения для концентрации у поверхности окисленной и восстановленной 
форм (129) и (138) соответственно. После подстановки и выражения 
безразмерного потенциала получим 

 1ln .Tp
T




 (139) 

Рассчитаем теперь хронопотенциограмму численно. При расчете кон-
центраций восстановленной формы будем использовать только трехто-
чечное приближение. Параметры вычислений и сетка будут такими же, 
как и раньше (рис. 15). Функция для расчета концентраций на основе 
трехточечного приближения будет использована такая же, как и при рас-
чете концентраций окисленной формы (рис. 23).  

На рис. 28 представлена процедура расчета концентрации восстанов-
ленной формы вместе с заданием начального и граничных условий (137), 
коэффициента γ и отображением рассчитанных профилей концентраций 
при T, равном Tmax и 0,2Tmax. Коэффициент γ, представляющий собой от-
ношение коэффициентов диффузии окисленной и восстановленной 
форм (136), выбран равным 0,9. Рассчитанные концентрации восстановлен-
ной формы сохранены в массиве, обозначенном c2. Из профиля концен-
траций видно, что концентрация восстановленной формы максимальная у 
поверхности и убывает до нуля с увеличением расстояния от поверхности.  

 

 
Рис. 28. Профили концентраций восстановленной формы в разные моменты 

времени, рассчитанные в Mathcad в условиях постоянного тока 
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Со временем концентрация восстановленной формы у поверхности 
увеличивается (рис. 29), как и должно быть в случае протекания реак-
ции (8) слева направо. Видно, что рассчитанные на основе трехточечного 
приближения значения концентраций практически совпадают с точ-
ными значениями, рассчитанными по уравнению (138). 

 

 
Рис. 29. Зависимости концентрации восстановленной формы у поверхности  

от времени, рассчитанные в Mathcad в условиях постоянного тока 
 
Хронопотенциограммы обратимого процесса (8) в безразмерном виде, 

рассчитанные численно и по точному аналитическому выражению (139), 
представлены на рис. 30. Видно, что численный расчет очень близок к 
точному. Заметные отличия наблюдаются только к концу временного 
диапазона (вблизи переходного времени). Для численного расчета без-
размерного потенциала использовано уравнение Нернста в безразмер-
ном виде (36). 

 

 
Рис. 30. Хронопотенциограммы обратимого процесса (8)  

в безразмерных переменных 
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Однако если посмотреть на относительные погрешности численного 
расчета (рис. 31), можно видеть, что они довольно велики и на бо́льшей 
части хронопотенциограммы составляют величины в несколько процен-
тов, а в начале, конце и середине хронопотенциограммы в окрестности 
T = 0,25Tmax наблюдаются повышенные значения погрешностей. 

 

 
Рис. 31. Относительные погрешности расчета хронопотенциограммы  

обратимого процесса при разной густоте сетки 
 
Всплески погрешностей в начале и конце хронопотенциограммы 

обусловлены стремлением концентрации окисленной формы (в конце 
хронопотенциограммы) и восстановленной формы (в начале хронопо-
тенциограммы) к нулю, в связи с чем относительная погрешность их рас-
чета стремится к бесконечности. Всплеск погрешностей вблизи T = 0,25Tmax 
обусловлен тем, что для обратимого процесса потенциал стремится к 
стандартному равновесному потенциалу системы именно при времени, 
составляющем четверть переходного времени. Безразмерный потенциал 
при этом стремится к нулю, что приводит к стремлению относительной 
погрешности к бесконечности.  

Значительно снизить погрешности и сузить интервалы всплеска по-
грешностей можно, уменьшив шаг пространственной сетки H, для чего 
нужно увеличить N (рис. 31). Увеличение N в явном методе Эйлера тре-
бует увеличения M. Причем M прямо пропорционально квадрату N (118). 
Для достижения приемлемой погрешности расчета хронопотенциограмм 
на основной части временного интервала менее 1% необходимо увеличить 
N до 100 (примерно в 3 раза), для чего придется увеличить M в 9 раз, 
т. е. почти до 1000. А это уже потребует значительного увеличения вы-
числительных ресурсов, что ощутимо будет замедлять вычисления на со-
временных персональных компьютерах. Поэтому актуальным является 
использование других численных методов расчета, в частности неявных, 
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для которых нет ограничения по величине λ, а числа временных рядов M 
и шагов пространственной сетки N не связаны формулой (118). 

Для построения хронопотенциограммы в координатах с размерными 
переменными потенциала и времени нужно задать характеристические 
концентрацию и время. На рис. 32 представлены хронопотенциограммы 
в координатах потенциал (В) – время (с).  

 

 
Рис. 32. Хронопотенциограммы обратимого процесса (8)  

в координатах потенциал (В) – время (с) 
 
Для перехода от безразмерного времени к размерному выразим ха-

рактеристическое время процесса как переходное время из уравнения 
Санда, для чего зададим значение тока 0,001 А/см2, исходную концен-
трацию окисленной формы 0,01 моль/л или 0,01 · 10–3 моль/см3 и коэф-
фициент диффузии 2 · 10–5 см2/с. Для перехода от безразмерного потен-
циала к размерному из выражения (28) зададим стандартный потенциал 
редокс-системы Fe3+/Fe2+, равный 0,771 В. Остальные обозначения фи-
зико-химических констант и абсолютной температуры – общепринятые. 
Хронопотенциограмма на рис. 32 полностью совпадает по форме с хро-
нопотенциограммой в безразмерных переменных (рис. 30), только позво-
ляет оценить переходное время процесса в реальных единицах времени (с). 

Рассмотрим далее расчет хронопотенциограммы полностью необра-
тимого процесса в безразмерных координатах. Здесь решения уравнений 
диффузии заново не потребуется. Нужно только концентрации у поверх-
ности, полученные в расчетах ранее, подставить в уравнение, связыва-
ющее ток и потенцил для необратимого процесса. В подразделе 1.6 при-
ведено выражение для хронопотенциограммы необратимого процесса  
в размерных переменных (60). Для полностью необратимого катодного 

Время, с 
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процесса (8) плотность тока определяется первым слагаемым уравне-
ния Батлера – Фольмера и выражается уравнением (59), которое в без-
размерных координатах может быть выражено следующим образом: 

 Ox .s pG K c e    (140) 
где K° – безразмерная стандартная константа скорости, которая дается 
выражениями, аналогичными (29) и (30): 

 
Ox Ox

.K k k
D D
       (141) 

Уравнение хронопотенциограммы необратимого процесса в безраз-
мерных переменных можно получить, выразив из уравнения (140) безраз-
мерный потенциал и подставив в него величину безразмерного тока (126) 
и выражение для концентрации окисленной формы у поверхности (129), 
полученное в результате аналитического решения уравнения диффузии. 
После подстановки и преобразований получим 

 
 Ox

2 11 2 1ln ln .
s K TK cp

              

 (142) 

Рассчитанные хронопотенциограммы необратимого процесса пред-
ставлены на рис. 33. Для их численного расчета взяты значения концен-
траций у поверхности, рассчитанные из трехточечного приближения 
тока. Безразмерная константа скорости принята равной 0,1, что соответ-
ствует медленной реакции, скорость которой много меньше в среднем 
скорости диффузии. 

 
Рис. 33. Хронопотенциограммы необратимого процесса (8) 

в безразмерных переменных и погрешность численного расчета 
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Как видно из рис. 33, теоретическая и рассчитанная численным ме-
тодом хронопотенциограммы почти совпадают. Погрешность на бо́льшей 
части хронопотенциограммы меньше 1%. Только вблизи переходного 
времени погрешность возрастает до 10% в связи с уменьшением кон-
центрации до нуля. 

В конце данного пункта рассчитаем хронопотенциограмму квазиоб-
ратимого процесса, для которого потенциал необходимо выразить из 
уравнения Батлера – Фольмера в безразмерном виде (37). Подставив в 
это уравнение безразмерный ток для окисленной формы (126), получим 
следующее уравнение, связывающее потенциал и время: 

  (1 )
Ox Red .

2
s p s pK c e c e      (143) 

Концентрацию окисленной и восстановленной форм у поверхности 
можно подставлять непосредственно в виде векторов c03 и с02 (рис. 30), 
полученных в результате численного решения в Mathcad уравнений 
диффузии или путем расчета концентраций по уравнениям (129) и (138) 
аналитического решения уравнений диффузии. 

К сожалению, выразить из уравнения (143) безразмерный потен-
циал p в аналитическом виде невозможно. Необходимо численное ре-
шение. Уравнение (143) относительно неизвестной p является нелиней-
ным уравнением. Для решения нелинейных уравнений в Mathcad обычно 
используют блок Given … Find. Оформим численное решение уравне-
ния (143) в Mathcad в виде программы-функции BV(COx, CRed) с аргумен-
тами COx и CRed (рис. 34), которые будут меняться для каждого времен-
ного шага сетки (см. рис. 11). Фрагмент документа Mathcad с данной 
программой-функцией под именем BV представлен на рис. 34. 

 

 
Рис. 34. Фрагмент документа Mathcad расчета безразмерных потенциалов  

из уравнения Батлера – Фольмера (143) 
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Для того чтобы процесс считался квазиобратимым, необходимо за-
дать безразмерную константу скорости близкой к 1. При расчете она 
была принята равной 1 (рис. 34). Рассчитанные для квазиобратимого про-
цесса значения безразмерных потенциалов сохранены в векторах под 
именами pqr и pqrt (рис. 34), соответствующих численно рассчитанным 
концентрациям у поверхности и точным концентрациям, рассчитанным 
по уравнениям (129) и (138). 

По рассчитанным значениям потенциалов в системе Mathcad постро-
ены хронопотенциограммы квазиобратимого процесса в безразмерных 
координатах (рис. 35) для двух способов определения концентраций у 
поверхности: численного и аналитического. На рис. 35 также представлена 
погрешность численного расчета относительно аналитического. В сред-
ней части временного диапазона (0,3–0,7) от Tmax погрешность состав-
ляет ~1%. А когда T стремится к 0 или 1, происходит резкое возраста-
ние погрешности расчета потенциала. Как уже ранее говорилось, это 
связано с тем, что при T, стремящемся к 0, концентрация восстановленной 
формы стремится к 0, а при T, стремящемся к 1, стремится к 0 концен-
трация окисленной формы. Это вызывает резкое возрастание относитель-
ной ошибки расчета концентраций. Избавиться от этих ошибок полностью 
нельзя, но можно сузить интервал всплеска ошибок, увеличивая число 
шагов пространственной сектки, что, к сожалению, требует квадратич-
ного увеличения числа временных рядов в явном методе Эйлера. 

 

 
Рис. 35. Хронопотенциограммы квазиобратимого процесса в безразмерных 

переменных и погрешность численного расчета 
 
В заключение сравним рассчитанные хронопотенциограммы обра-

тимого, необратимого и квазиобратимого процессов (рис. 36). 
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Рис. 36. Сравнение хронопотенциограмм обратимого,  

необратимого и квазиобратимого процессов 
 
Видно, что при переходе от обратимого процесса к необратимому 

перенапряжение процесса значительно увеличивается. Хронопотенцио-
грамма смещается в данном случае в катодную сторону более чем 
на 5 безразмерных единиц потенциала, что соответствует, согласно урав-
нению (28), примерно 1,3 В. Хронопотенциограмма квазиобратимого 
процесса лежит между хронопотенциограммами обратимого и необра-
тимого процессов. Различие между квазиобратимым и необратимым 
процессами определяется величиной безразмерной стандартной кон-
станты скорости K°. Когда она близка к 1, процесс можно считать ква-
зиобратимым, когда она менее 0,1, процесс становится практически необ-
ратимым, а когда она увеличивается до 10 и более, процесс становится 
практически обратимым.  

Уравнение (143) является универсальным и может использоваться 
для расчета хронопотенциограмм любого процесса в зависимости от 
величины K°. Но его использование требует численного решения нели-
нейного уравнения для вычисления потенциала. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. В чем заключается суть метода хронопотенциометрии и чем он 
отличается от хроноамперометрии? 

2. Почему в качестве характеристического времени в хронопотен-
циометрии выбирают переходное время по уравнению Санда? 

3. Какие начальные и граничные условия применяются для реше-
ния диффузии в безразмерной форме в условиях постоянного тока? 

4. В чем принципиальное отличие граничных условий при X = 0 для 
хроноамперометрии и хронопотенциометрии? 

5. Запишите аналитическое решение безразмерного уравнения диф-
фузии для окисленной формы в условиях хронопотенциометрии. 
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6. Какое выражение в безразмерных переменных описывает изме-
нение концентрации у поверхности электрода с течением времени при 
постоянном токе? 

7. Как рассчитывается концентрация восстановленной формы у по-
верхности электрода в обратимом процессе при нулевой начальной кон-
центрации этой формы? 

8. Какое уравнение используется для расчета потенциала обратимого 
процесса? 

9. Почему всплески относительных погрешностей расчета возни-
кают в начале, конце и вблизи четверти переходного времени? 

10. Как реализуется явный метод Эйлера при наличии граничного 
условия Неймана в точке X = 0? 

11. Почему трехточечное приближение для тока дает существенно 
меньшую погрешность, чем двухточечное, при расчете концентрации у 
поверхности? 

12. Как изменение плотности расчетной сетки влияет на величину 
и погрешности расчета потенциала? 

13. Почему в явном методе Эйлера увеличение N требует квадратич-
ного роста M? 

14. Как уравнение Батлера – Фольмера модифицируется для пол-
ностью необратимого процесса в безразмерной форме? 

15. Запишите уравнение хронопотенциограммы необратимого про-
цесса в безразмерном виде. 

16. Как изменяются хронопотенциограммы при переходе от обра-
тимого процесса к необратимому? 

17. Почему для квазиобратимого процесса (К° ≈ 1) безразмерный 
потенциал нельзя выразить аналитически? 

18. Предложите модификацию постановки задачи для учета началь-
ной ненулевой концентрации восстановленной формы и оцените, как 
это повлияет на хронопотенциограмму. 

 
 

 2.6. Линейная вольтамперометрия  

 
Метод линейной вольтампрометрии детально был разобран в подраз-

деле 1.7. Было показано, что для расчета линейной вольтамперограммы 
или зависимости тока от времени в условиях линейного изменения по-
тенциа процесса (8) необходимо решить систему дифференциальных урав-
нений диффузии (62) с начальными и граничными условиями (63)–(65). 
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Эта задача не имеет аналитического решения. Но в численном виде ее, 
конечно, можно решить. В отличие от хронопотенциометрии в методе 
линейной вольтамперометрии уравнения диффузии не могут быть ре-
шены независимо, поскольку одно из граничных условий представляет 
собой равенство потоков окисленной и восстановленной формы у по-
верхности, что предполагает взаимосвязь концентраций этих форм в 
приповерхностных узлах сетки (рис. 11). 

Рассмотрим систему уравнений диффузии (62) в безразмерном виде: 

 

2
Ox Ox

2

2
Red Red

2

,

.

c c
T X

c c
T X

   

    

 (144) 

В качестве характеристической концентрации возьмем концентра-
цию окисленной формы в объеме раствора. Характеристическую длину 
придется выбрать разной для окисленной и восстановленной формы, 
чтобы уравнения диффузии имели вид (144). Получим  

 Ox Ox Red Redи .D D       (145) 

При переходе от безразмерной координаты X к размерной придется 
использовать разные значения в зависимости от того, о каком веществе 
будет идти речь. 

Важнейшим параметром в моделировании линейной вольтампро-
метрии является характеристическое время, которое выбирают следу-
ющим образом. Вначале нужно представить линейный закон изменения 
потенциала электрода (61) в безразмерном виде: 
 1 ,p p at   (146) 

где а – скорость изменения безразмерного потенциала, с–1.  
Она связана со скоростью развертки потенциала выражением 

 .zFa
RT

   (147) 

Величина, обратная a, имеет размерность времени и принимается 
в качестве характеристического времени процесса: 

 1.a   (148) 
Это время, за которое потенциал проходит единицу безразмерного 

потенциала. При таком выборе характеристического времени линейный 
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закон изменения потенциала в безразмерном виде будет выглядеть осо-
бенно просто: 
 1 .p p T   (149) 

Запишем теперь начальное и граничные условия (63)–(65) в безраз-
мерном виде: 

– начальное условие: 
 Ox Red0: ( , 0) 1 и ( , 0) 0, 0;T c X c X X     (150) 

– граничные условия: 
 Ox Red: ( , ) 1 и ( , ) 0, 0;X x T c T T       (151) 

 Ox Red

0 0

( , ) 1 ( , )0: .
X X

c X T c X TX
X X 

              
 (152) 

Граничное условие при X = 0 должно быть дополнено еще одним 
условием, которое определяется характером процесса. Для обратимого 
процесса это условие имеет вид уравнения Нернста: 

  
 

Ox

Red

0,
.

0,
pс T

e
c T

  (153) 

Для квазиобратимого – уравнение Батлера – Фольмера: 

     (1 )Ox
Ox Red
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 (154) 

Безразмерный ток будем определять выражением 

 Ox

0

( , ) .
X

c X TG
x 

    
 (155) 

Переход от безразмерного тока к плотности тока с определенной 
размерностью будет проводиться по формуле 

 
0
Ox

Ox
Ox

.Ci zFD G


 (156) 

Поскольку аналитического решения задачи не существует, будем 
проводить расчет численно. Используем для этого явный метод Эйлера 
и двухточечное или трехточечное приближение для безразмерного тока. 
Рассмотрим вначале случай обратимого процесса. 

Зададим начальное значение потенциала в безразмерном виде p1. 
Поскольку при z = 1 единица безразмерного потенциала соответствует 
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примерно 25 мВ, зададим начальное значение потенциала отстоящим 
от равновесного на 250 мВ или на 10 безразмерных единиц. Развертка 
потенциала идет в катодную сторону, т. е. он уменьшается. Поэтому 
начальное значение безразмерного потенциала примем равным 10.  

Далее необходимо определить Tmax. Будем моделировать только один 
скан потенциала вблизи равновесного потенциала процесса. Согласно 
уравнению (149), единица безразмерного времени равна единице без-
размерного потенциала. Просканируем потенциал на 250 мВ катоднее 
равновесного, т. е. Tmax можно принять равным 20. 

После выбора Tmax процедура расчета будет примерно такой же, как 
и для хронопотенциометрии и хроноамперометрии (рис. 37): задаем число 
временных шагов M и параметр λ; рассчитываем временной шаг ΔT, 
максимальное безразмерное расстояние Xmax, на которое распространя-
ется диффузионное возмущение, по формуле (82) и шаг пространствен-
ной сетки H из соотношения (112); находим число узлов пространствен-
ной сетки N с округлением в большую сторону; задаем начальные и 
граничные условия типа Дирихле (150) и (151) в первых столбцах и по-
следних строках матриц концентраций окисленной cOx и восстановлен-
ной cRed форм, определяемых ранжируемыми переменными i и j. 

 

 
Рис. 37. Фрагмент документа Mathcad задания начальных параметров  

для моделирования линейной вольтамперограммы 
 
Далее (рис. 38) для расчета концентраций определяется функция 

под именем Diff_r2. Концентрации во внутренних узлах сетки (рис. 11) 
рассчитываются по явной формуле прямого метода Эйлера (111) на каж-
дом временном шаге. Концентрации окисленной и восстановленной 
форм у поверхности при X = 0 рассчитываются в соответствии с гра-
ничными условиями (152) и (153), для чего нужно на каждом времен-
ном шаге после вычисления концентраций во внутренних точках ре-
шить систему двух уравнений с двумя неизвестными концентрациями 
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у поверхности. Производные в условии (152) будем представлять в ко-
нечно-разностном виде по двухточечной схеме. Получим следующую 
систему уравнений: 
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Решение системы относительно неизвестных концентраций окис-
ленной и восстановленной форм у поверхности имеет следующий вид: 
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 (158) 

 

 
Рис. 38. Функция для расчета концентраций обратимого процесса в методе 

линейной вольтамперометрии 
 

В функции на рис. 38 в цикле по индексу j (номер шага времени) по-
сле расчета концентраций (формула 111)) во внутренних узлах простран-
ственной сетки рассчитываются концентрации у поверхности (при X = 0) 
по формулам (158). В программе также используется переменная 
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безразмерного потенциала p, которая связана со временем линейным 
законом (149). На каждом временном шаге она уменьшается на ΔT и 
используется для расчета концентраций у поверхности по уравнению 
Нернста (153). Использование трехточечного приближения производ-
ных в условии (152) не дает увеличения точности вычислений. 

На рис. 39 представлены профили концентраций окисленной и восста-
новленной форм к моменту времени 70% от Tmax. Видно, что у повехности 
концентрация окисленной формы уменьшилась почти до 0, а восстанов-
ленной увеличилась до ~0,9. Ме́ньшая скорость накопления восстановлен-
ной формы у поверхности объясняется выбранным коэффициентом γ (69), 
равным 0,9 (рис. 37). Коэффициент диффузии восстановленной формы 
больше, чем окисленной, значит она быстрее диффундирует вглубь рас-
твора, а поэтому скорость ее накопления у поверхности меньше. 

 

 
Рис. 39. Профили концентраций окисленной и восстановленной форм 

в условиях линейной вольтамперометрии 
 
Далее (рис. 40) был рассчитан безразмерный ток как градиент кон-

центрации окисленной формы у поверхности (155) с использованием 
формул для двухточечного (103) и трехточечного (104) приближений, 
безразмерный потенциал в виде соответствующих векторов в Mathcad 
и построены графики поляризационных кривых в безразмерных коор-
динатах G–p. Форма графиков совпадает с типичной формой кривой 
для обратимого процесса, представленной в литературе (рис. 10). Наибо-
лее точные расчеты [25] показывают, что безразмерный ток в макси-
муме кривой должен составлять величину 0,4463. Рассчитанный нами 
ток в максимуме для трехточечного приближения G2 составляет 0,4339. 
Для двухточечного приближения G1 ток еще меньше (рис. 40). 
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Рис. 40. Рассчитанные вольтамперограммы обратимого процесса  

в безразмерных координатах 

Таким образом использование двухточечного приближения для рас-
чета тока дает неудовлетворительные результаты и при расчете тока 
следует использовать трехточечное приближение. Аналогичные резуль-
таты были получены при моделировании хронопотенциометрии (рис. 25). 
Интересно, что замена двухточечного приближения трехточечным для 
производных в граничном условии (152) равенства потоков окисленной 
и восстановленной форм при расчете концентраций в функции Diff_r2 
(рис. 38) не дает никакого повышения точности расчета вольтамперо-
грамм. Ток в максимуме все равно оказывается равным 0,4339. 

Увеличение числа шагов пространственной сетки позволяет повы-
сить точность расчета (рис. 41). 

 
Рис. 41. Рассчитанные вольтамперограммы в безразмерных координатах  

при разной густоте сетки 
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При увеличении числа шагов пространственной сетки в 3 раза (с 33 
до 99) ток в максимуме поляризационной кривой увеличился до 0,4459, 
что уже значительно ближе к результатам Николсона и Шейна [25]. Од-
нако это потребовало увеличения числа временных шагов почти до 
1000 (рис. 41). В итоге число узлов, в которых требуется рассчитывать 
концентрации, увеличилось с 3300 до почти 90 000, т. е. в 30 раз. 

Рассчитаем теперь вольтамперограмму квазиобратимого процесса. 
В этом случае граничное условие (153) заменяется на (154). В схеме 
расчетов в Mathcad это потребует изменить программу-функцию рас-
чета концентраций (рис. 38) и ввести безразмерную константу скорости 
процесса и коэффициент переноса. Измененная программа функция 
представлена на рис 42. 

 

 
Рис. 42. Функция для расчета концентраций квазиобратимого процесса  

в методе линейной вольтамперометрии 
 
Теперь для расчета концентраций у поверхности на каждом времен-

ном шаге необходимо решить систему уравнений, аналогичную (157), 
в которой второе уравнение будет изменено в соответствии с уравне-
нием (154). Производные в граничных условиях, как и ранее, будем за-
менять двухточечным приближением, поскольку трехточечное не при-
водит к повышению точности расчетов. Получим следующую систему 
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уравнений для граничных узловых точек концентраций окисленной и 
восстановленной форм:  
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Решение этой системы относительно неизвестных концентраций окис-
ленной и восстановленной форм у поверхности имеет следующий вид: 
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Эти уравнения использованы при расчете концентраций у поверх-
ности в программе-функции Diff_qr (рис. 42). 

Рассчитанные далее вольтамперограммы для разных значений K° 
представлены на рис. 43. 

 

 
Рис. 43. Рассчитанные вольтамперограммы обратимого и квазиобратимых 

процессов в безразмерных координатах 
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Пики на вольтамперограммах квазиобратимого процесса смещены 
относительно обратимого вправо (в катодную область) и имеют меньшую 
величину. Чем меньше константа равновесия процесса, тем больше смеще-
ние пика вправо и меньше величина пика. Оценить погрешность расчетов 
в данном случае затруднительно, поскольку теоретических аналитиче-
ских выражений для расчета концентраций, как в методах хронопотен-
циометрии и хроноамперометрии, нет. Нужно только искать подобные 
расчеты в специализированной литературе. 

Таким образом, численное моделирование позволяет рассчитать от-
клик любой электрохимической системы в любых режимах (гальвано-
статическом, потенциостатическом и потенциодинамическом) путем чис-
ленного решения дифференциальных уравнений диффузии. Использование 
безразмерных переменных позволяет выявить и уяснить важнейшие 
особенности как режима проведения электрохимического процесса, так 
и его кинетики. 

 
Контрольные вопросы и задания 

1. Какие уравнения диффузии (в безразмерной форме) описывают 
перенос окисленной и восстановленной форм в линейной вольтамперо-
метрии? 

2. Почему для окисленной и восстановленной форм выбираются 
разные характеристики длины и как это отражается на переходе к раз-
мерным координатам? 

3. Что представляет собой характеристическое время в методе ли-
нейной вольтамперометрии и как оно связано со скоростью развертки 
потенциала? 

4. Какие начальные и граничные условия задаются в безразмерном 
виде для окисленной и восстановленной форм в методе линейной вольт-
амперометрии? 

5. В чем состоит принципиальное отличие граничных условий для 
обратимого и квазиобратимого процессов? 

6. Как определяется безразмерный ток G и как он переводится в 
размерную плотность тока? 

7. В чем состоит алгоритм явного метода Эйлера для данной задачи 
и какие параметры вычислений необходимо выбрать перед расчетом? 

8. Почему в линейной вольтамперометрии нельзя провести решение 
уравнений диффузии для окисленной и восстановленной форм независимо? 

9. Как составляется система уравнений для расчета концентраций 
у поверхности в обратимом процессе и как выглядит ее решение? 
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10. Почему для вычисления тока предпочтительнее трехточечное 
приближение, а не двухточечное? 

11. Как изменение густоты сетки влияет на точность и вычислитель-
ные затраты? 

12. Какие тенденции наблюдаются в изменении положения и вели-
чины пиков на вольтамперограммах при уменьшении K° в квазиобра-
тимом процессе? 

13. Что изменится в постановке задачи для решения уравнений диф-
фузии для случая анодной развертки потенциала в обратимом процессе? 

14. Как будет выглядеть система уравнений для нахождения концен-
траций окисленной и восстановленной форм у поверхности при исполь-
зовании трехточечного приближения для градиентов концентраций? 

15. Рассчитайте вольтамперограмму квазиобратимого процесса при 
K° = 10 и сравните ее с вольтамперограммой обратимого процесса. 

16. Оцените, дает ли замена двухточечного приближения градиен-
тов концентраций в граничном условии равенства потоков на трехто-
чечное прирост точности расчета вольтамперограмм. 

17. Предложите модификацию для моделирования вольтамперо-
граммы необратимого процесса, указав изменение граничных условий 
и алгоритма.  
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 ПРИЛОЖЕНИЕ  
 
 

Интерфейс пользователя системы Mathcad. Под интерфейсом 
пользователя подразумевается совокупность средств графической обо-
лочки Mathcad, обеспечивающих легкое управление системой как с кла-
вишного пульта, так и с помощью мыши. Под управлением понимается 
и просто набор необходимых символов, формул, текстовых коммента-
риев и т. д., и возможность полной подготовки в среде Mathcad доку-
ментов (Work Sheets) и электронных книг с последующим их запуском 
в реальном времени. Пользовательский интерфейс системы создан так, 
что пользователь, имеющий элементарные навыки работы с Windows-
приложениями, может сразу начать работу с Mathcad. Ниже представ-
лено описание интерфейса 15-й версии системы, которое в основном 
применимо и к 14-й версии. 

Вторая строка окна системы – главное меню. Оно включает в себя 
следующие блоки команд:  

File (Файл) – работа с файлами, сетью Интернет и электронной почтой 
(ниспадающее меню содержит команды, стандартные для Windows-при-
ложений); 

Edit (Правка) – редактирование документов (ниспадающее меню 
также содержит команды, стандартные для Windows-приложений; боль-
шинство из них доступны только в случае, если в документе выделены 
одна или несколько областей (текст, формула, график и т. д.)); 

View (Вид) – изменение средств обзора; 
Insert (Вставка) – команды этого меню позволяют помещать в 

Mathcad-документ графики, функции, гиперссылки, компоненты и встра-
ивать объекты; 

Format (Формат) – изменение формата объектов; 
Tools (Инструменты) – команды этого меню позволяют настраи-

вать систему и управлять процессом вычислений; 
Symbolics (Символьные операции) – выбор операций символьного 

процессора; 
Window (Окно) – управление окнами системы; 
Help (Справка) – работа со справочной базой данных о системе. 
Описание некоторых команд приведено ниже. 
Меню View (Вид) включает в себя следующие команды: 
Toolbars (Панели инструментов) – позволяет отображать или скры-

вать панели инструментов Standart (Стандартная), Formatting (Фор-
матирование), Math (Математика) и др.; 
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Status bar (Строка состояния) – включение или отключение отоб-
ражения строки состояния системы; 

Ruler (Линейка) – включение-отключение линейки; 
Regions (Регионы) – делает видимыми границы областей (текстовых, 

графических, формул); 
Zoom (Масштаб) – изменение масштаба отображения; 
Refresh (Обновить Ctrl + R) – обновление содержимого экрана; 
Headers/Footers (Колонтитулы) – создание и редактирование ко-

лонтитулов. 
В состав команд меню Insert (Вставка) входят: 
Grafs (График) – содержит команды вставки в документ различных 

типов двухмерных и трехмерных графиков; 
Matrix (Матрица) – открывает диалог для создания вектора или мат-

рицы: если курсор находится на каком-то элементе в существующей 
матрице, то после текущего элемента в нее добавляются строки и столбцы; 

Function (Функция) – открывает диалог для вставки встроенных в 
Mathcad функций с их подробным описанием; 

Data (Данные) – содержит команды для загрузки File Input (Ввод из 
файла) в Mathcad данных из файла либо для сохранения File Output (Вы-
вод в файл) каких-то (обычно численных) данных из системы Mathcad 
в файл на диске. 

Меню Format (Формат) включает следующие команды: 
Equation (Уравнение) – форматирование формул и создание соб-

ственных стилей для представления данных; 
Result (Результат) – позволяет задать формат представления резуль-

татов вычислений; 
Text (Текст) – форматирование текстового фрагмента; 
Paragraf (Абзац) – изменение формата текущего абзаца; 
Tabs (Табуляция) – задание позиций маркеров табуляции; 
Style (Стиль) – оформление текстовых абзацев; 
Separate regions (Разделить регионы) – позволяет раздвигать пере-

крывающиеся области; 
Align regions (Выровнять области) – выравнивает выделенные об-

ласти по горизонтали или по вертикали; 
Repaganite Now (Перенумерация страниц) – производит разбивку 

текущего документа на страницы; 
Properties (Свойства) – вкладка Display (Отображение) позволяет 

задать цвет фона для наиболее важных текстовых и графических обла-
стей; вставленный в документ рисунок позволяет заключить в рамку, 
вернуть ему первоначальный размер; вкладка Calculation (Вычисление) 
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дает возможность для выделенной формулы включить и отключить вы-
числение; в последнем случае в правом верхнем углу области формулы 
появляется маленький черный прямоугольник, и формула превраща-
ется в комментарий. 

Команды меню Tools (Инструменты): 
Calculate (Вычислить) – управление процессом вычислений; в 

Mathcad существует два режима вычислений: автоматический и ручной; 
в автоматическом режиме результаты вычислений полностью обновля-
ются при каком-либо изменении в формуле; переключение режимов 
осуществляется в пункте меню Automatic Calculation (Автоматический 
расчет); Calculate Now (Вычислить сейчас) – позволяет пересчитать 
видимую часть экрана; Calculate Worksheet (Пересчитать документ) – 
пересчет всего документа целиком; 

Optimization (Оптимизировать) – при помощи этой команды можно 
заставить Mathcad перед численной оценкой выражения произвести 
символьные вычисления и при нахождении более компактной формы 
выражения использовать именно ее; если выражение удалось оптими-
зировать, то справа от него появляется значок звездочки красного цвета; 
двойной щелчок по ней открывает окно, в котором находится оптими-
зированный результат; 

Worksheet Options (Параметры документа) – позволяет задавать 
параметры вычислений; 

Animate (Анимация) – команды, позволяющие создать Record (За-
пись) анимацию или воспроизвести Playback (Воспроизведение) из файла 
с расширением AVI; 

Preferences (Параметры) – дает возможность задать некоторые не 
влияющие на вычисления параметры интерфейса и работы программы. 

Каждая позиция главного меню может быть сделана активной. 
Для этого достаточно указать на нее курсором – стрелкой мыши и нажать 
ее левую клавишу. Можно также нажать клавишу F10 и использовать 
клавиши перемещения вправо и влево. Затем выбор фиксируется нажа-
тием клавиши ввода Enter. Если какая-либо позиция главного меню дела-
ется активной, она выводит ниспадающее подменю со списком доступных 
и недоступных (но возможных в дальнейшем) операций. Перемещение 
по списку подменю и выбор нужной операции производится аналогично 
тому, как это описано для главного меню. 

Для удобства работы с системой предусмотрены различные панели 
инструментов, на которых имеются кнопки для выполнения каких-либо 
действий и для вставки в документ различных математических операций 
или данных. Включить или скрыть панели инструментов можно через 
меню View (Вид) → Toolbars (Панели инструментов). 
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Стандартная панель инструментов. Третью строку окна системы 
занимает панель инструментов (Toolbox). Она содержит несколько групп 
кнопок управления с пиктограммами, каждая из которых дублирует одну 
из важнейших операций главного меню. Стоит только остановить кур-
сор мыши на любой из этих пиктограмм, как в желтом окошечке по-
явится текст, объясняющий функции пиктограмм. Рассмотрим действие 
кнопок быстрого управления системой. 

Кнопки операций с файлами. Документы системы MathCAD яв-
ляются файлами, т. е. имеющими имена блоками хранения информации 
на магнитных дисках. Файлы можно создавать, загружать (открывать), 
записывать и распечатывать на принтере. Возможные операции с файлами 
представлены на панели инструментов первой группой из трех кнопок: 

New Worksheet (Создать) – создание нового документа с очисткой 
окна редактирования; 

Open Worksheet (Открыть) – загрузка раннее созданного документа 
из диалогового окна; 

Save Worksheet (Cохранить) – запись текущего документа с его именем. 
Печать и контроль документов: 
Print Worksheet (Печать) – распечатка документа на принтере; 
Print Preview (Просмотр) – предварительный просмотр документа; 
Check Speling (Проверка) – проверка орфографии документа. 
Кнопки операций редактирования. Документы во время их под-

готовки приходится редактировать, т. е. видоизменять и дополнять. 
Cut (Вырезать) – перенос выделенной части документа в буфер об-

мена с очисткой этой части документа; 
Copy (Копировать) – копирование выделенной части документа в 

буфер обмена с сохранением выделенной части документа; 
Paste (Вставить) – перенос содержимого буфера обмена в окно ре-

дактирования на место, указанное курсором мыши; 
Undo (Отменить) – отмена предшествующей операции редактиро-

вания. 
Три последние операции связаны с применением буфера обмена. 

Он предназначен для временного хранения данных и их переноса из 
одной части документа в другую либо для организации обмена дан-
ными между различными приложениями. 

Кнопки размещения блоков. Документы состоят из различных бло-
ков: текстовых, формульных, графических и т. д. Блоки просматриваются 
системой, интерпретируются и исполняются. Просмотр идет справа 
налево и снизу вверх. 

Align Across (Выровнять по горизонтали) – блоки выравниваются 
по горизонтали; 
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Align Down (Выровнять вниз) – блоки выравниваются по вертикали 
сверху вниз. 

Пиктограммы этих кнопок изображают блоки и указанные вари-
анты их размещения. 

Кнопки операций с выражениями. Формульные блоки часто яв-
ляются вычисляемыми выражениями или выражениями, входящими в 
состав заданных пользователем новых функций. Для работы с выраже-
ниями служат пиктограммы. 

Следующие группы кнопок являются специфичными именно для 
системы MathCAD: 

Insert Function (Вставить функции) – вставка функции из списка, 
появляющегося в диалоговом окне; 

Insert Unit (Вставить единицы) – вставка единиц измерения; 
Calculate (Пересчитать) – вычисление выделенного выражения. 
Доступ к новым возможностям Mathcad. Начиная с версии 

MathCAD 7.0 появились новые кнопки, дающие доступ к новым воз-
можностям системы: 

Insert Giperlink (Включение гиперссылки) – обеспечивает создание 
гиперссылки; 

Component Wizard (Мастер компонентов) – открывает окно Мастера, 
дающего удобный доступ ко всем компонентам системы; 

Ran Math Connex (Запуск системы Math Connex) – запускает си-
стему для стимулирования блочно-заданных устройств. 

Кнопки управления ресурсами: 
Resource Center (Центр ресурсов) – дает доступ к центру ре-

сурсов; 
Help (Справка) – дает доступ к ресурсам справочной базы данных 

системы. 
Панель форматирования. Четвертая строка верхней части экрана 

содержит типовые средства управления шрифтами: 
Style – переключатель выбора стилей; 
Font – переключатель набора символов; 
Point Size – переключатель выбора размеров символов; 
Bold – установка жирных символов; 
Italik – установка наклонных символов; 
Underline – установка подчеркнутых символов; 
Left Align – установка левостороннего выравнивания; 
Center Align – установка выравнивания по центру; 
Right Align – установка правостороннего выравнивания. 
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До тех пор, пока не начат набор элементов документа, часть описан-
ных кнопок и иных объектов пользовательского интерфейса находится 
в пассивном состоянии. В частности, в окнах переключателей панели 
форматирования нет надписей. Пиктограммы и переключатели становятся 
активными, как только появляется необходимость в их использовании. 

Внизу экрана кроме полосы горизонтальной прокрутки располо-
жена еще одна строка – строка состояния. В ней выводится служебная 
информация, краткие комментарии, номер страницы и др. Эта инфор-
мация полезна для оперативной оценки состояния системы в ходе ра-
боты с ней. 

Наборные математические панели инструментов. Для ввода ма-
тематических знаков в Mathcad используются удобные перемещаемые 
наборные панели со знаками. Они служат для вывода заготовок – шаб-
лонов математических знаков (цифр, знаков арифметических опера-
ций, матриц, знаков интегралов, производных и т. д.). Для вывода па-
нели Math необходимо выполнить команду View → Toolbar → Math. 
Наборные панели появляются в окне редактирования документов при 
активизации соответствующих пиктограмм – первая линия пиктограмм 
управления системой. Используя общую наборную панель, можно вы-
вести или все панели сразу или только те, которые нужны для работы. 
Для установки с их помощью необходимого шаблона достаточно поме-
стить курсор в желаемое место окна редактирования (красный крестик 
на цветном дисплее) и затем активизировать пиктограмму нужного 
шаблона, установив на него курсор мыши и нажав ее левую клавишу. 

Многие функции и операции, которые вставляются в документ с 
помощью наборных математических панелей, могут быть помещены в 
него при использовании «быстрых клавиш». При этом работа в системе 
Mathcad становится более продуктивной. Рекомендуем запомнить со-
четания клавиш хотя бы для некоторых наиболее часто употребляемых 
команд (таблица). 

 
«Быстрые клавиши» в системе MathCAD 

Команда «Быстрые клавиши» Пример в Mathcad 

Присвоение значения [Shift] + [:]  
(рядом с правой Shift) A   

Булево равенство [Ctrl] + [=]  
Нижний индекс [[] 
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Окончание таблицы 

Команда «Быстрые клавиши» Пример в Mathcad 

Возведение в степень [Shift] + [6] 
 

Корень квадратный [\] 
 

Задать диапазон дискретной 
величины [;]   

Вставка региона текста [Shift] + [“] 
 

Вставка матрицы [Ctrl] + [M] 

 
Транспонирование матрицы [Ctrl] + [1] T

 
Вычисление результата [=]   
Векторное произведение [Ctrl] + [8]   
Скалярное произведение [Shift] + [* ] 
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