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ВЛИЯНИЕ СООТНОШЕНИЯ НАЧАЛЬНЫХ УГЛОВОЙ 
И ЛИНЕЙНОЙ СКОРОСТЕЙ НА ДВИЖЕНИЕ КОЛЬЦА 

ПО ШЕРОХОВАТОЙ ПОВЕРХНОСТИ
При исследовании движения диска по шероховатой плоскости 

было замечено, что его вращательное и поступательное движение 
прекращается одновременно [1, 2]. Возникает вопрос, сохранится ли 
эта особенность и при движении кольца.

Рассмотрим тонкое однородное кольцо радиуса R. На каждый 
элементарный участок кольца действует элементарная сила трения 
dF = ( fG  / 2n)d(p, г д е / — коэффициент трения кольца о горизонталь­
ную поверхность, G -  вес кольца, ср — угол, определяющий поворот 
кольца и отсчитываемый против хода часовой стрелки от прямой, 
перпендикулярной начальной скорости и0 центра масс кольца С 
(ось у). Направление элементарной силы трения противоположно ско­
рости соответствующей точки кольца или, другими словами, перпен­
дикулярно мгновенному радиусу, соединяющему эту точку и мгно­
венный центр скоростей (МЦС).

Учитывая, что проекции элементарных сил трения на направле­
ние, перпендикулярное начальной скорости центра масс кольца (ось х) 
для элементов кольца с одинаковыми по величине, но противополож­
ными по знаку углами ф также одинаковы и противоположны по зна­
ку, суммарная сила в проекции на ось у  равна нулю и центр масс дол­
жен двигаться прямолинейно вдоль его начальной скорости, т. е. = 0.

В проекции на ось ОХ  для элементарной силы трения получим

dFx = - d F  c o s y  = - ( f G /2 п )  cos у d y ,  m

где ф угол между направлением действия элементарной силы трения 
и осью ОХ, определяемый по формуле

COS\)/ :

I

b - R c o s q

R z +bz -2 R b
(2)

СОБф

b = vc /®- расстояние от МЦС до центра кольца.
Проинтегрируем выражение для Fx по углу ф, учитывая, что 

распределение сил трения симметрично относительно диаметра коль­
ца, параллельного оси у. Поэтому интегрирование выполняем по по­
ловине кольца и результат удваиваем:
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fG nr b - R c o s y  ------Д = ]  P .S  , (1)
X 71 0 ^ T b ^ 2 R b ^ >  W l  + P2 oVl-Ycoscp

где.р = 6 /Л , y = 2(3/(l + |32).
Элементарный момент сил трения относительно МЦС Р запи­

шется в следующем виде

dMp = (fGR/2n)yj\  + р2 yjl -ycoscpo'tp. (4)

Проинтегрировав записанное выше выражение по углу ф, получим.

М р = / ^ 1  + (32 І^ І-у со зф ^ ф . (5)
Л о

Интеграл, который входит в состав этого выражения
71 ________

7i(y) = ~  J>/l--YC0Sф<г/ер, (6)
л 0

где 0 < у < 1, вычислить аналитически не представляется возможным. 
Поэтому воспользуемся его разложением в ряд ПО С08ф и последую­
щим интегрированием, сохраняя первые 5 членов.

(7)
/1 (Y)^  ̂-  i y  - 1  У2 -  ̂ У 3 -  т ій  у4 —2 ' 8 ' 16 ' 128' 256'

Таким образом, выражение для момента сил трения запишем в виде:

M p = f i n gR ^ m .  (8)

Для вычисления силы трения согласно соотношению (2) введем 
соответствующие интегралы

h =  - 4 , .  1 — Лф.
coscp

710 л/l-ycoscp Л о^І-усоэф
*7ф, (9)

И вновь Прибегнем к разложениям в ряд ПО С08ф

Подставив (9) в выражение (3), получим

Fx ^ - ‘/ ^ ( р / 2(у)-^з(У ))/ лД + Р‘ • ( 10)
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Так как линия действия равнодействующей элементарных сил 
трения не будет проходить через центр масс, то момент сил трения 
относительно центра масс можно записать в виде: M q =  М р  + Fx ■ СР 
где CP = b . После преобразований, получим

Мс = -д /и р 2 ЭЛ (г) -  ХфТ'г (7) -  /3 (у)) ( П )

Чтобы исключить из конечных выражений коэффициент трения 
/  и ускорение свободного падения g, введем безразмерные скорость 
U = VC/VC0, угловую скорость Q = (J)R/VC0 и время т = ( fg /VC0)t.

Используя значения М с и F , получим систему дифференци­
альных уравнений движения кольца по шероховатой поверхност и:

dQ = - 7 ї + ^ РЛ (у) -  Х(Э/2 (т) -  Л  (г)) dx

dJJ = - |[Р/ 2(у) -  / 3(у)]/VlTfP
(12)

dx

Решение полученной системы дифференциальных уравнений 
проводилось в среде Mathcad. Для времени движения при значениях 
начальник угловых и линейных скоростей после перехода к размер­
ным величинам получены следующие результаты:

Начальная угловая 
скорость, 

рад/с

10
30
50
70
90

Начальная 
линейная скорость, 

м/с

20
15
10
5
1

Коэффициент 
трения скольжения

0,4
0,3

0,25
0,2
0,1

Время
до остановки, 

с

5.2
15.4
20.5 
17,8
9.2

Отметим, что как Поступательное, так и вращательное движение 
кольца прекращалось одновременно, как и в случае движения диска [1,2].
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