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КОЭФФИЦИЕНТ ДИФФУЗИИ РЕШЕТОЧНОГО ФЛЮИДА С ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ  

В СЕДЛОВОЙ ТОЧКЕ НА ПРОСТОЙ КУБИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ:  
РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И СУПЕРПОЗИЦИОННОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 

Рассмотрен процесс диффузии решеточного флюида с дополнительным взаимодействием в 
седловой точке на простой кубической решетке. Предложена методика получения аналитическо-
го выражения для оценки кинетического коэффициента диффузии решеточного флюида. Опре-
делен кинетический коэффициент диффузии решеточного флюида с притяжением (отталкиванием) 
ближайших соседей и равным ему взаимодействием в седловой точке. Результаты аналитиче-
ских расчетов сопоставлены с данными компьютерного моделирования диффузионного процес-
са в исследуемой системе по методу Монте-Карло. 

The diffusion process of the lattice fluid with additional interaction in the saddle point on a simple 
cubic lattice is considered. The technique of obtaining an analytic expression for the jump diffusion 
coefficient of the lattice fluid is proposed. The jump diffusion coefficient of the system with nearest 
neighbor attractive/repulsive interaction and interaction in the saddle point of the same energy is calcu-
lated. The analytical results are compared with Monte Carlo simulation data. 

Введение. Как было показано ранее для ре-
шеточных флюидов на плоских квадратной [1] 
и треугольной [2] решетках, при исследовании 
процесса диффузии решеточного флюида может 
быть рассмотрена модель, в которой наряду с 
взаимодействием частиц, занимающих ближай-
шие соседние узлы, может быть учтено взаимо-
действие частиц, находящихся в так называемой 
седловой точке, которая совпадает с вершиной 
межузлового барьера, c ее ближайшими соседя-
ми. Его учет вызывает изменение эффективного 
межузлового барьера и, очевидно, будет влиять 
на диффузионные свойства системы [3]. 

Для оценки кинетического коэффициента 
диффузии решеточного флюида в рассмотрен-
ных системах было предложено суперпозици-
онное приближение [1], в котором непосредст-
венно учитываются лишь парные корреляции в 
заполнении ближайших соседних узлов, а кор-
реляционные функции более высоких порядков 
определяются посредством парных. 

В настоящей работе приводится обобщение 
предложенного подхода на случай пространст-
венной решеточной системы. В качестве при-
мера рассмотрен процесс диффузии решеточ-
ного флюида на простой кубической решетке. 

Модель. Модель представляет собой сис-
тему из n частиц, расположенных в узлах регу-
лярной кубической решетки, содержащей N 
узлов. Каждый узел может быть либо занят час-
тицей, либо быть вакантным. Состояние узла i 
определяется числом заполнения ni = 1 или ni = 0 
в зависимости от того, занят узел частицей или 
вакантен. Заполнение узла более чем одной 
частицей запрещено. 

Находящаяся в узле O частица может взаи-
модействовать с энергией J с частицами, зани-
мающими ближайшие соседние узлы, т. е. узлы 

a, g, c, d, e и f (см. рис. 1). При ее последующем 
переходе в узел a при прохождении седловой 
точки Σ она также взаимодействует с узлами g, 
c, d, f, b, k, h и s. Энергия последнего взаимо-
действия принимается равной JΣ.  

 
Рис. 1. Простая кубическая решетка. Узлы a, g, c, d, 
e и f – ближайшие соседи узла O. Узлы g, c, d, f, b, k, 

h и s – ближайшие соседи седловой точки Σ 

Таким образом, для перехода из узла O в 
ближайший вакантный узел a частице необхо-
димо преодолеть активационный барьер Еа, ве-
личина которого может быть определена как 
 a ( ) (0),E E E= Σ −  (1) 
где Е(Σ) – энергия частицы в седловой точке, 
равная 
 0( )E EΣ = +  
 ( ),Σ+ + + + + + + +c b h g d k f sJ n n n n n n n n  (2) 
здесь E0 – исходная высота межузельного барь-
ера; Е(0) – начальная энергия частицы, вычис-
ляемая по формуле 
 (0) ( ).c d e f gE J n n n n n= + + + +  (3) 

Это позволяет представить активационный 
барьер в следующем виде: 
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 a 0 ( )e k b s hE E Jn J n n n nΣ= − + + + + −  
 ( ),c d g fn n n n−Δ + + +  (4) 

где Δ = J – JΣ. 
Кинетический коэффициент диффузии 

решеточного флюида в суперпозиционном 
приближении. В рамках общей теории диффу-
зионных процессов в решеточных системах [4] 
и с учетом результатов для решеточных флюи-
дов на плоских решетках [1–3] для кинетиче-
ского коэффициента диффузии решеточного 
флюида может быть предложено следующее 
выражение: 

 0
0 (1 )(1 )= − + σ ×J a e

D
D n n n

c
 

 (1 )(1 )(1 )(1 )× + ξ + ξ + ξ + ξ ×k b s hn n n n  
 (1 )(1 )(1 )(1 ) ;× + γ + γ + γ + γc d g fn n n n  (5) 

 0
2

0 ;
2

−β= EzaD ve
d

 (6) 

 exp( ) 1; exp( ) 1;σ = β − γ = βΔ −J  
 exp( ) 1JΣξ = −β − , (7) 

где с – равновесное значение концентрации час-
тиц; z – число ближайших соседей на решетке 
рассматриваемого типа; a – расстояние между 
узлами решетки (длина прыжка частицы); d – 
размерность пространства; v – частота, имею-
щая порядок частоты колебаний частицы вблизи 
узла решетки и определяющая временную шкалу 
диффузионных процессов; β = 1 / kBT – обрат-
ная температура; kB – постоянная Больцмана; T – 
температура. 

Определяя корреляционные функции для за-
полнения решеточных узлов соотношением вида  

 
1 2 3 1 2 3, , ) ( , , , , ),=… …

n
n

l l l l n nn n n n c g l l l l  (8) 

можно получить выражение для кинетического 
коэффициента диффузии через многочастичные 
корреляционные функции, которые, в свою 
очередь, в рамках суперпозиционного прибли-
жения могут быть выражены через парные кор-
реляционные функции для ближайших соседей. 

В целом нетрудно видеть, что применение 
указанного подхода, хотя и позволяет получить 
выражение для кинетического коэффициента 
диффузии, требует ручного анализа 210 слагае-
мых. Поэтому в дальнейшем была рассмотрена 
решеточная система, в которой J = JΣ и γ = 0. 
Это позволяет избавиться от четырех множи-
телей в выражении (5) и получить выражение 
для кинетического коэффициента диффузии сле-
дующего вида: 

 ( )
0

1= + θ σ ×JD g
D

  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 31 4 1 6 1⎡× − θ + θξ − θ + θ ξ − θ +⎣ g g g   

 ( ) ( )3 3 4 4 4 54 1 6 1 .⎤+ θ ξ − θ + θ ξ − θ ⎦g g  (9) 

Входящая в соотношение (9) парная корре-
ляционная функция двух ближайших соседних 
узлов g может быть найдена, например, в рам-
ках диаграммного приближения [5, 6]. 

Алгоритм моделирования. С целью вери-
фикации предложенных выражений для кине-
тического коэффициента диффузии может быть 
выполнено компьютерное моделирование диф-
фузионных процессов по методу Монте-Карло 
с помощью алгоритма Метрополиса [7], моди-
фицированного с целью учета взаимодействия 
в седловой точке. 

В рамках этого алгоритма случайным обра-
зом выбирается узел i, занятый частицей. После 
этого также случайно определяется направле-
ние возможного прыжка частицы в один из 
ближайших узлов j. Если второй выбранный 
узел занят частицей, то переход частицы в него, 
очевидно, невозможен. Тем не менее попытка 
такого перехода учитывается. Если же он сво-
боден, то переход частицы в него осуществля-
ется с вероятностью 

 [ ]{ }1
a0 0 exp ,P P J s Js−

Σ Σ= −β −  (10) 

где Р0 – нормировочный коэффициент, равный 
exp(–4βJ) для системы с притяжением ближай-
ших соседей и exp(4βJ) для системы с отталки-
ванием, его физический смысл состоит в том, 
чтобы наиболее энергетически выгодный пере-
ход частицы осуществлялся с вероятностью, 
равной 1; sΣ – число ближайших соседей части-
цы, находящейся в седловой точке; s – число 
ближайших соседей частицы, находящейся в 
исходном узле O. Например, при перескоке 
частицы из узла O в узел a 

 ;= + + + +c d e f gs n n n n n  
 .c b h g d k f ss n n n n n n n nΣ = + + + + + + +  (11) 

Если Pr >Pа0, где Pr – случайное число из 
диапазона [0; 1], то переход частицы между 
узлами не осуществляется, в противном случае 
он считается произошедшим. Повторение дан-
ной процедуры n раз, где n – число частиц на 
решетке, формирует один шаг алгоритма Мон-
те-Карло (МКШ).  

Для моделирования диффузионных процессов 
использовалась решетка с периодическими гра-
ничными условиями, содержащая 103 = 1000 ре-
шеточных узлов. Процедура моделирования со-
стояла из 50 000 МКШ. Дополнительно первые 
10 000 МКШ отводились на эквилибризацию 
системы и не учитывались в дальнейшем.  
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